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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Представленная работа явля-
ется исследованием в области качественной теории уравнений с частными
производными.

Важную роль в качественной теории таких уравнений играют законы
сохранения в связи с многочисленными приложениями к задачам гидро-
динамики, газовой динамики и т.д. (см., например, [12]).

Рассмотрим в полосе ΠT = {(t, x) | t ∈ (0, T ), x ∈ R}, где 0 < T 6

6 +∞, задачу Коши

ut + (f(u))x = 0, (t, x) ∈ ΠT , u
∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ R. (1)

При гладком начальном условии u0 и гладкой функции потока f зада-
ча (1) имеет в некоторой окрестности каждой точки прямой t = 0 един-
ственное гладкое решение [13], которое может быть найдено методом ха-
рактеристик [15, 18].

Однако у классических решений квазилинейного уравнения с частны-
ми производными первого порядка, даже при сколь угодно гладких на-
чальном условии и функции потока, с ростом времени могут сформиро-
ваться особенности. Природа реальных физических процессов такова, что
время, за которое протекают эти процессы, значительно превышает время
существования гладкого решения. Поэтому возникает необходимость рас-
сматривать так называемые обобщённые решения в классах, включающих
разрывные функции.

Обобщённое решение задачи Коши (в смысле соответствующего инте-
грального тождества) неединственно (соответствующие примеры можно
найти, например, в [15, 18]). Теория обобщенных энтропийных решений
квазилинейных уравнений с частными производными первого порядка бы-
ла построена в работах Е. Хопфа [17], О.А. Олейник [8, 9, 10] и (в наибо-
лее полной форме) С.Н. Кружкова [5, 6] (введение в теорию обобщенных
энтропийных решений задачи (1) можно найти в пособиях [3, 7]). При
u0 ∈ L∞(R) существование и единственность ограниченного обобщенно-
го энтропийного решения u ∈ L∞(ΠT ) задачи (1) установлены в работах
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С.Н.Кружкова [5, 6] в общем случае многих пространственных перемен-
ных. В этих работах также доказано свойство монотонной зависимости
решения от начальных данных:

если u, v ∈ L∞(ΠT ) — обобщенные энтропийные решения задачи (1) с
начальными условиями u0 ∈ L∞(R) и v0 ∈ L∞(R) соответственно, причем
u0(x) 6 v0(x) п. в. на R, то u(t, x) 6 v(t, x) п. в. на ΠT .

Из этого свойства вытекает принцип максимума/минимума: если
a 6 |u0| 6 b почти всюду на R и u — ограниченное обобщенное энтро-
пийное решение задачи (1), то a 6 |u| 6 b почти всюду на ΠT . Из него, в
частности, следует единственность постоянного решения в классе ограни-
ченных измеримых функций. Отметим, что все классические определения
обобщенных решений легко переносятся и на класс локально ограничен-
ных функций.

Локально ограниченные обобщенные энтропийные решения изучались
в работах А.Ю. Горицкого и Е.Ю. Панова [2, 4, 16]. В них приведены
примеры построения неограниченных обобщенных энтропийных решений
задачи Коши (1) со степенной функцией потока f(u) = |u|α−1u/α, α > 1

и степенным начальным условием u0(x) = |x|β, β(α − 1) > 1. Эти обоб-
щённые энтропийные решения определены во всей полуплоскости t > 0,
имеют счётное число линий сильного разрыва (ударных волн) и меняют
знак при переходе через каждую из этих линий.

В этих работах, в частности, показано, что в классе локально огра-
ниченных функций постановка задачи Коши некорректна в том смысле,
что ни один из положительных результатов (существование и единствен-
ность решения, свойство монотонной зависимости решения от начальных
данных), справедливых для ограниченных обобщенных энтропийных ре-
шений, вообще говоря, неверен для локально ограниченных решений.

В работе Е.Ю. Панова [11] доказана теорема существования и един-
ственности локально ограниченного обобщенного энтропийного решения
задачи (1) в общем случае многих пространственных переменных в клас-
се функций, удовлетворяющих некоторому степенному ограничению на
рост по пространственным переменным. Все решения, рассмотренные в
настоящей диссертации, а также в работах А.Ю. Горицкого и Е.Ю. Пано-
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ва [2, 4, 16], выпадают из установленных Пановым классов корректности.
Таким образом, актуальной является задача изучения локально огра-

ниченных решений задачи Коши (1), не удовлетворяющих степенному
ограничению на рост по пространственным переменным.

Цель работы. Целью настоящей диссертационной работы является
построение локально ограниченных обобщенных энтропийных решений
задачи (1) при различных функциях потока и начальных условиях.

Научная новизна. В диссертации получены следующие основные на-
учные результаты:

• построено знакочередующееся обобщенное энтропийное решение зада-
чи (1) со степенной функцией потока и экспоненциальным начальным
условием, определенное во всей полуплоскости t > 0, а также изучены
свойства этого решения;

• показано, что такая задача Коши не имеет положительного обобщен-
ного энтропийного решения ни в какой полосе ΠT ;

• приведен новый пример неединственности обобщенного энтропийного
решения задачи Коши (1) со степенной функцией потока и нулевым
начальным условием в классе локально ограниченных функций;

• описаны все обобщенные энтропийные решения задачи Коши (1) со
степенной функцией потока и экспоненциальным начальным услови-
ем, имеющие специальное представление.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит тео-
ретический характер. Полученные результаты могут быть использованы в
дальнейших исследованиях специалистами по качественной теории урав-
нений с частными производными.

Апробация работы. Автор выступал с докладами по теме диссерта-
ции на следующих научных семинарах:

• семинар по качественной теории дифференциальных уравнений ка-
федры дифференциальных уравнений механико-математического фа-
культета МГУ им. М.В. Ломоносова под руководством проф. И.В.
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Асташовой, проф. А.В. Боровских, проф. Н.Х. Розова и проф.
И.Н. Сергеева в 2016 г.

• научно-методический семинар МГТУ им. Н.Э. Баумана под руковод-
ством проф. В.И. Ванько, проф. В.В. Феоктистова и доц. И.К. Мар-
чевского в 2016 г.

• семинар «Уравнения в частных производных» кафедры дифферен-
циальных уравнений механико-математического факультета МГУ им.
М.В. Ломоносова под руководством проф. Е.В. Радкевича, проф.
А.С. Шамаева и проф. Т.А. Шапошниковой в 2017 г.

• семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управле-
ния: теория и приложения» кафедры ОПУ механико-математического
факультета МГУ им. М.В. Ломоносова под руководством проф. М.И.
Зеликина, проф. В.Ю. Протасова, проф. В.М. Тихомирова и проф.
А.В. Фурсикова в 2018 г.

• семинар «Уравнения математической физики» под руководством
проф. Г.А. Чечкина в 2018 г.

• семинар по математическим моделям экономики кафедры дифферен-
циальных уравнений механико-математического факультета МГУ им.
М.В. Ломоносова под руководством проф. А.С. Шамаева и проф.
О.С. Розановой в 2018 г.

Содержащиеся в диссертации результаты докладывались автором на
следующих конференциях:

• Международная научная конференция студентов, аспирантов и моло-
дых ученых «Ломоносов» (г. Москва, апрель 2014 г. и апрель 2018 г.);

• Международная научная конференция «Дни студенческой науки МЭ-
СИ» (г. Москва, апрель 2015 г.);

• Международная конференция по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам (г. Суздаль, июль 2016 г. и июль 2018 г.);

• Международная научная конференция «Современные методы и про-
блемы математической гидродинамики — 2018» (г. Воронеж, 3–8 мая
2018 г.).
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Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 работ, в том числе
3 статьи в журналах, рекомендованных ВАК. Список работ приведен в
конце автореферата. Работ в соавторстве нет.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния, трех глав, заключения и списка литературы. Общий объем диссерта-
ции составляет 71 страницу. Библиография включает 39 наименований.

Краткое содержание диссертации

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, опре-
деляется цель работы и кратко излагаются основные результаты диссер-
тации.

В первой части первой главы диссертации вводятся основные опре-
деления, среди которых понятие обобщенного энтропийного решения за-
дачи (1), обобщенного энтропийного суб- и суперрешения задачи (1), а
также приводятся формулировки известных утверждений, необходимых
для последующего изложения.

Для заданных f ∈ C1(R) и u0 ∈ L∞loc(R) рассмотрим задачу (1).

Определение 1 [5, 6]. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞loc(ΠT ), называется
обобщённым энтропийным решением задачи (1), если:

1) для любого k ∈ R выполнено неравенство

|u− k|t + (sign(u− k)(f(u)− f(k)))x 6 0 в D′(ΠT );

2) esslim
t→0+

u(t, ·) = u0(·) в L1
loc(R), т.е. существует множество E ⊂ (0, T )

полной меры Лебега, такое что u(t, ·) ∈ L1
loc(R), t ∈ E , и u(t, ·) → u0 в

L1
loc(R) при t→ 0+, t ∈ E .
Обозначим f+ = max(f, 0); f− = max(−f, 0); sign+(f) = sign(f+);

sign−(f) = − sign+(−f).

Определение 2 [1, 14]. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞loc(ΠT ), называ-
ется обобщенным энтропийным субрешением задачи (1), если:
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1) для любого k ∈ R выполнено неравенство

[(u− k)+]t +
[
sign+(u− k)(f(u)− f(k))

]
x
6 0 в D′(ΠT );

2) esslim
t→0+

((u(t, x)− u0(x))+ = 0 в L1
loc(R).

Определение 3 [1, 14]. Функция u : ΠT → R, u ∈ L∞loc(ΠT ), называ-
ется обобщенным энтропийным суперрешением задачи (1), если:

1) для любого k ∈ R выполнено неравенство

[(u− k)−]t +
[
sign−(u− k)(f(u)− f(k))

]
x
6 0 в D′(ΠT );

2) esslim
t→0+

((u(t, x)− u0(x))− = 0 в L1
loc(R).

Основу первой главы диссертации составляет построение обобщенного
энтропийного решения задачи Коши (1) со степенной функцией потока и
экспоненциальным начальным условием

ut + |u|α−1ux = 0, t > 0, x ∈ R, u
∣∣
t=0

= exp

(
− x

α− 1

)
, x ∈ R. (2)

Теорема 1. У задачи Коши (2) существует обобщенное энтропийное
решение u, которое

1) определено во всей полуплоскости R+ × R;

2) имеет счетное число ударных волн Γn, n ∈ N0, являющихся гра-
фиками функций

γn(t) = ln t+ 1− nC, C = C(α); (3)

3) удовлетворяет соотношениям

u(t, x) = (−1)nU(t, x+ nC), (t, x) ∈ Dn, n ∈ N0,

где Dn = {(t, x) ∈ R+ × R | γn+1(t) < x < γn(t)} и U = u|D0
.

Построение такого решения проводится методом характеристик, а ли-
нии разрыва получаются как огибающие семейств характеристик. Для
нахождения огибающих семейств характеристик используется преобразо-
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вание Лежандра.
Построенное обобщённое энтропийное решение определено при всех t >

> 0, имеет счётное число линий сильного разрыва (ударных волн) и ме-
няет знак при переходе через каждую из этих линий. Следовательно, для
него не справедлив принцип максимума, что может вести к неединственно-
сти указанного решения (в третьей главе показано, что указанное решение
действительно не является единственным). Во второй части первой главы
доказано следующее следствие теоремы 1.

Следствие 1. Обобщенное энтропийное решение задачи (2), постро-
енное в теореме 1, является знакочередующимся. Кроме того, для лю-
бых t > 0 и x ∈ R справедлива оценка

|u(t, x)| 6 wt−1/(α−1), w = w(α) > 0,

откуда следует ограниченность построенного решения при любом t > 0

и равномерное по x ∈ R стремление к нулю при t→ +∞.

В третьей части первой главы приведены достаточные условия несу-
ществования положительного обобщенного энтропийного решения задачи
Коши (1) ни в какой полосе ΠT .

Теорема 2. Если f, u0 ∈ C1(R), g(x) = (f(x)− f(0))/x — возрастаю-
щая при x > 0 функция, u0 — неотрицательная неограниченная убыва-
ющая на R функция, причем выполнено соотношение −u−10 (x) = o(g(x))

при x→ +∞, то не существует неотрицательного обобщенного энтро-
пийного решения задачи (1) ни в какой полосе ΠT .

Для доказательства данного утверждения использован принцип срав-
нения для ограниченных обобщенных суб- и суперрешений, а также тот
факт, что минимум конечного множества обобщенных энтропийных су-
перрешений задачи Коши также является ее обобщенным энтропийным
суперрешением. Как следствие доказано, что исследуемая в этой главе
задача Коши (2) не имеет положительного обобщенного энтропийного ре-
шения ни в какой полосе ΠT .

Во второй главе построены обобщенные энтропийные решения зада-
чи Коши для более широкого класса функций потока и начальных усло-
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вий. Построение таких решений, как и в первой главе, проводится методом
характеристик, а линии разрыва получаются как огибающие семейств ха-
рактеристик при помощи преобразования Лежандра. Основу первой части
второй главы составляет выявление достаточных условий существования
во всей полуплоскости t > 0 обобщенного энтропийного решения зада-
чи (1) с неограниченным начальным условием. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 3. Пусть g0 : R+ → R — гладкая, возрастающая, строго вы-
пуклая вверх сюръективная функция, причем тем же свойством обла-
дает любая из функций gn : R+ → R, n ∈ N, определенных рекуррентной
формулой1

gn+1(w
α−1k) = gn(k) + g′n(k)(wα−1 − 1)k.

Тогда существует обобщенное энтропийное решение уравнения ut +

+ |u|α−1ux = 0 с начальным условием

u0(x) = ((−g0)−1(x))1/(α−1),

обладающее счетным числом непересекающихся ударных волн Γn, n ∈ N0,
являющихся графиками функций L(gn) (здесь L(gn) есть преобразование
Лежандра функции gn).

На основе этого результата приведены примеры задач Коши для ска-
лярных законов сохранения с неограниченными положительными началь-
ными условиями, для которых существуют знакочередующиеся обобщен-
ные энтропийные решения со счетным числом ударных волн, определен-
ные во всей полуплоскости t > 0. Кроме того, на основе теоремы 2 дока-
зано, что указанные задачи Коши не имеют положительных решений ни
в какой полосе ΠT .

В третьей главе вновь исследуется задача Коши для скалярного за-
кона сохранения со степенной функцией потока и экспоненциальным на-
чальным условием. В первой части третьей главы находится группа сим-
метрий указанной задачи, что позволяет искать ее решение в специальном
виде u(t, x) = t−1/(α−1)v(x− ln t). На основе найденной группы симметрий

1Число w определяется как корень уравнения |v|α−1v − αv + α− 1 = 0, отличный от 1.
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во второй части третьей главы приводится альтернативное доказательство
теоремы 1.

На основе построенного в этой теореме решения в третьей части тре-
тьей главы приводится новый пример неединственности нулевого решения
задачи (1) со степенной функцией потока и нулевым начальным условием
в классе локально ограниченных функций.

Теорема 4. Уравнение ut + |u|α−1ux = 0 имеет нетривиальное обоб-
щенное энтропийное решение u ∈ L∞loc(R+ × R) со счетным числом
ударных волн γn, являющихся графиками функций (3) при n ∈ N и
γ0(t) = ln t+1−S (S = const), периодическое по x в области, где x < γ1(t),
и равное нулю в области, где x > γ0(t).

В последней части третьей главы описаны все обобщенные энтро-
пийные решения уравнения ut + |u|α−1ux = 0, имеющие вид u(t, x) =

= t−1/(α−1)v(x− ln t).

Теорема 5. Пусть обобщенное энтропийное решение u(t, x) =

= t−1/(α−1)v(x − ln t) уравнения ut + |u|α−1ux = 0 определено при всех
t > 0 (функция v : R → R, v 6≡ 0, — кусочно гладкая). Тогда выполнено
одно из двух утверждений.

1. Функция v является 2S-периодической с S = |w|α−1−(α−1) ln |w|+
+ 1; более того, S-антипериодической, то есть v(ξ + S) = −v(ξ) для
любого ξ ∈ R, гладкой лишь на полупериоде. Соответствующее (2S-
периодическое по x) знакочередующееся решение u удовлетворяет дву-
сторонней оценке

t−1/(α−1) 6 |u(t, x)| 6 wt−1/(α−1), w = w(α) > 1,

а, значит, lim
t→+0

u(t, x) =∞.

2. Для некоторого µ0 ∈ R функция u совпадает в области {(t, x) | x <
< ln t+µ0} с одной из функций, описанных в п. 1, а кривая x(t) = ln t+µ0

является еще одной линией разрыва решения. В области же D = {(t, x) |
x > ln t+ µ0} функция u является гладкой, при этом выполнено одно из
двух утверждений:

i) функция u удовлетворяет в области D неравенству |u(t, x)| >
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> t−1/(α−1), и, следовательно, lim
t→+0

u(t, x) = ±∞;

ii) функция u удовлетворяет в области D неравенству |u(t, x)| 6
6 t−1/(α−1) при этом существует

lim
t→+0

u(t, x) = A exp

(
− x

α− 1

)
для некоторой константы A. В частности, при A = 0 будем иметь
u ≡ 0 в области D.

Как следствие, доказано, что задача Коши (2) имеет бесконечно много
обобщенных энтропийных решений, определенных при t > 0, для каждого
из которых не выполнен принцип максимума. Однако все эти решения по-
сле первого разрыва выходят на фактически однозначный периодический
режим, и вся неединственность состоит лишь в выборе первой ударной
волны.
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