
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Åëåöêèõ Êîíñòàíòèí Ñåðãååâè÷

Â-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÁÅÑÑÅËß ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

01.01.02 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Âëàäèìèð � 2019



Ðàáîòà âûïîëíåíà â ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Åëåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìå-

íè È.À. Áóíèíà¿

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðèêëàäíîãî àíàëèçà ôàêóëüòåòà

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Âîðîíåæ-

ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿ Ëÿõîâ Ëåâ Íèêîëàåâè÷.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:

Êîæàíîâ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-

ëîãèé ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿.

Ñîëäàòîâ Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð, ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê îòäåëà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè ÂÖ èìåíè À.À. Äîðîäíèöûíà ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-

âåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿, ôàêóëüòåò ÂÌÊ.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ 6 ¿ äåêàáðÿ 2019 ãîäà â 16 ÷ 00 ìèí. íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.025.08 ïðè ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Âëàäèìèðñêèé ãîñó-

äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè À.Ã. è Í.Ã. Ñòîëåòîâûõ¿ ïî àäðåñó: 600024,

ã. Âëàäèìèð, ïðîñïåêò Ñòðîèòåëåé, 11, àóä. 230, ÂëÃÓ, ïåäàãîãè÷åñêèé èí-

ñòèòóò

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Âëàäèìèðñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è íà ñàéòå http://diss.vlsu.ru

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2019.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.025.08

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

äîöåíò Íàóìîâà Ñ.Á.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Â 1923 ã. ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê

è ìåõàíèê Æ. Àäàìàð âûâåë ïðîñòîé êðèòåðèé îòñóòñòâèÿ äèôôóçèè âîëí

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà Ãþéãåíñà (ÏÃ).

Îäíàêî êðèòåðèé Àäàìàðà íå ñðàáàòûâàë â òåîðèè îáùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ãþíòåðà (1965)

è Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà (1970).

Íî ðàíåå ñóùåñòâîâàíèå óðàâíåíèé ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ÏÃ, îáíàðóæèë Ê. Øòåëüìàõåð (1955), ïî-

ñòðîèâøèé óðàâíåíèå ñ âîëíîâûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè è ñ ñèíãóëÿð-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ä. Ôîêñ (1959) ïðèâåë

áîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ ïðèíöèï Àäàìàðà íå âûïîëíåí. Ïðîñòîé ïðèìåð. Äâà

óðàâíåíèÿ

utt = urr +
1

r
ur + uzz, , utt = uxx + uyy + uzz , (1)

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âîëíîâîé îïåðàòîð â ãëàâíîé ÷àñòè è ÷åòíîå ÷èñ-

ëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (öè-

ëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè) âòîðîãî óðàâíåíèÿ � âîëíîâîãî â íå÷åòíîìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Áîëåå òîãî, è Ê. Øòåëüìàõåð, è Ä. Ôîêñ âûÿñíèëè,

÷òî è çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (ò.å.

îò âðåìåíè), êîýôôèöèåíòû ñèíãóëÿðíûõ Â-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó (ÝÏÄ) òàêæå âëèÿþò íà ãþéãåíñîâîñòü

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè. Áîëåå ÷åòêî ýòî ïðîÿâèëîñü â ñîâ-

ìåñòíûõ ðàáîòàõ È.À. Êèïðèÿíîâà è Ë.À. Èâàíîâà (1970-1980-å ãîäû), óñòàíî-

âèâøèõ ñîîòâåòñòâóþùèé ¾ñèíãóëÿðíûé ïðèíöèï Ãþéãåíñà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ

òèïà ÝÏÄ, ñîäåðæàùåãî îñîáåííîñòü òîëüêî ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé èëè

òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïîëó÷åííûé èìè ðåçóëüòàò óòî÷-

íèë è ñîêðàòèë ôîðìóëèðîâêó ãþéãåíñîâîñòè ðåøåíèé, îòêðûòóþ Ä. Ôîêñîì.

Â ðàáîòå È.À. Êèïðèÿíîâà è Þ.Â. Çàñîðèíà (1991) ïîñòðîåííûå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ utt =
n∑
1

(
uxixi + γi

xi
uxi

)
, γi > 0 ïîçâîëèëè

óòî÷íèòü ôîðìóëèðîâêó ãþéãåíñîâîñòè Êèïðèÿíîâà�Èâàíîâà.

Åùå îòìåòèì ðàáîòû Ã.Ì. Êàãàíà, âûïîëíåííûå ïîä ðóêîâîäñòâîì

È.À. Êèïðèÿíîâà. Â îäíîé èç íèõ èññëåäîâàëîñü ìîäåëüíîå ñèíãóëÿð-

íîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà, êîòîðîå ïî îäíîé

èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ âêëþ÷àëî ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð Áåññåëÿ. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîçâîëèëî îáîáùèòü ðåçóëüòàò
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Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà î ãþéãåíñîâîñòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

Êîøè, íî òîëüêî äëÿ îäíîé îñîáîé ïåðåìåííîé. Â äðóãîé ðàáîòå íà îñíî-

âå êèïðèÿíîâñêèõ âåñîâûõ ðàñïðåäåëåíèé îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèé ÝÏÄ ñ äðîáíûìè (â îáùåì ñëó÷àå) ðàçìåðíîñòÿìè îïåðàòî-

ðîâ Áåññåëÿ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðèíöèï Ãþéãåíñà âû-

ïîëíÿëñÿ òîëüêî ïðè öåëîé (íå÷åòíîé èëè ÷åòíîé) ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðà

Áåññåëÿ ïî âðåìåíè è ñ ÷åòíûìè (êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ) ðàç-

ìåðíîñòÿìè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ÷òî, êàê

âèäíî èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà (1), ëèøü ïîäòâåðäèëî êëàññè÷åñêóþ

òåîðåìó Àäàìàðà î âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ ÏÃ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ ÝÏÄ ñ öåëûìè ðàçìåðíîñòÿìè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ. Îñòàëàñü íå

âûÿñíåíà âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ÏÃ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äðîáíûõ

ðàçìåðíîñòåé îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

Çàäà÷à î âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ ÏÃ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-

íèÿ ÝÏÄ ñ äðîáíûìè ðàçìåðíîñòÿìè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì îñòàëàñü íå èññëåäîâàííîé. Áîëåå òîãî, ñîçäàëîñü âïå÷àòëå-

íèå, ÷òî ãþéãåíñîâîñòü ðåøåíèÿ âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå öåëûõ ðàçìåðíîñòåé

îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ.

ßñíî, ÷òî òàêèå çàäà÷è èññëåäóþòñÿ íà îñíîâå ôîðìóë ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè, ïîýòîìó èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè àêòóàëüíû äëÿ

òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè âûòåêàåò òàêæå èç íåêîòîðûõ ïðîáëåì

ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè, èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíûå

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà äëÿ îáúÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ìèêðîìèðà è

ìàêðîìèðà. Ââîäèìûå ôèçèêàìè íîâûå ïåðåìåííûå âñåãäà îêàçûâàëèñü ñâÿ-

çàííûìè ñèììåòðèÿìè. Íî åñëè ñèììåòðèÿ âîîáðàæàåìûõ ïåðåìåííûõ ñôå-

ðè÷åñêàÿ, à àðãóìåíò èññëåäóåìîé ôóíêöèè ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü äðîáíûì, òî

òðåáóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé, ÷òîáû îòëè÷àòü äèôôóçèîííûå ïðî-

öåññû îò ãþéãåíñîâûõ. Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè èíòåðåñíà è àêòó-

àëüíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ ïðîáëåì ôóíäàìåíòàëüíîé ôèçèêè.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî (Â-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, âêëþ÷àþùåãî è öåëûå è äðîá-

íûå ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ, äåéñòâóþùèõ è ïî âðåìåíè, è ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû ðåøåíèÿ, îáîáùàþùèå ðà-

íåå èçâåñòíûå ôîðìóëû èç ðàáîò È.À. Êèïðèÿíîâà è åãî ó÷åíèêîâ. Êàê ñëåä-

ñòâèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë èññëåäîâàí âîïðîñ î äèôôóçèè è ãþéãåíñîâîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ äðîáíûìè
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ðàçìåðíîñòÿìè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ãþéãåíñîâîñòü ïðîöåññîâ,

îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ÝÏÄ, âîçìîæíà è â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåêîòîðûå èç

ðàçìåðíîñòåé îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ äðîáíûå. Íî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììà âñåõ

ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâåííûõ îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ åñòü öåëîå ÷èñëî.

Â äèññåðòàöèè òàê æå ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ÝÏÄ ñî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè (ãëàâà 3). Ïîñëåäíåå ïîçâîëèëî ñâåñòè èõ ê ïðîñòåéøåìó óðàâíå-

íèþ ÝÏÄ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, ðåøå-

íèÿ êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, èçâåñòíû (íàïðèìåð, ñì.íåäàâíþþ ðàáîòó Ê.Á.

Ñàáèòîâà è Í.Â. Çàéöåâîé â æóðíàëå Èçâ.âóçîâ. Ìàòåìàòèêà, 2019, � 10).

Íî â ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèè ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû â òåðìèíàõ

j-ôóêöèé Áåññåëÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îáîáùåíèå èçâåñòíîé ôîðìóëû

Ïóàññîíà, ïîëó÷åííóþ ðàíåå Á.Ì. Ëåâèòàíîì (1951).

Òàêèì îáðàçîì, òåìà èññëåäîâàíèé àêòóàëüíà äëÿ ïðîáëåì ñèíãóëÿðíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ôèçèêè.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñëåäóþùèõ ïðîáëåì.

1. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ

Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà è èññëåäîâàíèå îáëàñòè çàâèñèìîñòè ïîëó÷åííîãî

ðåøåíèÿ.

2. Íàõîæäåíèå âåñîâûõ ðàñïðåäåëåíèé Êèïðèÿíîâà è ïîëó÷åíèå íà èõ îñ-

íîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó äëÿ

äðîáíûõ è öåëûõ èíäåêñîâ ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ, âõîäÿùèõ â

óðàâíåíèå.

3. Èññëåäîâàòü ãþéãåíñîâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé (êðàåâîé) çàäà÷è ïåðâîãî,

âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ ðàç-

íûìè èíäåêñàìè ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ, â òîì ÷èñëå äëÿ Â-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ïî âðåìåíè ñ îòðèöàòåëü-

íîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â âèäå ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ôîðìóëû Ïóàññîíà, ïîðîæäåííîé ñïåöèàëüíîãî ðîäà ñäâèãîì, âîçíèêà-

þùåì îò ïðîèçâåäåíèÿ j-öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçíûõ ïîðÿäêîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñëåäó-

þùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Íîâûì ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Èáðàãèìîâà�

Ìàìîíòîâà. Íàéäåí íîâûé ïðèçíàê ãþéãåíñîâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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2. Íà îñíîâå âåñîâûõ ðàñïðåäåëåíèé, íàçâàííûõ â ðàáîòå ¾ôóíêöèîíàëàìè

Êèïðèÿíîâà¿, ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñìåøàííîãî FBγ -ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàäèàëü-

íîé j-ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîðÿäêà µ = β−1
2 ≥ −

1
2 . Ýòè ôîðìóëû îêàçàëèñü íî-

âûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ôîðìóëàìè ðåøåíèé Êèïðèÿíîâà�

Êàãàíà. Íàéäåíû îáîáùåííûå âåñîâûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êî-

øè, êîòîðûåòàê æå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

3. Ñôîðìóëèðîâàííûé â ðàáîòå ïðèçíàê ãþéãåíñîâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÝÏÄ ÿâëÿåòñÿ íîâûì è îáîáùàåò èçâåñòíûå ïðèççíà-

êè Ä.Ôîêñà, Êèïðèÿíîâà�Èâàíîâà è Êèïðèÿíîâà�Çàñîðèíà, Êèïðèÿíîâà�

Êàãàíà.

4. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû, íàçâàííûå â ðàáîòå ¾ôîðìóëàìè Ïóàññîíà¿

ðåøåíèÿ êðàåâîé (íà÷àëüíî -ãðàíè÷íîé) çàäà÷è (ïåðâîãî, âòîðîãî, è òðåòüåãî

ðîäà) äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðíîñòÿìè

îïåðàòîðîâ Áåññåëÿ (â òîì ÷èñëå ñ îòðèöàòåëüíîé ðàçìåðíîñòüþ îïåðàòîðà

Áåññåëÿ ïî âðåìåíè).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå è Áåññåëÿ (Ëåâèòàíà, Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà), à òàêæå ìå-

òîäû òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðàáîòàõ íàó÷íîé øêîëû È. À. Êèïðèÿíîâà ïðè

èññëåäîâàíèè ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåì ñèíãóëÿðíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèëîæåíèé ê ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíà-

íèÿ, ïîðîæäåííûì öåíòðàëüíîé è ìíîãîîñåâîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèÿìè.

Âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðè

÷òåíèè êóðñîâ ïî âûáîðó â óíèâåðñèòåòàõ äëÿ ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè äîêëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñî-

âðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà

è èõ ïðèëîæåíèÿ"â ã. Ðîñòîâå-íà-Äîíó â 2017, 2018 è 2019 ãã., íà Ìåæäóíà-

ðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå ïðîáëåìû"â

ã. Ñàìàðå â 2017 ã., â Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå â 2018 ã.,

íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæ-

íûå ïðîáëåìû"â ã. Ñòåðëèòàìàêå â 2018 ã., íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì â ã. Ñóçäàëå
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â 2018 ã., íà Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå AMADE â ã. Ìèíñêå â 2018 ã., íà

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ àêàäåìèêà ÐÀÍ Â. À.

Ñàäîâíè÷åãî ã. Ìîñêâå â 2019 ã.

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[1] � [17]. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [1] �[6] Ë. Í. Ëÿõîâó ïðèíàäëåæèò ïîñòà-

íîâêà çàäà÷. Â ðàáîòå [6] Å. Ë. Ñàíèíîé ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà îðòî-

ãîíàëüíîñòè ñèñòåì Â-öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå�

Áåññåëÿ è Äèíè ïî j-ôóíêöèÿì Áåññåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòà-

òîâ ïî ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé ïîëó÷åíû ëè÷íî äèññåðòàíòîì.

Ðàáîòû [1] � [3] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ Ìèíèñòåðñòâà

íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 66 íàèìåíîâàíèé.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 137 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè âûáðàííîé òåìû, ïðèâî-

äèòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, äàí êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè è

ïðèâåäåíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

Íóìåðàöèÿ èçëîæåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé â äèñ-

ñåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ôîð-

ìóëû, èñïîëüçóåìûå âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ.

Ïîëîæèì x = (x′, x′′) ∈ R+
N = R+

n × RN−n, ãäå x
′ ∈ R+

n = {x′ : x1 >

0, ..., xn > 0}, x′′ = (xn−1, . . . , xN) ∈ RN−n. Ñ÷èòàåì, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà

n è N ôèêñèðîâàíû è ñâÿçàíû óñëîâèåì n ≤ N .

×åðåç Sev îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, ñîñòîÿùåå èç

x′-÷åòíûõ ôóíêöèé. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî èñïîëüçóåìûõ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé, ïîðîæäåííîå âåñîâîé ëèíåéíîé ôîðìîé

(u , v)γ =

∫
RN
u(x) v(x) (x′)γ dx , (x′)γ =

n∏
i=1

(x2i )
γi
2 ,

áóäåì îáîçíà÷àòü S ′ev = S ′ev(R+
N) è íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì óìåðåííûõ âåñî-

âûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ê ðåãóëÿðíûì âåñîâûì ðàñïðåäåëåíèÿì îòíîñèì ëîêàëü-

íî èíòåãðèðóåìûå ñ âåñîì (x′)γ ôóíêöèè, íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîãî ðîñòà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è äâà âèäà ïðåîá-

ðàçîâàíèé Áåññåëÿ, ââåäåííûå Á.Ì. Ëåâèòàíîì (äàëåå FB-ïðåîáðàçîâàíèå) è

È.À. Êèïðèÿíîâûì, Â.Â. Êàòðàõîâûì (äàëåå FB-ïðåîáðàçîâàíèå). Ââîäèòñÿ
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ñìåøàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�Ëåâèòàíà�Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà. ßä-

ðîì ýòîãî ñìåøàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

eγ(x, ξ) =
n∏
k=1

[
jγk−1

2
(xkξk)− i

xkξk
γ + 1

jγk+1

2
(xkξk)

]
e−i〈x

′′,ξ′′〉,

ãäå γ = (γ1, . . . , γn) � ôèêñèðîâàííûé ìóëüòèèíäåêñ èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë; jν � ÷åòíàÿ j-ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà ν, ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèåé Áåññå-

ëÿ ïåðâîãî ðîäà (è òîãî æå ïîðÿäêà) ðàâåíñòâîì jν(s) = C(ν)Jν(s)sν , ν > −1
2 ;

s
γ+1jν(s) � íå÷åòíàÿ j-ôóíêöèÿ Áåññåëÿ; 〈x′′, ξ′′〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ èç RN−n. Ñìåøàííîå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�

Ëåâèòàíà�Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà (ñìåøàííîå FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ) îïðåäå-
ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

FB[f ](ξ) =

∫
RN
f(x) eγ(x, ξ) (x′)γ dx , F−1B [f ](x) =

C(γ)

(2π)
N−n

2

FB[f ](−x).

(1.1.1)

Èçâåñòíî (Êèïðèÿíîâ, Êàòðàõîâ), ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû íà

êëàññå îñíîâíûõ ôóíêöèé Sev+, ñîñòîÿùåì èç ôóíêöèé Sev è èõ ïåðâûõ ïðî-

èçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì xi, i = 1, . . . , n îò ýòèõ ôóíêöèé. Ïðè γ → 0 ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå ñòðåìèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Ìíîãî-

ìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåâèòàíà è ïðåîáðàçîâàíèå Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.1.1) ñ ÿäðàìè
∏n

1 jγi−1

2
è
∏n

1
xiξi
γi+1 jγi+1

2
ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Â ïåðâîé ãëàâå òàêæå ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ î ðÿäàõ Ôóðüå�Áåññåëÿ è Äèíè

ïî ÷åòíûì è íå÷åòíûì j-ôóíêöèÿì Áåññåëÿ. Â-öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè �

ýòî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

Bγu(λx) + λ2u(λx) = 0 , Bγ =
d2

dx2
+
γ

x

d

dx
, γ ∈ R1. (1.2.2)

Ïóñòü γ > 0. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòî-

èò èç Â-öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé jν, è Yν , ν = γ−1
2 . Ïåðâàÿ èç íèõ íàçû-

âàåòñÿ j-ôóíêöèåé Áåññåëÿ, âòîðàÿ � j-ôóíêöèåé Íåéìàíà. Â êà÷åñòâå ñïåê-

òðàëüíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç íèõ. Ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð

λ = λk ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îäíîãî èç óðàâíåíèé

i) jν(λn) = 0, n = 1, 2, . . . ;

ii) j ′ν(λn)=0 (jν+1(λn)=0), n = 1, 2, . . . ;

iii) λn j
′
ν(λn) +Hjν(λn) = 0, n = 1, 2, . . . ,
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ãäå H � íåêîòîðàÿ äàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêèì êàíîíàì, ñè-

ñòåìû ôóíêöèé i) è ii) áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìàìè Ôóðüå�Áåññåëÿ, à iii) �

ñèñòåìîé Äèíè.

Ïðè γ = −β, 0 < β < 1 äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå ïî

ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1.2.2) ìû èñïîëüçóåì îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå j−µ, ïî-

ëó÷àþùååñÿ ôîðìàëüíîé çàìåíîé èíäåêñà ïîðÿäêà j-ôóíêöèè Áåññåëÿ jν íà

èíäåêñ −µ = −β+1
2 .

Ïðè γ = −β è β > 1 äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå ïî ðåøåíèÿì

óðàâíåíèÿ (1.2.2) ìû èñïîëüçóåì íåîãðàíè÷åííîå (ïðè t → ∞) ðåøåíèå J∗µ
ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà µ = β+1

2 ñëåäóþùåãî âèäà

J∗µ(t) = tµ Jµ(t) = tµ
∞∑
m=0

(−1)m

m! Γ (µ+m+ 1)

(
t

2

)2m+µ

, µ=
β+1

2
.

Â ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ äåéñòâèå íà j-ôóíêöèþ Áåññåëÿ âåùåñòâåííîãî ïî-

ðÿäêà µ = β−1
2 ≥ −

1
2 ñìåøàííîãî FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ëåâèòàíà). Íàõîäÿòñÿ

ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïî-

ðÿäêà µ), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé

B-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ïî âðåìåííîé è ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ôîðìóëû ðåøåíèé ñòðîÿòñÿ c ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé Ëåâèòàíà è Ëåâèòàíà�Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà. Èññëåäóþò-

ñÿ îáëàñòè çàâèñèìîñòè ðåøåíèé, à òàêæå âûäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâî-

ñòè ïðèíöèïà Ãþéãåíñà.

Òåîðåìà 2.1.1Ïóñòü N ≥ 2, n ≥ 1 � ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

è γ = (γ1, . . . , γn) � ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë. FBγ-ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëåíî íà îñíîâå j-ôóíêöèé Áåññåëÿ

jν, ïîðÿäêîâ νi = γi−1
2 , à jµ �j-ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà µ = β−1

2 è èíäåê-

ñû β ≥ 0 è γi ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ

Áåññåëÿ.

Ïðè µ > N+|γ|−1
2 , (β > N + |γ|) îáðàòíîå FB-ïðåîáðàçîâàíèå îò ôèíèò-

íîé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè

ψa,µ(|ξ|) =

{
(a2 − |ξ|2)µ−

N+|γ|
2 , ξ ∈ {|ξ| < a}+ ,

0, ξ /∈ {|ξ| < a}+ .

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

F−1B [ψa,µ](x) = A(N, n, µ, γ) a2µ jµ(a|x|). (2.1.5)
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Ñëåäñòâèå 2.1.1 Ïóñòü N ≥ 2, n ≥ 1 � ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà è γ � ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë, {|ξ| < a}+ = {ξ : |ξ|<a, ξ1 > 0, . . . , ξn > 0} � n-ïîëóøàð â R+
n,N .

Ïðè µ > N+|γ|−1
2 (β > N + |γ|) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

FB[jµ(a |x|)](ξ) = FB[jµ(a |x|)](|ξ|) =

=


(a2−|ξ|2)µ−

N+|γ|
2

a2µ A(µ,N,n,γ) , ξ ∈ {|ξ| < a}+ ,

0 , ξ /∈ {|ξ| < a}+ ,
(2.1.9)

ãäå

A(N, n, µ, γ) =
π
n−N

2

2N−n+|γ|

Γ
(
µ+ 1− N+|γ|

2

)
Γ(µ+ 1)

∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

) .
Ïðè −1

2 ≤ µ ≤ N+|γ|−1
2 FB-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè jµ(a |x|) â êëàññè-

÷åñêîì ñìûñëå íå ñóùåñòâóåò, îäíàêî, îíî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî â ðàìêàõ

òåîðèè îáîáùåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè γi òàêîâû, ÷òî |γ| = γ1 + . . . + γn � íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Ââåäåì ðàñïðåäåëåíèÿ Êèïðèÿíîâà Iαa íà ñôåðå , êîòîðûå

îïðåäåëèì ïðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ N + |γ| â âèäå ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé èç S ′, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû íà N -ïîëóñôåðå â R+

N , è

êîòîðûå äåéñòâóþò íà îñíîâíûå ôóíêöèè ϕ ∈ Sev ïî ôîðìóëàì
a) ïðè ÷åòíîì N + |γ|

(
Ika , ϕ

)
γ

=
1

a2k

(
1

a

d

da

)N+|γ|
2 −k−1 [

aN+|γ|−2
∫

S+
1 (N)

ϕ(aξ) (ξ′)γ dS(ξ)

]
, (2.1.10)

b) ïðè íå÷åòíîì N + |γ|(
I
k− 1

2
a , ϕ

)
γ

=
1

a2k−1

(
1

a

d

da

)N+|γ|−1
2 −k [

aN+|γ|−2
∫

S+
1 (N)

ϕ(aξ) (ξ′)γ dS(ξ)

]
.

(2.1.11)

Òåîðåìà 2.1.3 Ïóñòü |γ| � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. FBγ-Ïðåîáðàçîâàíèå

ôóíêöèè jµ(a |x|), ïîíèìàåìîå â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà S ′ev, ïðè µ = k èëè

µ = k − 1
2, ãäå k öåëîå, 0 ≤ k ≤ N+|γ|−1

2 (0 ≤ β ≤ N + |γ|), èìååò âèä

a) ïðè ÷åòíîì N + |γ| ≥ 2 è µ = β−1
2 = k (ò.å. β = 2k + 1 � íå÷åòíîå

÷èñëî)

FBγ [jk(a|x|)](ξ) = Ak(N, n, γ) · Ika , (2.1.12)
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ãäå

Ak(N, n, γ) = 2k+
N+|γ|

2 −nΓ(k + 1)π
N−n

2

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
;

b) ïðè íå÷åòíîì N + |γ| ≥ 3 è µ = β−1
2 = k − 1/2 (ò.å. β = 2k � ÷åòíîå

÷èñëî)

FBγ [jk− 1
2
(a|x|)](ξ) = Ak− 1

2
(N, n, γ) · Ik−

1
2

a . (2.1.13)

ãäå

Ak− 1
2
(N, n, γ) = 2k−

1
2+

N+|γ|
2 −nΓ

(
k +

1

2

)
π
N−n

2

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
.

Ââåäåì îáîáùåííûå ôóíêöèè âèäà I
k− 1

2−δ
a â ñëó÷àå íå÷åòíîãî N + |γ| ≥ 3

è Ik−δa , I−δ1a â ñëó÷àå ÷åòíîãî N + |γ| ≥ 2. Èõ äåéñòâèå íà îñíîâíûå ôóíêöèè

ϕ ∈ Sev îïðåäåëèì ïî ïðàâèëàì

(Ik−δa , ϕ) =
2

Γ(1− δ)

1∫
0

z2k−1(1− z2)−δ×

× 1

a2k−2

(
1

a

d

da

)N+|γ|
2 −k [

aN+|γ|−2
∫

S+
1 (N)

ϕ(azξ) (ξ′)γ dS(ξ)

]
dz ; (2.1.17)

(I−δ1a , ϕ) =
2

Γ(1− δ1)

1∫
0

z(1− z2)−δ1×

× (a
d

da
+2−2δ1)

(
1

a

d

da

)N+|γ|−2
2

[
aN+|γ|−2

∫
S+

1 (N)

ϕ(azξ) (ξ′)γ dS(ξ)

]
dz ; (2.1.18)

(I
k− 1

2−δ
a , ϕ) =

2

Γ(1− δ)

1∫
0

z2k−2(1− z2)−δ ×

× 1

a2k−3

(
1

a

d

da

)N+|γ|+1
2 −k [

aN+|γ|−2
∫

S+
1 (N)

ϕ(azξ) (ξ′)γ dS(ξ)

]
dz . (2.1.19)

Â îòëè÷èå îò îáîáùåííûõ ôóíêöèé (2.1.10) è (2.1.11), íîñèòåëè êîòîðûõ ðàñ-

ïîëîæåíû íà ñôåðå |x|=a, ýòè îáîáùåííûå ôóíêöèè èìåþò íîñèòåëè â øàðå
|x| < a.
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Òåîðåìà 2.1.4 Ïóñòü |γ| = γ1 + . . .+ γn � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è k � íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 1 ≤ k ≤ N+|γ|+1
2 è ïóñòü ïðà-

âèëüíûå äðîáè δ è δ1 (δ ∈ [0, 1), δ1 ∈ [0, 12 ]) îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû äëÿ ÷èñëà

µ, −1
2 < µ ≤ N+|γ|

2 èìåëî ìåñòî îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé (2.1.17)�(2.1.19).

FB-Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè jµ(a |x|), ïîíèìàåìîå â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà

îáîáùåííûõ ôóíêöèé S ′ev, èìååò âèä

1) ïðè ÷åòíîì N + |γ| ≥ 2, −1
2 < k−δ ≤ N+|γ|

2 , k∈N

FB[jk−δ(a|x|)](|ξ|) = Ak−δ(N, n, γ) · Ik−δa , (2.1.20)

ãäå

Ak−δ(N, n, γ) = 2k−1+
N+|γ|

2 −nΓ(k + 1− δ)π
N−n

2

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
,

µ = −δ1 , FB[jµ(a|x|)](|ξ|) = A−δ1(N, n, γ) · I−δ1a , (2.1.21)

ãäå

A−δ1(N, n, γ) = 2
N+|γ|

2 −n−1Γ(1− δ1)π
N−n

2

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
;

2) ïðè íå÷åòíîì N + |γ| ≥ 3

µ = k−1

2
− δ , FB[jµ(a|x|)](ξ) = Ak− 1

2−δ
(N, n, γ) · Ik−

1
2−δ

a , (2.1.22)

ãäå

Ak− 1
2−δ

(N, n, γ) = 2k−
3
2+

N+|γ|
2 −nΓ

(
k +

1

2
− δ
)
π
N−n

2

n∏
i=1

Γ

(
γi + 1

2

)
.

Â ïóíêòå 2.2 ðàññìîòðåí ïîëíûé ñèíãóëÿðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ

Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà, à èìåííî

utt−uxx−
n−1∑
i,j=1

ai,j(x−t) (DB)iju = 0, (DB)ij =

{
∂
∂yi

∂
∂yj
, i 6= j,

∂2

∂y2
i
+γi
yi

∂
∂yi
, i = j

(2.2.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = 0, ut|t=0 = f(x, y). (2.2.5)

ò.å ýòî òî÷íàÿ êîïèÿ óðàâíåíèÿ Èáðàãèìîâà� Ìàìîíòîâà, ëèøü ðîëü âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ âûïîëíÿþò ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ñõåìå Èáðàãèìîâà�Ìàìîíòîâà ïðèìåíåíèåì ñìåøàííîãî
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FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ôóðüå�Ëåâèòàíà�Êèïðèÿíîâà�Êàòðàõîâà). Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì

u(t, x, y) =
1

2cγ

x+t∫
x−t

(
FBλ̄→ζ [j0(k|λ̄|)](ζ) , T yPζf(ξ, Pζ)

)
γ
dξ , (2.2.9)

ãäå T yx � îáîáùåííûé ñäâèã Ïóàññîíà. Ôîðìóëû FB-ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàäèàëü-

íîé ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà µ > −1
2 ïîëó÷åíû â òåîðåìàõ

2.1.3 è 2.1.4.

a) Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n + |γ| ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.2.3), (2.2.5) èìååò

âèä

u(t, x, y) =
2n−3∏n−1

i=1 Γ
(
γi+1
2

) x+t∫
x−t

dξ×

×
(
d

ds

)n+|γ|−3
2
[
s
n+|γ|−3

2

∫
S+

1 (n−1)

T y√
s P ζ

f(ξ,
√
s P ζ) ζγdS(ζ)

]∣∣∣∣
s=x+t−ξ

.

b) Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n+ |γ|

u(t, x, y) =
2n−2

√
π
∏n−1

i=1 Γ
(
γi+1
2

) x+t∫
x−t

dξ

1∫
0

(1− z2)−1/2
√
s ×

×
(
d

ds

)n+|γ|−2
2
[
s
n+|γ|−3

2

∫
S+

1 (n−1)

T
√
s zPζ

y f(ξ,
√
s zPζ) ζγ dS(ζ)

]∣∣∣∣
s=x+t−ξ

dz.

Êàê âèäèì, â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n + |γ| íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíêöèè

FB[j0(b|λ̄|)] ïðèíàäëåæèò ñôåðå |y| = 1. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n+|γ| â ïðåäñòàâëå-
íèè ôóíêöèîíàëà FB[j0(b|λ̄|)] ïîÿâèëñÿ èíòåãðàë ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé

z, ò.å. íîñèòåëü FB[j0(b|λ̄|)] ïðèíàäëåæèò øàðó |y| < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (2.2.3), (2.2.5) ïðèíöèï Ãþéãåíñà

âûïîëíÿåòñÿ, à âî âòîðîì íåò.

Â ïóíêòå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ïî âðåìåíè äåé-

ñòâóåò îïåðàòîð Áåññåëÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ β ≥ 0, à ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-

ìåííûì äåéñòâóþò ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ γi ≥ 0.

Èòàê, â ïîëóïðîñòðàíñòâå R+
N+1 = {(t, x) : t > 0, x ∈ RN , N ≥ 1} ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

Bβ,tu = ∆γ,xu, u|t=0 = f(x), ut|t=0 = 0. (2.3.1)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3.1) èñïîëüçóåì ïðÿìîå

è îáðàòíîå ñìåøàííîå FB-ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîðÿäêàìè j-ôóíêöèé Áåññåëÿ

ðàâíûìè νi = γi−1
2 (i=1, 2, . . . , n).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

u(x, t) = c(N, n, γ)
(
FBγ [jβ−1

2
(t|ξ|)], T xy f

)
γ
. (2.3.4)

Ïî ñëåäñòâèþ 2.1.1 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ β > N + |γ|

F−1Bγ

[
jβ−1

2
(t| · |)

]
= ψt,β−1

2
(x)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèíèòíóþ ôóíêöèþ ñ íîñèòåëåì â îáëàñòè |x| < t:

ψt,β−1
2

(|x|) =

{
(t2 − |x|2)β−1

2 −
N+|γ|

2 , x ∈ {|x| < t}+ ,
0, x /∈ {|x| < t}+ .

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.3.1) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

u(x, t) = c(N, n, γ)
(
FBγ [jβ−1

2
(t| · |)](y), T xy f

)
γ

=

=
c(N, n, γ)

A(N, n, β, γ)

∫
{|y|<t}+N

(t2 − |y|2)
β−1−N−|γ|

2

tβ−1
T xy f(y) yγ dy ,

ãäå

A(N, n, β, γ) =
1

π
N−n

2 2N+|γ|−n

Γ
(
β−N−|γ|+1

2

)
Γ(β+1

2 )
∏n

i=1 Γ
(
γi+1
2

)
À ïðè çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòè β ≤ N + |γ| âûðàæåíèå F−1Bγ

[
jβ−1

2
(t| · |)

]
=

I
β−1

2
t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå Êèïðèÿíîâà èç S ′ev, êîòîðîå îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì â òåîðåìàõ 2.1.3 è 2.1.4,

Â îáîèõ èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìîæåì âûïèñàòü ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ u(t, x). Ïðè

ýòîì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ÷åòíîé N + |γ| è íå÷åòíîé N + |γ|
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ñðåäè íàéäåííûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è Êîøè òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ ðå-

øåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêèì èíòåãðàëîì � ýòî ðåøåíèÿ îïèñàííûå â

ïóíêòå 2.3.2.

Ñëó÷àé A1: β = 2k + 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî è 1 ≤ β ≤ N + |γ| (0 ≤ k ≤
N+|γ|−1

2 ), N + |γ| ≥ 2 � ÷åòíîå ÷èñëî. Ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

u(t, x) =
2k−

N+|γ|
2 +nΓ(k + 1)

π
N−n

2

n∏
i=1

(
Γ
(
γi+1
2

)) ×
14



× 1

t2k

(
1

t

d

dt

)N+|γ|
2 −k−1 [

t−1
∫

Sx,t(N)

T yxf(x) (y′)γ dS(y)

]
.

Ñëó÷àé A3: β = 2k � ÷åòíîå ÷èñëî, N + |γ| ≥ 3 � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïðè

ýòîì 0 ≤ β ≤ N + |γ| − 1
(

0 ≤ k ≤ N+|γ|−1
2

)
.

u(t, x) =
2k−

N+|γ|+1
2 +n Γ(k + 1

2)

π
N−n

2

n∏
i=1

(
Γ
(
γi+1
2

)) ×

× 1

t2k−1

(
1

t

d

dt

)N+|γ|−1
2 −k [

t−1
∫

Sx,t(N)

T yxf(x) (y′)γ dS(y)

]
.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî øàðó.

Ñëó÷àé A2: β = 2k è N+ |γ| ≥ 2 � ÷åòíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ÷èñëî µ = β−1
2

� äðîáíîå (ïîëóöåëîå). Ýòîò ñëó÷àé èçó÷åí ïðè óñëîâèè äðîáíîãî µ. Ýòî

ñëó÷àé B1.

Ñëó÷àé B1: N + |γ| ≥ 2 � ÷åòíîå ÷èñëî, β−1
2 = k − δ, k∈N, δ ∈ [0, 1),

1 ≤ k < N+|γ|+1
2 , 1 < β ≤ N + |γ|.

u(t, x) =
2k−

N+|γ|
2 +nΓ(k + 1− δ)

π
N−n

2 Γ(1− δ)
n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)×

× 1

t2k−2

(
d

tdt

)N+|γ|
2 −k 1

t2k−N−|γ|−2δ+2

∫
|y|<t

|y|2k−N−|γ|(t2 − |y|2)−δ×

× T xy f(y) (y′)γ dy.

Ñëó÷àé B2: Ïóñòü (N + |g| ≥ 2) � ÷åòíîå β−1
2 = −δ1, ãäå δ1 ∈ [0, 12 ],

0 ≤ β ≤ 1.

u(t, x) =
2n−

N+|γ|
2

π
N−n

2

n∏
i=1

Γ
(
γi+1
2

)(t ddt+2−2δ1)

(
1

t

d

dt

)N+|γ|−2
2

tN+|γ|+2δ1−4×

×
∫
|y|<t

|y|2−N−|γ|(t2 − |y|2)−δ1T xy f(y) (y′)γ dy .
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Ñëó÷àé B3: Ïóñòü N + |γ| ≥ 3 � íå÷åòíîå è 0 ≤ β ≤ N + |γ|,

k∈N, 1 ≤ k <
N + |γ|+ 1

2
,
β − 1

2
= k − δ − 1

2
, δ ∈ [0, 1).

u(t, x) =
2k−

N+|γ|+1
2 +nΓ(k + 1

2 − δ)

π
N−n

2 Γ(1− δ)
n∏
i=1

(
Γ
(
γi+1
2

))×
× 1

t2k−3

(
d

tdt

)N+|γ|+1
2 −k 1

t2k−N−|γ|−2δ+1

∫
|y|<t

|y|2k−1−N−|γ|(t2 − |y|2)−δ×

× T xy f(y) (y′)γ dy.

À òàêæå â ñëó÷àå äðîáíîãî N + |γ| ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòå-

ãðàëà ïî øàðó.

Ïîýòîìó ìîæåì óòâåðæäàòü ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íûé ïðèíöèï Ãþéãåíñà

äëÿ ðåøåíèÿ Â-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ïî âðåìå-

íè.

Îáîáùåííûé ñèíãóëÿðíûé ïðèíöèï Ãþéãåíñà Ðåøåíèå çàäà÷è

(2.3.1) óäîâëåòâîðÿåò ¾îáîáùåííîìó ïðèíöèïó Ãþéãåíñà¿, åñëè ÷èñëà β è

|γ| öåëûå, à ÷èñëà 1 + β è N + |γ| îáëàäàþò îäèíàêîâîé ÷åòíîñòüþ è óäî-

âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó β + 1 ≤ N + |γ|.
Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ

ïî âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ â óðàâíåíèè ìîãóò èìåòü

ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû.

Ïóñòü α = (α1, ..., an) � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Bβ,tu(x, t) = ∆Bα,xu(x, t), ãäå ∆Bα,x=
n∑
i=1

Bαi+
N∑

k=n+1

∂2

∂x2k

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(r), ut(x, 0) = ψ(r), r = |x|

è îäíèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

i) ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïåðâîãî ðîäà u(x, t)||x|=1 = f1(t);

ii) ãðàíè÷íîå óñëîâèå âòîðîãî ðîäà ∂u
∂~ω

∣∣∣∣
|x|=1

= f2(t), ~ω � âåêòîð âíåøíåé

íîðìàëè ê ñôåðå |x| = 1;
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iii) ãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà
(
∂u
∂~ω +Hu

) ∣∣∣∣
|x|=1

= 0, H � çàäàííàÿ

ïîñòîÿííàÿ.

Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðà-

äèàëüíûì. Òîãäà ñôåðè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ x = rθ, |θ| = 1 ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùèì çàäà÷àì

Bβ,tu = BN+|α|−1,ru, u(r, 0) = ϕ(r), ut(r, 0) = ψ(r),

i)u|r=1 = 0; ii)ur|r=1 = 0; iii) (ur +Hu)|r=1 = 0.

Äàëåå ïîëàãàåì N + |α| − 1 = γ.

Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ÝÏÄ ñ îïåðàòîðîì Áåñ-

ñåëÿ ïî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðàBβ,t, à èìåííî

β > 0, −1 < β < 0 è β < −1. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïî-

ëó÷åííûõ ðåøåíèé. Çàïèñàíû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ôîðìóëû, àíàëîãè÷-

íîé ôîðìóëå Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìîé ñïåöèàëüíûì ¾(µν)−ñäâèãîì¿, ïîðîæ-
äåííûì ïðîèçâåäåíèåì j-ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ðàçíûõ ïîðÿäêîâ µ

è ν
ν,µ

V t
x f(x) =

2ν+µ Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)

π Γ(ν + µ)
×

×
∫ π/2

−π/2
eiθ(µ−ν) cosν+µ θ f(

√
2 cos θ(x2eiθ + t2e−iθ)) dθ .

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Ë. Í. Ëÿõîâó çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü, îêàçàííóþ ïðè ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.
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