




Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Изучение дифференциальных урав-
нений, не разрешенных относительно производной (называемых также неявны-
ми), актуально для теории дифференциальных уравнений, теории динамиче-
ских систем, теории управления, смежных разделов анализа. Такие уравнения
используют в моделировании процессов, адекватное описание которых долж-
но учитывать зависимость их характеристик от скорости изменения состояния
объектов. Подобные процессы характерны для неголономных механических си-
стем1, электрических колебательных контуров2, электромагнитных волн в хо-
лодной анизотропной плазме3, установления термодинамического равновесия
(релаксации)4 и др.

Теория динамических систем, описываемых неявными дифференциальными
уравнениями, восходит к А. Пуанкаре5. Современная качественная теория та-
ких уравнений и теория особенностей разработаны в работах В.И. Арнольда6,
А.А. Давыдова7, Л. Дара8, А. О. Ремизова9 и др. авторов.

Исследование неявных дифференциальных уравнений встречает дополни-
тельные трудности, если порождающая уравнение функция не является глад-
кой или непрерывной, а например, удовлетворяет условиям Каратеодори. Ме-
тоды качественной теории и многие классические методы анализа оказываются

1И.В. Закалюкин. Особенности уравнений динамики некоторых неголономных систем и неявные диффе-
ренциальные уравнения. Автореферат дисс. ... канд. физ.-мат. наук: 01.02.01 [Место защиты: Московский
авиационный институт (государственный технический университет)]. М., 2010.

2А.А. Андронов, А.А. Витт, С.Э. Хайкин. Теория колебаний. М.: Гос. изд-во физ.-мат. литературы, 1959.
3А.Д. Пилия, В.И. Федоров. Особенности поля электромагнитной волны в холодной анизотропной плазме

с двумерной неоднородностью // ЖЭТФ. 1971. Т. 60. № 1. С. 389–399.
4F. Tokens. Constrained equations; a study of imphcit differential equations and their discontinuous solutions.

In Structural Stability, the Theory of Catastrophes, and Applications in the Sciences. Lect. Notes Math. Berlin:
Springer, 1976. V. 525. P. 143–234.

5A. Пуанкаре. Избранные груды, т. III. М.: Наука, 1974.
6В.И. Арнольд. Дополнительные главы теории обыкновенных дифференциальных уравнений. М.: Наука,

1978.
В.И. Арнольд. Теория катастроф. М.: Знание. Сер. мат. кибернетика, № 9. 1981.

7А.А. Davydov. Qualitative Theory of Control Systems. Translations of Mathematical Monographs. V. 141.
American Mathematical Society. Providence, Rhode Islans. 1994.

А.А. Давыдов. Особенности предельных направлений типичных неявных ОДУ высших порядков //
Дифференциальные уравнения и динамические системы, Сборник статей. К 80-летию со дня рождения
академика Евгения Фроловича Мищенко, Тр. МИАН, 236, М.: Наука, 2002, С. 134–141.

А.А. Давыдов. Нормальная форма уравнения, не разрешенного относительно производной, в окрестности
его особой точки // Функц. анализ и его приложения. 1985. Т. 19. № 2. С. 1–10.

8L. Dara. Singularites generiques des equations differentielles multiformes // Bol. Soc. Bras. Mat. 1975. V. 6.
№ 2. P. 95–128.

9А.О. Ремизов. Многомерная конструкция Пуанкаре и особенности поднятых полей для неявных диффе-
ренциальных уравнений // Оптимальное управление. Современная математика. Фундаментальные направ-
ления. Т. 19. М.: РУДН, 2006, С. 131–170.

А.О. Ремизов. Неявные дифференциальные уравнения и векторные поля с неизолированными особыми
точками // Матем. сб. 2002. Т. 193. № 11. С. 105–124.
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неэффективными. В частности, в исследованиях вопросов существования, за-
висимости от параметров, устойчивости решений задачи Коши и краевых задач
для уравнений, разрешенных относительно производной, широко исследуются
теоремы о неподвижных точках операторов. Однако, для неявных уравнений
применение результатов о неподвижных точках затруднено, а во многих слу-
чаях и невозможно. В теории неявных дифференциальных уравнений роль,
аналогичную роли теорем о неподвижных точках, могут играть утверждения
об уравнениях с накрывающими (регулярными) отображениями в метрических
и обобщенно метрических пространствах (в том числе, об уравнениях, опреде-
ляющих точки совпадения отображений). Диссертация посвящена следующим
актуальным теоретическим задачам: получению результатов об уравнениях с
накрывающими отображениями в пространствах с обобщенными метриками;
разработке на их основе методов исследования дифференциальных уравнений,
не разрешенных относительно производной; применению разрабатываемых ме-
тодов к исследованию задачи Коши и краевых задач.

Степень разработанности темы исследования. Теории накрывающих
(регулярных) отображений нормированных и метрических пространств, ее при-
ложениям посвящены работы Е.Р. Авакова, А.В. Арутюнова, Б.Д. Гельмана,
А.В. Дмитрука, А.Д. Иоффе, Е.С. Жуковского, С.Е. Жуковского, А.А. Милю-
тина, Б.С. Мордуховича, Н.П. Осмоловского, В.М. Тихомирова, А. Удерзо и др.
авторов. В первой половине XX века Л.А. Люстерником10 и несколько позже
Л.М. Грейвсом11 получены утверждения о накрывающих отображениях бана-
ховых пространств. В 80-е годы XX века для отображений, действующих из
метрического пространства в линейное метрическое пространство, А.А. Милю-
тиным доказана теорема об устойчивости свойства накрывания к липшицевым
возмущениям12. Новые возможности приложений накрывающих отображений
в анализе открыла теорема А.В. Арутюнова13 о точке совпадения накрываю-
щего и липшицева отображений метрических пространств. Распространению
и приложениям этого результата посвящены многочисленные работы14, был

10Л.А. Люстерник. Об условных экстремумах функционалов // Математ. сборник. 1934. Т. 41. С. 390–401
11L.M. Graves. Some mapping theorems // Duke Math. J. 1950. V. 17. P. 111–114.
12А.В. Дмитрук, А.А. Милютин, Н.П. Осмоловский. Теорема Люстерника и теория экстремума // УМН.

1980. Т. 35. № 6(216). С. 11–46.
13А.В. Арутюнов. Накрывающие отображения в метрических пространствах и неподвижные точки //

Доклады Академии наук. 2007. Т. 416. № 2. С. 151–155.
14A.V. Arutyunov, E.S. Zhukovskiy, S.E. Zhukovskiy, Z.T. Zhukovskaya. Kantorovich’s fixed point theorem and

coincidence point theorems for mappings in vector metric spaces // Set-Valued Var. Anal. 2021.
B. Zhang, W. Ouyang. Coincidence points for set-valued mappings with directional regularity // Fixed Point

Theory. 2021. V. 22, № 1. P. 391–406.
Ю.Н. Захарян, Т.Н. Фоменко. О сохранении совпадений у однопараметрического семейства пар много-

значных отображений типа Замфиреску // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем. мех. 2021. № 1. С. 28–34.
Т.Н. Фоменко. Сохранение существования точки совпадения при некоторых дискретных преобразовани-

ях пары отображений метрических пространств // Тр. ИММ УрО РАН. 2017. Т. 23. № 4. С. 292–300.
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доказан локальный вариант этой теоремы15, получены условия устойчивости
точек совпадения к малым изменениям отображений16. С целью исследова-
ния дифференциальных и интегральных уравнений была рассмотрена задача
о нелинейных липшицевых возмущениях накрывающих отображений метриче-
ских пространств17.

Исследованию неявных дифференциальных уравнений методами, основан-
ными на результатах о накрывающих отображениях метрических пространств,
посвящены работы Е.Р. Авакова, А.В. Арутюнова, Е.С. Жуковского, С.Е. Жу-
ковского, Е.А. Плужниковой, В.С. Трещева, V.A. de Oliveira, F.L. Pereira. Для
задачи Коши были получены условия разрешимости и оценки решений17, усло-
вия устойчивости решений к малым изменениям входящих в уравнение функ-
ций18, условия непрерывной зависимости решений от параметоров19. Также
были исследованы вопросы разрешимости краевых задач20, начаты исследо-
вания неявных дифференциальных включений21 и задач управления для неяв-
ных дифференциальных уравнений22. В этих работах краевые задачи и задачи
управления сводятся к уравнениям и включениям с отображениями в произве-
дениях метрических пространств. Эти произведения пространств наделяются
векторной метрикой, принимающей значения в Rn

+, и используются результа-
ты о накрывающих отображениях векторно метрических пространств.

В связи с исследованиями кратных неподвижных точек и кратных точек
совпадения, систем различных функциональных уравнений, краевых задач и
задач управления для дифференциальных уравнений, некоторых других тео-
ретических и прикладных задач возникла потребность в распространении ре-
зультатов о накрывающих отображениях на векторно метрические простран-

15A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel‘man, A. Dmitruk, V. Obukhovskii. Locally covering maps in metric spaces
and coincidence points // J. Fixed Points Theory and Applications. 2009. V. 5. № 1. P. 105–127.

16A.V. Arutyunov, E.R. Avakov, S.E. Zhukovskiy. Stability theorems for estimating the distance to a set of
coincidence points // SIAM Journal on Optimization. 2015. V. 25. № 2. P. 807–828.

А.В. Арутюнов. Устойчивость точек совпадения и свойства накрывающих отображений // Матем. за-
метки. 2009. Т. 86. № 2. С. 163–169.

17Е.Р. Аваков, А.В. Арутюнов, Е.С. Жуковский. Накрывающие отображения и их приложения к диффе-
ренциальным уравнениям, не разрешенным относительно производной // Дифференциальные уравнения.
2009. Т. 45. № 5. С. 613–634.

18А.В. Арутюнов, Е.С. Жуковский, С.Е. Жуковский. О корректности дифференциальных уравнений, не
разрешенных относительно производной // Дифференциальные уравнения. 2011. Т. 47. № 11. С. 1523–1537.

19С.Е. Жуковский. Минимумы функционалов и неявные дифференциальные уравнения // Вестник Там-
бовского университета. Серия: естеств. техн. науки. 2017. Т. 22. № 6. С. 1298–1303.

20Е.С. Жуковский, Е.А. Плужникова. Накрывающие отображения в произведении метрических про-
странств и краевые задачи для дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно производ-
ной // Дифференциальные уравнения. 2013. Т. 49. № 4. С. 439–455.

21A. Arutyunov, V.A. de Oliveira, F.L. Pereira, E. Zhukovskiy, S. Zhukovskiy. On the solvability of implicit
differential inclusions // Applicable Analysis. 2015. V. 94. № 1. P. 129–143.

22Е.С. Жуковский, Е.А. Плужникова. Об управлении объектами, движение которых описывается неяв-
ными нелинейными дифференциальными уравнениями // Автомат. и телемех. 2015. № 1. С. 31–56.
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ства и на пространства с другими «ослабленными метриками», в частности,
на пространства с расстоянием, удовлетворяющим лишь аксиоме тождества. В
работах Е.С. Жуковского23 определен аналог свойства накрывания для отоб-
ражений, действующих в пространствах с векторнозначными метриками, для
таких отображений получены утверждения о липшицевых возмущениях. В ста-
тье А.В. Арутюнова и А.В. Грешнова24 получена теорема о точках совпадения
отображений в (q1, q2) -квазиметрических пространствах. В дальнейших иссле-
дованиях утверждения о неподвижных точках и точках совпадений были рас-
пространены на отображения общих f -квазиметрических пространств25. От-
метим, что кроме работ автора диссертации в литературе не рассматривалась
задача о возмущениях накрывающих отображений, действующих из метриче-
ского пространства в пространство с расстоянием, удовлетворяющим лишь ак-
сиоме тождества.

В диссертации предлагаются новые результаты об уравнениях с накрыва-
ющими отображениями, действующими из метрического пространства в про-
странство с расстоянием, удовлетворяющим аксиоме тождества, распростра-
няющие теорему Арутюнова13 и цитированные выше результаты15,17,18. На ос-
новании этих результатов разрабатываются методы исследования дифферен-
циальных уравнений, не разрешенных относительно производной, а также ин-
тегральных уравнений. Получены условия существования и оценки решений
задачи Коши и краевых задач для дифференциальных уравнений, не разре-
шенных относительно производной, а также условия существования и оценки
решений интегральных уравнений.

Цели и задачи. Основной целью работы является разработка аппарата ис-
следования дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно про-
изводной, основанного на результатах о накрывающих отображениях; изучение
на этой основе свойств решений задачи Коши и краевых задач.

Основными задачами работы являются:
– получение теорем о решениях уравнений с отображениями, действующими

из метрического пространства в пространство с расстоянием, в том числе, о
23Е.С. Жуковский. О возмущениях векторно накрывающих отображений и системах уравнений в метри-

ческих пространствах // Сиб. матем. журн. 2016. Т. 57. № 2. С. 297–311.
Е.С. Жуковский. О точках совпадения многозначных векторных отображений метрических про-

странств // Математ. заметки. 2016. Т. 100. № 3. С. 344–362.
24А.В. Арутюнов, А.В. Грешнов. (q1, q2) -квазиметрические пространства. Накрывающие отображения и

точки совпадения // Изв. РАН. Сер. матем. 2018. Т. 82. № 2. С. 3–32
25Е.С. Жуковский. Неподвижные точки сжимающих отображений f-квазиметрических пространств //

Сиб. матем. журн. 2018. Т. 59. № 6. С. 1338–1350.
Т.Н. Фоменко Существование нулей многозначных функционалов, совпадения и неподвижные точки в

f-квазиметрическом пространстве // Матем. заметки. 2021. Т. 110. № 4. С. 598–609.
Т.Н. Фоменко. Поиск нулей функционалов, неподвижные точки и совпадения отображений в квазимет-

рических пространствах // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем., мех. 2019. № 6. С. 14–22.
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точках совпадения таких отображений;
– исследование свойств накрывания конкретных отображений пространств

измеримых функций, возникающих при исследовании дифференциальных и
интегральных уравнений;

– исследование интегральных уравнений в пространствах измеримых функ-
ций, получение условий существования решений, их оценок, их устойчивости к
малым изменениям уравнений;

– исследование задачи Коши и краевых задач для дифференциальных урав-
нений, не разрешенных относительно производной искомой функции, получе-
ние условий существования решений, их оценок, их устойчивости к малым из-
менениям уравнений, начальных и краевых условий.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются новыми.
Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит тео-

ретический характер. Результаты значимы для общей теории обыкновенных
дифференциальных уравнений и ее приложений, теории интегральных уравне-
ний, теории операторных уравнений и соответствующих разделов анализа.

Методология и методы исследования. При исследовании уравнений с
отображениями, действующими из метрического пространства в пространство
с расстоянием, в том числе, уравнения, определяющего точки совпадения отоб-
ражений, учитываются топологические свойства пространств с расстоянием и
используются итерационные методы доказательства существования решений
уравнений. Для исследования задачи о непрерывной зависимости от парамет-
ров решений операторных уравнений используются результаты о полунепре-
рывных многозначных отображениях26. При исследовании свойств накрыва-
ния конкретных отображений в диссертации предлагается определение рассто-
яния в пространстве измеримых функций, используются стандартные методы
теории функций и методы многозначного анализа; в частности, для установ-
ления связи свойств накрывания оператора Немыцкого и порождающей его
функции используется лемма Филиппова об измеримом выборе27. Для иссле-
дования задачи Коши и краевых задач используется редукция (называемая
W -подстановкой Азбелева28) к интегральному уравнению в пространстве из-
меримых функций. К полученному интегральному уравнению применяются
доказанные в диссертации утверждения о накрывающих отображениях, дей-
ствующих из метрического пространства в пространство с расстоянием.

26А.В. Арутюнов. Лекции по выпуклому и многозначному анализу. М.: Физматлит, 2014.
Ю.Г. Борисович, Б.Д. Гельман, А.Д. Мышкис, В.В. Обуховский. Введение в теорию многозначных отоб-

ражений и дифференциальних включений. М.: Либроком, 2011.
27Филиппов А.Ф. О некоторых вопросах теории оптимального регулирования // Вестник Московского

университета. Серия математ., механ., астрон., физ., хим. 1959. № 2. С. 25–32.
28Н.В. Азбелев, В.П. Максимов, Л.Ф. Рахматуллина. Введение в теорию функционально-дифференци-

альных уравнений. М.: Наука, 1991.
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Положения, выносимые на защиту.

1. Утверждения о существовании, оценках, устойчивости точек совпадения
отображений, действующих из метрического пространства в простран-
ство с расстоянием; утверждения о существовании, непрерывной зависи-
мости от параметра решений уравнения G(x) = y с отображением G,
действующим из метрического пространства в пространство с расстояни-
ем и представимом в виде G(x)=F (x, x), где отображение F является на-
крывающим по первому аргументу и липшицевым по второму аргументу.

2. Утверждения о накрывающих свойствах оператора Немыцкого, действу-
ющего в пространствах измеримых функций; утверждения о существо-
вании, оценках, решений функциональных уравнений в пространствах
измеримых функций, их устойчивости к изменениям функций, порожда-
ющих уравнение.

3. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений инте-
гральных уравнений в пространствах измеримых функций.

4. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений задачи
Коши для дифференциального уравнения, не разрешенного относительно
производной.

5. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений краевой
задачи для дифференциального уравнения, не разрешенного относитель-
но производной.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации снаб-
жены подробными доказательствами и опубликованы в рецензируемых науч-
ных изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих семина-
рах и конференциях:

– Тамбовский городской семинар по теории функционально-дифференциаль-
ных уравнений и включений, Тамбов, Россия (2019, 2020, 2021).

– Международная научная конференция «Колмогоровские чтения – VIII.
Общие проблемы управления и их приложения (ОПУ-2018)», посвященная 115-
летию со дня рождения А.Н. Колмогорова и 100-летию Тамбовского государ-
ственного университета имени Г.Р. Державина, Тамбов, Россия (2018).

– International conference on mathematics «An Istanbul Meeting for World
Mathematicians», Istanbul, Turkey (2018).

– Summer school «Identification and Control: some challenges», Monastir, Tunisia
(2019).

– Международная Воронежская весенняя математическая школа «Современ-
ные методы теории краевых задач. Понтрягинские чтения - ХХХ», Воронеж,
Россия (2019).
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– Международная конференция «Устойчивость, управление, дифференци-
альные игры (SCDG2019)», посвященная 95-летию со дня рождения академика
Н.Н. Красовского, Екатеринбург, Россия (2019).

– International scientific OTHA online workshop on operator theory and harmonic
analysis and their applications, Online, Russia (2020).

– Всероссийская конференция с международным участием «Теория управ-
ления и математическое моделирование (СТММ 2020)», посвященная памяти
профессора Н.В. Азбелева и профессора Е.Л. Тонкова, Ижевск, Россия (2020).

– International e-Conference on Nonlinear Analysis and its Application (ICNAA
2020), Online, India.

– Международная научная конференция «Колмогоровские чтения – IX. Об-
щие проблемы управления и их приложения (ОПУ-2020)», посвященная 70-
летию профессора А.И. Булгакова, Тамбов, Россия (2020).

– III Международный семинар «Теория управления и теория обобщенных ре-
шений уравнений Гамильтона-Якоби (CGS’2020)», Екатеринбург, Россия (2020).

– Научный семинар «Нелинейный анализ и его приложения» кафедры «Функ-
циональный анализ и его приложения» ВлГУ, Владимир, Россия (2021).

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 12 работах, из ко-
торых 7 работ опубликовано в журналах из перечня ВАК (в том числе ра-
боты [1–3] — в изданиях, входящих в системы цитирования Web of Science
Core Collection и Scopus, работы [4–6] — в издании, индексирующемся в Web of
Science Russian Science Citation Index).

Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации получены
автором лично. Из работ, выполненных в соавторстве, в диссертацию вошли
только результаты, принадлежащие автору.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, двух глав,
содержащих 5 параграфов, заключения, списка обозначений и списка литера-
туры. Общий объем работы составляет 127 страницы. Список литературы со-
держит 80 наименований.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Приведем основные положения и результаты диссертации (сохраняя нуме-
рацию утверждений и формул из основного текста). Во введении описаны
актуальность темы исследования и степень ее разработанности, поставлены це-
ли и задачи, аргументирована научная новизна, достоверность, теоретическая
и практическая значимость результатов, перечислены использованные методы,
выносимые на защиту положения, публикации и доклады по теме диссертации,
кратко изложена структура работы.

В главе 1 рассмотрены накрывающие отображения, действующие из метри-
ческого пространства в пространство с расстоянием, удовлетворяющем аксиоме
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тождества, и получены утверждения об уравнениях с таким отображениями.
В параграфе 1 предлагаются утверждения, распространяющие теорему Ару-

тюнова13 и некоторые другие известные утверждения15,29 о существовании и
свойствах точек совпадения на отображения, действующие из метрического
пространства в множество с расстоянием. В этом параграфе четыре пунк-
та. В пункте 1.1.1 приведены необходимые сведения о пространстве с рас-
стоянием и об отображениях, действующих из метрического пространства в
пространство с расстоянием. Обозначим R+ := [0,+∞]. Пусть задано мет-
рическое пространство X = (X, ρ) с метрикой ρ : X2 → R+. Обозначим
BX(x0, r) := {x ∈ X| ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром в точке
x0 ∈ X радиуса r ∈ R+. Далее, пусть задано множество Y ̸= ∅, на котором
определено расстояние — отображение d : Y 2 → R+ такое, что для y1, y2 ∈ Y
равенство d(y1, y2) = 0 выполнено тогда и только тогда, когда y1 = y2. Сходи-
мость при i→ ∞ последовательности {yi} ⊂ Y к элементу y ∈ Y определим
соотношением d(y, yi) → 0. Отметим, что предел y последовательности может
быть не единственным, и из d(y, yi) → 0 не следует d(yi, y) → 0.

В пункте 1.1.2 на отображения рассматриваемых пространств перенесе-
ны следующие определения, известные13 для отображений метрических про-
странств: отображение f : X → Y названо α -накрывающим, α > 0, если

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y и ρ(x, x0) ≤
1

α
d
(
f(x), f(x0)

)
;

и β -липшицевым, β ≥ 0, если

∀x, u ∈ X d
(
f(x), f(u)

)
≤ βρ(x, u).

В пункте 1.1.2 также доказано утверждение, распространяющее теорему Ару-
тюнова13 о точках совпадения на отображения, действующие из метрического
пространства в множество с расстоянием.

В пункте 1.1.3 предлагается распространение этих результатов, использую-
щее следующее обобщение понятий накрывания и липшицевости. Пусть U ⊂
X. Для отображения f : X → Y определим множества:

Covα[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y |
∃u ∈ U f(u) = y, ρ(u, x) ≤ α−1d(y, f(x)), ρ(u, x) <∞

}
;

Lipβ[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)

}
;

первое из которых назовем множеством α -накрывания отображения f от-
носительно множества U, а второе — множеством β -липшицевости f от-

29А.В. Арутюнов. Точки совпадения двух отображений // Функц. анализ и его прил. 2014. Т. 48. № 1.
С. 89–93.
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носительно U. Очевидно, соотношение Covα[f ;X]=X×Y означает, что отоб-
ражение f α -накрывающее, а соотношение Lipβ[f ;X] = X × Y справедливо
тогда и только тогда, когда f β -липшицево.

Пусть заданы отображения ψ, φ : X → Y. Их точкой совпадения называют
x ∈ X такой, что ψ(x) = φ(x).

Теорема 1.1.2. Пусть метрическое пространство X является полным, и
пусть заданы α > β ≥ 0, x0 ∈ X такие, что d

(
φ(x0), ψ(x0)

)
<∞. Положим

R := (α−β)−1d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
, U := BX(x0, R). Предположим, что для любого

x ∈ U выполнены включения (x, ψ(x)) ∈ Lipβ[φ;U ], (x, φ(x)) ∈ Covα[ψ;X];
на шаре U отображение ψ является замкнутым, а φ — непрерывным. Тогда
в шаре U существует точка совпадения отображений ψ, φ.

Также в пункте 1.1.3 получены условия устойчивости точек совпадения отоб-
ражений к изменениям этих отображений.

В заключительном пункте 1.1.4 параграфа 1 определены условия полуне-
прерывной зависимости от параметра множества точек совпадения. Пусть T
— топологическое пространство и пусть заданы отображения ψ, φ : X×T → Y.
Рассмотрим уравнение

ψ(x, t) = φ(x, t),

с параметром t ∈ T относительно неизвестного x ∈ X. Обозначим через
Coin(t) множество решений этого уравнения, т. е. множество точек совпаде-
ния отображений ψ(·, t), φ(·, t) : X → Y.

Для каждого x ∈ X определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
φ(x, t), ψ(x, t)

)
.

Зафиксируем t0 ∈ T и рассмотрим условия

(C−) для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то для любого ε > 0 существует
окрестность W (t0) точки t0 такая, что ηx(t) < ε при всех t ∈ W (t0);

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая, что
для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε при всех t ∈ W (t0);

(Ĉ+) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая, что
для любых x ∈ X, t ∈ W (t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.

Теорема 1.1.4. Пусть метрическое пространство X полное, 0 ≤ β < α,
t0 ∈ T. Пусть существует такая окрестность V (t0) точки t0, что при
любом t ∈ V (t0) найдется u ∈ X, для которого d

(
φ(u, t), ψ(u, t)

)
< ∞; при

всех x ∈ X, t ∈ V (t0) выполнены включения (x, ψ(x, t)) ∈ Lipβ
[
φ(·, t), X

]
,
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(x, φ(x, t)) ∈ Covα
[
ψ(·, t), X

]
; отображение ψ(·, t) : X → Y является за-

мкнутым, а отображение φ(·, t) : X → Y — непрерывным. Тогда при лю-
бом t ∈ V (t0) множество Coin(t) не пусто и замкнуто в X. Кроме того,
многозначное отображение Coin: V (t0) ⇒ X, при выполнении условия (C−),
является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении условия (Ĉ−)
— h -полунепрерывным снизу в t0, а при выполнении условия (Ĉ+) — h -по-
лунепрерывным сверху в t0.

В параграфе 1.2 рассматривается уравнение G(x) = ŷ относительно неиз-
вестного x — элемента метрического пространства X. Предполагается, что
действующее из X в Y (Y — это множество, снабженное расстоянием) отоб-
ражение G представимо в виде отображения двух элементов, по одному из
которых является накрывающим, а по другому — липшицевым. Для рассмат-
риваемого уравнения в пункте 1.2.1 получены утверждения о существовании и
оценках решений, об устойчивости решений к изменениям отображения G и
правой части ŷ ∈ Y. Сформулируем эти теоремы. Пусть заданы отображение
F : X ×X → Y и элемент ŷ ∈ Y. Рассмотрим уравнение

G(x) := F (x, x) = ŷ. (1)

Определим множество замкнутости отображения G : X → Y относи-
тельно множества U ⊂ X формулой

Cl[G;U ] :=
{
(x, y)∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ U xn → x, G(xn) → y ⇒ G(x) = y

}
.

Очевидно, соотношение Cl[G;X] = X × Y равносильно замкнутости отобра-
жения G.

Теорема 1.2.1. Пусть метрическое пространство X является полным,
x0 ∈ X, α > β ≥ 0 и R := (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) < ∞. Предположим что
для любого x ∈ U := BX(x0, R) выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение уравнения (1).
Предлагаемые в пункте 1.2.1 утверждения являются развитием и обобщени-

ем теорем17,18,30 о липшицевых возмущениях накрывающих отображений мет-
рических пространств. Эти исследования восходят к теореме Милютина12 о
возмущениях, в которой пространство Y — линейное метрическое, а отобра-
жение G представимо разностью накрывающего и липшицева отображений.

В пункте 1.2.2 получены условия полунепрерывной сверху и снизу зависимо-
сти множества решений от параметров. Эти результаты являются новыми и в
случае метрического пространства Y.

30A.V. Arutyunov, E.S. Zhukovskii, S.E. Zhukovskii. Covering mappings and well-posedness of nonlinear Volterra
equations // Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications. 2012. V. 75. № 3. P. 1026–1044.
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Глава 2 диссертации посвящена исследованию дифференциальных уравне-
ний, не разрешенных относительно производной искомой функции. Эта глава
содержит три параграфа. В параграфе 2.1 рассматривается функциональное
уравнение с отклоняющимся аргументом относительно неизвестной измеримой
функции. Исследование основано на представленных в главе 1 результатах об
операторных уравнениях с накрывающими отображениями, действующими из
метрического пространства в множество, снабженное расстоянием. Для приме-
нения соответствующих теорем в пространстве измеримых функций вводится
расстояние и для действующих в полученном пространстве операторов супер-
позиции определяются множества замкнутости, накрывания и липшицевости.
Этим вопросам посвящен пункт 2.1.1. Приведем определение расстояния в про-
странстве S = S([0, τ ],R) измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R ( τ > 0 ),
предложенное в этом пункте.

Пусть функция θ : R × R → R+ суперпозиционно измерима и выполнено
условие (A) : при любом фиксированном втором аргументе z ∈ R функ-
ция первого аргумента θ(·, z) : R → R+ непрерывна в точке z, справедливо
равенство θ(z, z) = 0 и имеет место соотношение

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ. (2)

Отображение d θ : S × S → R+, сопоставляющее любым υ, z ∈ S число
d θ(υ, z) = vrai supt∈[0,τ ] θ(υ(t), z(t)), является расстоянием в S. Обозначим
Sθ := (S, d θ). В частном случае, для функции θ0 : R× R → R+, определенной
формулой θ0(z1, z2) = |z1−z2|, соответствующее отображение d θ0 : S×S → R+

является метрикой в S. Будем обозначать соответствующее пространство из-
меримых функций через Sθ0 = (S, ρ), где ρ = d θ0.

В пункте 2.1.2 доказана следующая теорема существования измеримого ре-
шения функционального уравнения с отклоняющимся аргументом.

Пусть задана функция f : [0, τ ]×R×R → R, являющаяся измеримой по пер-
вому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего аргументов,
измеримая функция ŷ : [0, τ ] → R и функция h : [0, τ ] → [0, τ ] такая, что для
любого E ⊂ [0, τ ] из µ(E) = 0 (µ — мера Лебега) следует µ(h−1(E)) = 0.
Рассмотрим уравнение

f
(
t, x(h(t)), x(t)

)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ], (3)

относительной неизвестной измеримой функции x : [0, τ ] → R. Для каждого
v ∈ S определим функции g

[v]
1 , g

[v]
2 : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(h(t)), x), g

[v]
2 (t, x) = f(t, x, v(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Функции g
[v]
1 , g

[v]
2 , очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.
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Теорема 2.1.1. Пусть заданы α > β ≥ 0 и x0 ∈ S такие, что

R :=
1

α− β
vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
ŷ(t), f(t, x0(h(t)), x0(t))

)
<∞.

Пусть для каждого v ∈ BSθ0(x0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено:

∀x∈BSθ0(x0, R) ∃u∈R g
[v]
1 (t, u) = ŷ(t), |u− x(t)|≤α−1θ

(
ŷ(t), g

[v]
1 (t, x(t))

)
;

∀x∈BSθ0(x0, R) ∀u∈BR(x0(h(t)), R) g
[v]
2 (t, u)= ŷ(t) ⇒

θ
(
ŷ(t), g

[v]
2 (t, x(h(t)))

)
≤β

∣∣u− x(h(t))
∣∣.

Тогда существует решение x̂ ∈ BSθ0(x0, R) уравнения (3).
В заключительном пункте 2.1.3 параграфа 2.1 получены условия устойчиво-

сти решений к изменениям функций, порождающих рассматриваемое функци-
ональное уравнение.

В параграфе 2.2 рассматривается задача Коши для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения первого порядка, не разрешенного относительно про-
изводной искомой функции. Исследование основано на полученных в главе 1 ре-
зультатах об операторных уравнениях с накрывающими отображениями, дей-
ствующими из метрического пространства в множество, снабженное рассто-
янием. Дифференциальное уравнение сводится к интегральному уравнению
с отображением, действующим из пространства L суммируемых функций в
пространство S измеримых функций. В L вводится метрика ρ = d θ0 (это
пространство обозначаем Lθ0 ), а в S — расстояние d θ и используются утвер-
ждения из пункта 2.1.1 о множествах накрывания и липшицевости оператора
Немыцкого. Параграф разделен на два пункта. В пункте 2.2.1 получена теорема
существования решения задачи Коши. В пункте 2.2.2 исследуется устойчивость
решений задачи Коши к изменениям функции, порождающей дифференциаль-
ное уравнение, и начального условия. Сформулируем эти результаты.

Пусть функция ŷ : R+ → R измерима, функция f : R+× R× R → R изме-
рима по первому аргументу и непрерывна по совокупности второго и третьего
аргументов, A ∈ R. Рассмотрим задачу Коши

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t), t ≥ 0; (4)

x(0) = A. (5)

Решением уравнения (4), определенным на [0, τ ], τ > 0, называем функцию x,
принадлежащую пространству AC([0, τ ],R) абсолютно непрерывных функций
и удовлетворяющую этому уравнению при п.в. t ∈ [0, τ ].

Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R) определим
функции g

[v]
1 , g

[w]
2 : [0, τ ]× R → R соотношениями
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g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(t), x), g

[w]
2 (t, x) = f(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Для произвольного многозначного отображения V : [0, τ ] ⇒ R обозначим че-
рез Sel(V ) и SelAC(V ) множества его измеримых и, соответственно, абсолютно
непрерывных сечений.

Теорема 2.2.1. Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0, τ > 0 такие, что
βτ < α, и функция x0 ∈ AC([0, τ ],R), удовлетворяющая условию (5). Пусть
R := (α− βτ)−1vrai supt∈[0,τ ] θ

(
ŷ(t), f(t, x0(t), ẋ0(t))

)
<∞. Положим

V, V̇ : [0, τ ] ⇒ R, V (t) = BR(x0(t), Rt), V̇ (t) = BR(ẋ0(t), R), t ∈ [0, τ ].

Пусть для любых v ∈ SelAC(V ), w ∈ Sel(V̇ ) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено

∀x ∈ Sel(V̇ ) ∃u∈ R g
[v]
1 (t, u) = ŷ(t), |u− x(t)| ≤ α−1θ

(
ŷ(t), g

[v]
1 (t, x(t))

)
;

∀x ∈ SelAC(V ) ∀u ∈ V (t) g
[w]
2 (t, u) = ŷ(t) ⇒ θ

(
ŷ(t), g

[w]
2 (t, x(t))

)
≤ β

∣∣u− x(t)
∣∣.

Тогда существует определенное на [0, τ ] решение x задачи Коши (4), (5) та-
кое, что ẋ ∈ BLθ0(ẋ0, R).

Сформулируем условия устойчивости решений задачи Коши (4), (5) к ма-
лым изменениям функций f, ŷ и числа A. Пусть при каждом n ∈ N заданы:
функция fn : R+× R × R → R, являющаяся измеримой по первому аргумен-
ту и непрерывной по совокупности второго и третьего аргументов, измеримая
функция ŷn : R+→ R и число An. Рассмотрим уравнение

fn
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷn(t), t ≥ 0, (6)

с начальным условием
x(0) = An. (7)

Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R) определим
функции g

[v]
1n, g

[w]
2n : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1n(t, x) = fn(t, v(t), x), g

[w]
2n (t, x) = fn(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Теорема 2.2.2. Пусть x̂ ∈ AC([0, τ ],R) — решение задачи (4), (5); при
каждом n ∈ N заданы αn > 0, βn ≥ 0 такие, что βnτ < αn. Положим
rn := (αn − βnτ)

−1d
(
ŷn(t), fn

(
t, x̂(t) + An − A, ˙̂x(t)

))
и определим многознач-

ные отображения Vn, V̇n : [0, τ ] ⇒ R соотношениями
Vn(t) = BR

(
x̂(t) + An − A, rnt

)
, V̇n(t) = BR

(
˙̂x(t), rn

)
, t ∈ [0, τ ].

Пусть для любых v ∈ SelAC(Vn), w ∈ Sel(V̇n) при п.в. t∈ [0, τ ] выполнено

∀x ∈ Sel(V̇n) ∃u ∈ R g
[v]
1n(t, u) = ŷn(t), |u− x(t)| ≤ α−1

n θ
(
ŷn(t), g

[v]
1n(t, x(t))

)
;

∀x ∈ SelAC(Vn) ∀u ∈ Vn(t)

g
[w]
2n (t, u)= ŷ(t) ⇒ θ

(
ŷn(t), g

[w]
2n (t, x(t))

)
≤ β

∣∣u− x(t)
∣∣.
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Если при n → ∞ выполнено rn → 0, то при любом n ∈ N задача (6), (7)
разрешима и существует такое ее решение x̂n ∈ AC([0, τ ],R), что имеет
место сходимость ˙̂xn → ˙̂x в пространстве Lθ0([0, τ ],R).

Параграф 2.3 посвящен исследованию интегральных уравнений, не разре-
шенных относительно искомой функции, а также краевых задач для диф-
ференциальных уравнений, не разрешенных относительно производной иско-
мой функции. Используются полученные в главе 1 результаты об абстрактных
уравнениях с отображениями, действующими из метрического пространства
в пространство, на котором задано расстояние, а также утверждения пункта
2.1.1 об операторе Немыцкого в пространствах измеримых функций. Параграф
содержит четыре пункта. В пункте 2.3.1 исследуются множества накрывания
и липшицевости отображений, порождаемых интегральными уравнениями. В
пункте 2.3.2 получены условия существования решений интегральных урав-
нений в пространстве измеримых (не обязательно суммируемых) функций и
найдены оценки таких решений, а в пункте 2.3.3 получены утверждения об
устойчивости решений к изменениям функций, порождающих интегральное
уравнение. Сформулируем основной результат этих исследований.

Обозначим R := R∪{∞}, Rθ
:= (R, θ) и Rθ0

:= (R, θ0). Определим простран-
ство S θ

= (S, d θ) измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R с расстоянием
d θ : S × S → R+, d

θ(z1, z2) = vrai supt∈[0,τ ] θ(z1(t), z2(t)). В случае θ = θ0 это
пространство обозначаем S θ0

= (S, d θ0). Предполагаем, что задана измеримая
функция K : [0, τ ]× [0, τ ] → R такая, что k0 := vrai supt∈[0,τ ]

∫ τ

0 |K(t, s)|ds <∞.

Пусть также заданы ẑ ∈ S и функция f : [0, τ ] × R × R → R, измеримая по
первому аргументу и непрерывная по совокупности второго и третьего аргу-
ментов. Рассмотрим интегральное уравнение

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
= ẑ(t), t ∈ [0, τ ], (8)

с неизвестной функцией x ∈ S. Для произвольного x ∈ S обозначим (Kx)(t) :=∫ τ

0 K(t, s)x(s)ds и определим функции

g[x] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ
, ∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t, u, x(t)),

g[x] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ
, ∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t, (Kx)(t), u).

Теорема 2.3.1. Пусть задана функция x0 ∈ S такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ẑ(t), f(t, v0(t), x0(t))

)
<∞, где v0(t) := (Kx0)(t).

Пусть α>0, σ∈(0, α), R :=σ−1R0, β := k0
−1(α− σ). Определим многознач-

ное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R, ∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [v0(t)− k0R, v0(t) + k0R].
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Пусть при любом x ∈ BSθ0(x0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения(
x(t), ẑ(t)

)
∈ Covα

[
g[x](t, ·);R

]
,

(
(Kx)(t), ẑ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[x](t, ·); Ω(t)

]
.

Тогда в шаре BSθ0(x0, R) существует решение уравнения (8).
В заключительном пункте 2.3.4 результаты об интегральных уравнениях

применяются к исследованию краевых задач для дифференциального урав-
нения, не разрешенного относительно производной. Краевая задача сводится
к интегральному уравнению, что позволяет воспользоваться результатами, по-
лученными в пунктах 2.3.2 и 2.3.3.

Для уравнения (4) рассматривается краевая задача с условием

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A. (9)

Здесь λ,A ∈ R, Λ — ненулевая измеримая существенно ограниченная функ-
ция. Эта краевая задача записывается в виде эквивалентного интегрального
уравнения (8) следующим образом.

В случае λ ̸= 0 сделаем замену (Lx)(t) := ẋ(t) = v(t). Обозначим

f(t, x, v) = f(t,
A

λ
+ x, v),

K(t, s) =

{
1− Λ(s)

λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)
λ при 0 ≤ t < s ≤ τ.

Если же λ = 0, то сделаем замену (Lx)(t) := ẋ(t) − Λ(t)x(t) = v(t) и тогда
обозначим

M(t) = exp
(∫ t

0

Λ(s)ds
)
, ∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ].

f(t, x, v) = f
(
t,
AM(t)

∆(0)
+ x, v +

AΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x

)
,

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ.

В этих обозначениях краевая задача (4),(9) относительно функции v ∈ L эк-
вивалентна интегральному уравнению

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)
= ŷ(t). (10)
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Обозначим k0 =vrai supt∈[0,τ ]
∫ τ

0 |K(t, s)|ds. Для любого v ∈ L([0, τ ],R) по-
ложим (Kv)(t) =

∫ τ

0 K(t, s)v(s)ds и определим функции g[v] : [0, τ ]×Rθ0 → Rθ
,

g[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, u, v(t)), g[v](t,∞) = ∞,

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, (Kv)(t), u).

Из теорему 2.3.1, примененной к интегральному уравнению (10), получены
следующие условия разрешимости краевой задачи (4), (9).

Теорема 2.3.3. Пусть задана функция v0 ∈ L([0, τ ],R) такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷ(t), f(t, u0(t), v0(t))

)
<∞, где u0(t) := (Kv0)(t).

Пусть α > 0, σ ∈ (0, α), R := σ−1R0, β := k0
−1(α−σ). Определим многознач-

ное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R, ∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [u0(t) − k0R, u0(t) + k0R].
Пусть при любом v ∈ BLθ0(v0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения(

v(t), ŷ(t)
)
∈ Covα

[
g[v](t, ·);R

]
,

(
(Kv)(t), ŷ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[v](t, ·); Ω(t)

]
.

Тогда существует решение x задачи (4), (9) такое, что Lx ∈ BLθ0(v0, R).
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посвященной 95-летию со дня рождения академика Н.Н. Красовского. Екате-
ринбург, 2019. C. 67–70.

В работе [11] В. Мерчеле принадлежат результаты пункта 1 (о липшицевых возмущениях накрывающих

отображений в пространствах с расстоянием).

12. Е.С. Жуковский, В. Мерчела. К вопросу о существовании точки совпаде-
ния двух отображений // Современные методы теории краевых задач. Мате-
риалы Международной конференции Воронежская весенняя математическая
школа Понтрягинские чтения – XXX. Воронеж, 2019. С. 134.

В работе [12] В. Мерчеле принадлежит теорема (о точках совпадения отображений метрического про-

странства в пространство с расстоянием).
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