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Актуальность темы. Задача исследования инвариантности множеств
относительно различных управляемых систем и дифференциальных вклю-
чений является одной из важнейших задач математической теории управ-
ления и теории дифференциальных игр. Данной тематике посвящены ра-
боты Н.Н. Красовского, А.Б. Куржанского, Ж.П. Обена, А.И. Субботина,
Е.Л. Тонкова, В.Н. Ушакова, Т.Ф. Филипповой, Ф. Хартмана и многих
других авторов.

Первый результат в этой области опубликован М. Нагумо1 в 1942 году,
которым было изучено свойство слабой инвариантности заданного множе-
ства относительно дифференциального уравнения. Эти исследования про-
должил Ф. Хартман 2, сформулировав необходимые и достаточные усло-
вия слабой инвариантности для системы дифференциальных уравнений.
Большое внимание изучению вопросов инвариантности и «выживаемости»
(как называют в иностранной литературе слабую инвариантность) уделял
Ж.П. Обен 3, который получил условия выживаемости множества K ⊂ Rn
относительно управляемой системы

ẋ = f(x, u), u ∈ U(x)

в предположении, что для каждого x ∈ Rn множество f(x, U(x)) выпукло и
компактно. Ж.П. Обен называет множествоK выживающим относительно
данной системы, если для любой начальной точки x0 ∈ K существует хотя
бы одно решение x(t) этой системы, начинающееся в x0 и выживаемое в
том смысле, что x(t) ∈ K для всех t > 0.

Е.Л. Тонков и Е.А. Панасенко4 сформулировали условия, при которых
заданное множество обладает свойствами положительной инвариантности,
инвариантности, устойчивой или асимптотически устойчивой инвариантно-
сти относительно нестационарного дифференциального включения. Нали-
чие инвариантного множества позволяет им рассматривать сужение вклю-
чения на это множество и исследовать в нем различные экстремальные
движения. А.Б. Куржанским 5 получено аналитическое описание множе-

1Nagumo M. Über die Laga der integralkurven gewöhnlicher differential Gleichungen //
Proc. Phys. Math. Japan. 1942. Vol. 24. P. 399–414.

2Hartman P. On invariant sets and on a theorem of Wazewski // Proc. Amer. Math. Soc.
1972. Vol. 32. P. 511–520.

3Aubin J.P. Viability Theory. Boston, Birkhäuser. 1991. 543 p.
4Панасенко Е.А., Тонков Е.Л. Инвариантные и устойчиво инвариантные множества

дифференциальных включений // Труды Математического института им. В.А. Стекло-
ва. 2008. Т. 262. C. 202–221.

5Куржанский А.Б. Об аналитическом описании множества выживающих траекторий
дифференциальной системы // Успехи математических наук. 1985. Т. 40. Вып. 4(244).
C. 183–184.
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ства, которое является замыканием множества выживающих траекторий
дифференциального включения; также он исследовал структуру слабо ин-
вариантных множеств гибридных систем6, движение которых осуществля-
ется путем мгновенного переключения с одной из «стандартных систем» на
другую.

Отметим, что свойство слабой инвариантности находится в тесной связи
с весьма важными задачами о сближении управляемой системы с компакт-
ным целевым множеством, исследуемыми Н.Н. Красовским, А.И. Суббо-
тиным, В.Н. Ушаковым и многими другими авторами. При решении этих
задач возникает вопрос о том, в какой степени заданное множество не явля-
ется инвариантным относительно дифференциального включения, порож-
денного управляемой системой (см. работы В.Н. Ушакова7 и его учеников).
Один из возможных подходов к решению этого вопроса состоит в приме-
нении инфинитезимального представления свойства инвариантности и вы-
числения дефекта инвариантности, который оценивает степень несогласо-
ванности множества и динамики системы с точки зрения понятия инвари-
антности.

В работах Л.И. Родиной и Е.Л. Тонкова8 также исследуются множества,
не являющиеся инвариантными в «классическом» смысле; для таких мно-
жеств вводится естественное расширение понятия инвариантности, которое
названо статистической инвариантностью. Пусть D(t,X) — множество до-
стижимости управляемой системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [0,+∞)× Rn × Rm (1)

в момент времени t из начального множества X. Множество

M =
{

(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)
}

6Куржанский А.Б., Точилин П.А. Слабо инвариантные множества гибридных систем
// Дифференциальные уравнения. 2008. Т. 44. № 11. С. 1523-1533.

7Ушаков В.Н., Зимовец А.А. Дефект инвариантности множеств относительно диффе-
ренциального включения // Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика.
Компьютерные науки. 2011. Вып. 2. С. 98–111.

Ушаков В.Н., Котельникова А.Н., Малёв А.Г. Об оценке дефекта слабой инвариантно-
сти множеств с кусочно-гладкой границей // Труды Института математики и механики
УрО РАН. 2013. Т. 19. № 4. С. 250–266.

8Родина Л.И., Тонков Е.Л. Статистические характеристики множества достижимости
управляемой системы, неблуждаемость и минимальный центр притяжения // Нелиней-
ная динамика. 2009. Т. 5. № 2. С. 265–288.

Родина Л.И., Тонков Е.Л. Статистически слабо инвариантные множества управляемых
систем // Вестник Удмуртского университета. Математика. Механика. Компьютерные
науки. 2011. Вып. 1. С. 67–86.
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называется статистически инвариантным относительно системы (1), ес-
ли относительная частота пребывания множества достижимости D(t,X) в
множествеM равна единице. Свойство статистической инвариантности свя-
зано с исследованием введенных в этих работах статистических характери-
стик, таких как верхняя и нижняя относительные частоты поглощения
множества достижимости D(t,X) системы (1) множеством M :

freq∗(D,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

,

freq∗(D,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

,

(2)

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если freq∗(D,M) = freq∗(D,M),
то общий предел

freq(D,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

(3)

называется относительной частотой поглощения множества достижи-
мости системы (1) множеством M.

В данной работе исследуются свойства характеристик, одна из кото-
рых — относительная частота поглощения множества D(t,X) множе-
ством M на отрезке [τ, τ+ϑ] равна отношению меры Лебега тех t из отрезка
[τ, τ + ϑ], при которых D(t,X) ⊆M(t), к длине данного отрезка:

freq[τ,τ+ϑ](D,M)
.
=

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)

}
ϑ

. (4)

Вторая характеристика —

freqϑ(D,M)
.
= inf
τ> 0

mes {t ∈ [τ, τ + ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ

(5)

отображает свойство равномерности пребывания множества достижимости
управляемой системы (1) в множестве M на отрезке заданной длины ϑ > 0.
Доказаны утверждения, позволяющие оценивать и вычислять данные ха-
рактеристики; получены теоремы сравнения, сформулированные в терми-
нах функций А.М. Ляпунова и производной Ф. Кларка.

Другой задачей, которая изучается в работе, является задача исследо-
вания свойства статистической инвариантности, статистических характери-
стик (2), (3) и характеристик (4), (5) для управляемых систем со случай-
ными параметрами

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × Rm, (6)
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правая часть которых параметризована с помощью метрической динами-
ческой системы (Σ,A, ν, ht). В отличие от детерминированных систем, для
систем со случайными параметрами часто возникает ситуация, когда мно-
жество достижимости системы находится в заданном множестве M(σ) с
относительной частотой, равной единице, причем это происходит не для
всех, а для почти всех σ из некоторого множества Σ∗ ⊂ Σ, вероятностная
мера которого ν(Σ∗) = µ, µ ∈ (0, 1]. Поэтому для таких систем рассматри-
вается свойство статистической инвариантности, выполненное с заданной
вероятностью.

Цель работы. Целью диссертации является исследование характери-
стик (4), (5) управляемой системы (1), а также изучение статистически ин-
вариантных множеств и оценка характеристик (3), (4), (5) для управляемой
системы со случайными параметрами (6).

Методы исследований. Работа опирается на методы качественной
теории дифференциальных уравнений, математической теории управления,
теории случайных процессов и теории динамических систем.

Научная новизна. Все полученные в работе результаты являются но-
выми. Основные результаты состоят в следующем:

1) исследованы основные свойства характеристик (4), (5), доказаны тео-
ремы сравнения для этих характеристик, сформулированные в терминах
функций А.М. Ляпунова и производной Ф. Кларка;

2) получены оценки характеристик (4), (5) для различных многозначных
функций t 7→ D(t,X), t 7→ M(t) и приведены условия, при которых можно
найти их значения;

3) для системы со случайными параметрами (6) получены оценки харак-
теристик (3), (4), (5), выполненные с вероятностью единица и исследовано
свойство статистической инвариантности множества

M(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(htσ)},

выполненное с заданной вероятностью;
4) получены оценки, выполненные с вероятностью единица, для характе-

ристик множества достижимости управляемой системы с переключениями.
Данную систему можно отождествить со стационарным случайным процес-
сом, множество состояний которого конечно; для него заданы начальное ве-
роятностное распределение и вероятности нахождения в каждом состоянии;
длины промежутков между моментами переключения системы с одного со-
стояния на другое являются случайными величинами с заданной функцией
распределения.
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Теоретическая и практическая ценность. Работа имеет теоретиче-
ский характер. Все основные утверждения в ней сформулированы в виде
теорем и сопровождаются строгими доказательствами. Результаты работы
и примененные методы могут быть использованы при проведении иссле-
дований по математической теории управления в Институте математики и
механики УрО РАН, в Институте динамики систем и теории управления СО
РАН, в Московском, Владимирском, Воронежском, Пермском, Удмуртском
и Ярославском государственных университетах, а также при чтении специ-
альных курсов для студентов и магистров математических и естественно-
научных специальностей Удмуртского госуниверситета.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на многочис-
ленных научных семинарах и международных конференциях, среди кото-
рых:

1) XVI международная конференция «Моделирование и исследование
устойчивости динамических систем» (Киев, 2013);

2) международная конференция по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам (Суздаль, 2014);

3) международная конференция «Воронежская зимняя математическая
школа С.Г. Крейна ВЗМШ-2014» (Воронеж, 2014);

4) XVI международная научная конференция по дифференциальным
уравнениям «Еругинские чтения–2014» (Минск, 2014);

5) международная научная конференция «Краевые задачи для диффе-
ренциальных уравнений и аналитических функций–2014» (Казань, 2014);

6) международная школа молодых ученых «Моделирование и управле-
ние сложными системами» MCCS 2015 (Суздаль, 2015);

7) всероссийская конференция с международным участием «Теория
управления и математическое моделирование», посвященная памяти про-
фессора Н.В. Азбелева и профессора Е.Л. Тонкова (Ижевск, 2015);

8) семинар «Нелинейная динамика и синергетика» (ЯрГУ, Ярославль,
2016);

9) Ижевский городской семинар по дифференциальным уравнениям и
теории управления (УдГУ, Ижевск, 2012–2016).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в
11 печатных изданиях [1–11]. Статьи [1–3] опубликованы в журналах, реко-
мендованных ВАК РФ для публикации основных результатов кандидатской
диссертации.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех
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глав, 9 параграфов (нумерация параграфов сквозная), заключения и списка
литературы. Полный объем диссертации 100 страниц текста с 10 рисунками.
Список литературы содержит 68 наименований, включая работы автора.

Краткое изложение содержания работы

Во введении обоснована актуальность темы исследования, дается об-
щая характеристика рассматриваемого в диссертации круга вопросов, при-
веден краткий обзор работ предшественников по данной проблеме, опреде-
лена цель работы и сформулированы основные полученные результаты.

В первой главе исследуются характеристики (4), (5) для управляемой
системы (1). Предполагаем, что функция f(t, x, u) непрерывна, управление
u содержится в компактном множестве U(t, x) ⊂ Rm и функция U(t, x)
полунепрерывна сверху в метрике Хаусдорфа при всех (t, x) ∈ [0,+∞)×Rn.
Рассматривается множество

M
.
=
{

(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(t)
}
,

заданное функцией t 7→M(t), непрерывной в метрике Хаусдорфа; полагаем,
что для каждого t ∈ [0,+∞) множество M(t) непусто и компактно.

В первом параграфе приведены основные определения и свойства ха-
рактеристик (4), (5). Доказано следующее утверждение.

Т е о р ем а 1 ([1], [9]). Имеют место следующие свойства:
1) для любого ϑ > 0 выполнено неравенство freqϑ(D,M) 6 freq∗(D,M);
2) если функции t 7→ D(t,X) и t 7→ M(t) периодические с периодом

T > 0, то предел freq(D,M) существует и

freqT (D,M) = freq(D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
;

3) если функция t 7→ M(t) периодическая с периодом T > 0 и для всех
t > 0 имеет место включение D(t+ T,X) ⊆ D(t,X), то

freqT (D,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D(t,X) ⊆M(t)}

T
.

Во втором параграфе доказаны теоремы сравнения для характеристик
(4), (5). Приведем необходимые определения.

Обозначим через Mr(t) замкнутую r-окрестность множества M(t), че-
рез Nr(t) = Mr(t)\M(t) обозначим внешнюю r-окрестность границы мно-
жества M(t). Построим множество

Nr .
=
{

(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈ Nr(t)
}
.
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Скалярная функция V (t, x) переменных (t, x) ∈ R×Rn называется функ-
цией Ляпунова относительно множества M, если она удовлетворяет локаль-
ному условию Липшица по переменным (t, x) и следующим условиям:

1) V (t, x) 6 0 для всех (t, x) ∈M;
2) V (t, x) > 0 для некоторого r > 0 для всех (t, x) ∈ Nr.
Управляемой системе (1) поставим в соответствие дифференциальное

включение
ẋ ∈ F (t, x), (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn, (7)

где для каждой фиксированной точки (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn множество
F (t, x) состоит из всех предельных значений функции f(ti, xi, U(ti, xi)) при
(ti, xi) → (t, x). Предполагаем, что множество F (t, x) непусто, ограниче-
но, замкнуто и выпукло. Обозначим через V omin(t, x) и V omax(t, x) нижнюю
и верхнюю производные9 функции V в силу дифференциального включе-
ния (7).

Рассмотрим скалярную задачу Коши

ż = w(t, z), z(0) = z0, (8)

где z0 > 0, функция w(t, z) непрерывна и для каждого t ∈ [0,+∞) выпол-
нено неравенство

lim
|z|→∞

|w(t, z)|
|z|

<∞.

Пусть z∗(t) — верхнее решение задачи (8). Определим характеристики

freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0])

.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

,

freqϑ(z∗, (−∞, 0])
.
= inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 0}
ϑ

.

Те о р ем а 2 ([1]). Пусть для каждой точки x ∈ M(0) все решения
ϕ(t, x) включения (7), удовлетворяющие начальному условию ϕ(0, x) = x,
продолжаемы на полуось R+. Предположим, что существуют функции
V (t, x) и w(t, z) такие, что функция V (t, x) является функцией Ляпуно-
ва относительно множества M и при всех (t, x) ∈ [0,+∞)× Rn выпол-
нено неравенство V omax(t, x) 6 w

(
t, V (t, x)

)
. Тогда для любого множества

X ⊆M(0) имеют место неравенства

freq[τ,τ+ϑ](D,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(D,M) > freqϑ(z∗, (−∞, 0]).

9Кларк Ф. Оптимизация и негладкий анализ. М.: Наука, 1988. 300 с.
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Аналогично характеристикам (4), (5), определим относительную ча-
стоту нахождения графика непрерывной функции ϕ : R 7→ Rn в множе-
стве M на отрезке [τ, τ + ϑ] :

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M)
.
=

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

и для любого заданного ϑ > 0 характеристику

freqϑ(ϕ,M)
.
= inf
τ> 0

mes{t ∈ [τ, τ + ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ

,

которая отображает свойство равномерности нахождения графика функции
ϕ(t) в множестве M.

Те о р ем а 3 ([9]). Пусть для каждой точки x ∈ M(0) все решения
ϕ(t, x) включения (7), удовлетворяющие начальному условию ϕ(0, x) = x,
продолжаемы на полуось R+. Предположим, что существуют функции
V (t, x) и w(t, z) такие, что функция V (t, x) является функцией Ляпунова
относительно множества M и при всех (t, x) ∈ [0,+∞) × Rn выполнено
неравенство

V omin(t, x) 6 w
(
t, V (t, x)

)
.

Тогда для любого x ∈ M(0) существует решение ϕ(t, x) включения (7),
удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x такое, что

freq[τ,τ+ϑ](ϕ,M) > freq[τ,τ+ϑ](z
∗, (−∞, 0]),

freqϑ(ϕ,M) > freqϑ(z∗, (−∞, 0]).

В третьем параграфе рассматривается множество M, заданное непре-
рывной многозначной функцией t 7→ M(t) и функции t 7→ D(t), t 7→ D̃(t),
также непрерывные в метрике Хаусдорфа. Предполагаем, что для каждого
t ∈ [0,+∞) множества M(t), D(t) и D̃(t) непустые, компактные и функции
M(t), D̃(t) периодические с периодом T > 0. В следующей теореме получе-
на оценка характеристики freqT (D,M) и приведены условия, при которых
можно найти ее значение.

Т е о р ем а 4 ([1], [9]). Предположим, что функции M(t), D̃(t) периоди-
ческие с периодом T > 0 и lim

t→+∞
dist

(
D(t), D̃(t)

)
= 0. Тогда имеют место

следующие свойства:

1) freqT (D,M) 6 freqT (D̃,M) =
mes{t ∈ [0, T ] : D̃(t) ⊆M(t)}

T
;
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2) если D(t) ⊆ D̃(t) для всех t > 0, то freqT (D,M) = freqT (D̃,M) .

В четвертом параграфе приведены примеры вычисления и оценки ха-
рактеристик

freqϑ(z∗, (−∞, c]) .
= inf
τ> 0

mes
{
t ∈ [τ, τ + ϑ] : z∗(t) 6 c

}
ϑ

,

freq(z∗, (−∞, c]) .
= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [0, ϑ] : z∗(t) 6 c

}
ϑ

,

возникающих в различных прикладных задачах. Здесь z∗(t) — верхнее ре-
шение задачи Коши (8), которое в зависимости от характера процесса может
являться энергией частицы, концентрацией реагирующих веществ, разме-
ром популяции, величиной производства или ценой на продукцию.

В частности, пусть z(t) — решение линейной задачи Коши

ż = a(t)z + b(t), z(0) = z0, (9)

где функции a(t), b(t) непрерывные и периодические с периодом T > 0.
Через z̃(t) обозначим T -периодическое решение линейного уравнения

ż = a(t)z + b(t),

в предположении, что оно существует, то есть, что
∫ T

0

a(t)dt 6= 0. Пусть

c0 =

(
exp
(
−
∫ T

0

a(τ)dτ
)
− 1

)−1∫ T

0

b(s) exp
(
−
∫ s

0

a(τ)dτ
)
ds.

Лемма 1 ([1]). Если
∫ T

0

a(τ)dτ <0, то выполнены следующие свойства:

1) если z0 6 c0, то freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z̃(t) 6 c}

T
;

2) если z0 > c0, то

freqT (z, (−∞, c]) =
mes{t ∈ [0, T ] : z(t) 6 c}

T
.

Равенства для вычисления характеристики freqT (z, (−∞, c]) получены

также в случае, когда
∫ T

0

a(τ)dτ > 0.

11



Во второй главе исследуются статистически инвариантные множества
и статистические характеристики управляемой системы (6), порожденной
метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht) и функциями f и U. В пя-
том параграфе приведены определения и доказана теорема сравнения для
статистических характеристик системы (6).

Пусть D(t, σ,X) — множество достижимости управляемой системы (6)
в момент времени t при фиксированном σ ∈ Σ из начального множества X.
Рассмотрим множество

M(σ) = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rn : x ∈M(htσ)},

где функция t 7→ M(htσ) непрерывна в метрике Хаусдорфа. Относитель-
ной частотой поглощения множества достижимости D(t, σ,X) системы (6)
множеством M(σ) называется характеристика

freq(σ,DX ,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

. (10)

Если предел (10) не существует, то характеристики

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

,

freq∗(σ,DX ,M)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆M(htσ)}
ϑ

(11)

называются соответственно, верхней и нижней относительными часто-
тами поглощения множества достижимости D(t, σ,X) системы (6) множе-
ством M(σ). Множество M(σ) называется статистически инвариантным
относительно управляемой системы (6), если выполнено равенство

freq
(
σ,DM(σ),M

)
= 1.

В теореме 5.1 диссертации получены оценки снизу характеристик (11)
и условия статистической инвариантности множества M(σ) относительно
управляемой системы (6).

Основной результат второй главы получен в шестом параграфе — это
оценки статистических характеристик управляемой линейной системы

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× Rn × U, (12)

параметризованной метрической динамической системой (Σ,A, ν, ht). Си-
стему (12) можно отождествить со стационарным в узком смысле случай-
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ным процессом ξ(htσ)
.
=
(
A(htσ), B(htσ)

)
. Для этого процесса длины проме-

жутков θ1, θ2, . . . между моментами переключения τ1, τ2, . . . с одного состо-
яния на другое являются независимыми случайными величинами с функ-
цией распределения F (t) и математическим ожиданием mθ. Множество со-
стояний Ψ = {ψ1, . . . , ψ`} процесса конечно; для него заданы начальное
вероятностное распределение и вероятности перехода с одного состояния
на другое, то есть определена цепь Маркова ζ, относительно которой будем
предполагать, что она неприводима и положительно возвратна. Предпола-
гаем, что функция распределения F (t) удовлетворяет следующим условиям:

1) F (t) = 0 при t 6 0, mθ
.
=

∫ ∞
0

tdF (t) < +∞;

2) существуют такие постоянные a > 0, C > 0 и δ > 0, что F (t) 6 C ta

при t ∈ (0, δ).
Тогда найдется множество Σ0 ⊆ Σ такое, что ν(Σ0) = 1 и для любого σ ∈ Σ0

моменты переключения τ1, τ2, . . . случайного процесса ξ(htσ) изолированы
и число этих моментов бесконечно10.

Пусть задано компактное множествоM ⊂ Rn. Обозначим через Di(t,X)
множество достижимости стационарной линейной системы ψi = (Ai, Bi),
i = 1, . . . , ` в момент времени t из начального множества X, также введем
обозначения

αi = αi(X,M) = min
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M при t > τ

}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ при t > τ

}
, i = 1, . . . , `.

Если какого-либо из этих моментов времени не существует, положим αi =∞
или βi =∞. Обозначим через (π1, . . . , π`) стационарное распределение цепи
Маркова ζ.

Те о р ем а 5 ([3]). Пусть цепь Маркова ζ неприводима и положительно
возвратна; M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно
инвариантно относительно системы (12). Тогда для почти всех σ ∈ Σ
справедливы следующие оценки:

freq∗(σ,DM ,M) >
1

mθ

∑
{i:αi<∞}

πi

(∫ ∞
αi

tdF (t)− αi
(
1− F (αi)

))
,

10Родина Л.И. Инвариантные и статистически слабо инвариантные множества управ-
ляемых систем // Известия Института математики и информатики УдГУ. Ижевск. 2012.
Вып. 2 (40). С. 3–164.
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freq∗(σ,DM ,M) 6 1− 1

mθ

∑
{i: βi<∞}

πi

(∫ ∞
βi

tdF (t)− βi
(
1− F (βi)

))
.

В третьей главе получены оценки характеристик, которые отражают
свойство равномерности пребывания множества достижимости управляе-
мой системы со случайными параметрами (6) в множестве M(σ) на отрезке
заданной длины. Это характеристики freq[τ,τ+ϑ](σ,D,M) и freqϑ(σ,D,M),
которые отличаются от характеристик (4), (5), введенных в первой главе
тем, что каждая из них зависит также от случайного параметра σ ∈ Σ. По-
лучены оценки данных характеристик, выраженные в терминах функций
Ляпунова, производной в силу дифференциального включения и динами-
ческой системы сдвигов.

В девятом параграфе получены оценки характеристики freqϑ(σ,D,M)
для управляемой системы (6).

Т е о р ем а 6 ([4]). Пусть θk = d для всех k = 1, 2, . . . ,

αmax
.
= max(α1, . . . , α`) < d.

Если M ⊆ X и множество {(t, x) : t > 0, x ∈ X} положительно ин-
вариантно относительно системы (6), то для любого m = 0, 1, 2, . . . с
вероятностью единица справедливы следующие оценки:

1) если ϑ ∈ [md,md+ αmax), то

freqϑ(σ,D,M) >
m(d− αmax)

ϑ
>
m(d− αmax)

md+ αmax
;

2) если ϑ ∈ [md+ αmax, (m+ 1)d), то

freqϑ(σ,D,M) >
ϑ− (m+ 1)αmax

ϑ
>
m(d− αmax)

(m+ 1)d
.

Получены также оценки сверху для характеристики freqϑ(σ,D,M), вы-
полненные с вероятностью единица.

Приведены примеры применения большинства из полученных резуль-
татов. Утверждения первой главы доказываются методами теории диффе-
ренциальных уравнений и математического анализа. Во второй и третьей
главах используются методы теории дифференциальных уравнений, теории
вероятностей и теории случайных процессов.

Заключение диссертации подводит итог проделанной работы.
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