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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

R = R ∪ {∞} ;

R+ = [0,+∞) ;

R+ = [0,+∞] ;

X = (X, ρ) — метрическое пространство;

ρ : X2 → R+ — метрика в X ;

BX(u, r) =
{
x ∈ X : ρ(u, x) ≤ r

}
— замкнутый шар с центром в точке

u ∈ X радиуса r > 0 в метрическом пространстве X ;

Y = (Y, d) — пространство с расстоянием d : Y 2 → R+ ;

d : Y 2 → R+ — расстояние в Y, т. е. d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2 ;

µ — мера Лебега на прямой R ;

S = S([0, τ ],R) — множество измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R ;

θ : R× R → R+ — суперпозиционно измеримая функция такая, что:

(A) при любом z ∈ R функция θ(·, z) непрерывна в точке z, θ(z, z) = 0

и ∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ ;

θ0 : R× R → R+, θ0(z1, z2) = |z1 − z2| ;

Sθ = (S, dθ) — пространство измеримых функций [0, τ ] → R с расстоянием

d θ(υ, z) = vrai supt∈[0,τ ] θ(υ(t), z(t)) ;

L = L([0, τ ],R) — множество суммируемых функций [0, τ ] → R ;

Lθ = (L([0, τ ],R), dθ) — подпространство пространства Sθ ;

L∞ = L∞([0, τ ],R) — множество существенно ограниченных функций

[0, τ ] → R ;

AC = AC([0, τ ],R) — множество абсолютно непрерывных функций

x : [0, τ ]→R, т. е. ẋ ∈ L ;

S = S([0, τ ],R) — множество измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R .

4



ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы исследования. Изучение дифференциальных

уравнений, не разрешенных относительно производной, актуально и для

теории дифференциальных уравнений, и для смежных разделов математи-

ки, и для многочисленных приложений (см. [2, 11, 33, 34, 36, 39]). Такие

уравнения используют в моделировании процессов, адекватное описание

которых должно учитывать зависимость их характеристик от скорости из-

менения состояния объектов. Подобные процессы характерны для неголо-

номных механических систем [56], электрических колебательных контуров

[20, с. 145, 148.], электромагнитных волн в холодной анизотропной плазме

[69], установления термодинамического равновесия (релаксации) [16] и др.

Теория динамических систем, описываемых дифференциальными урав-

нениями, не разрешенными относительно производной, восходит к А. Пуан-

каре (см. [71]). Современная качественная теория таких уравнений и теория

особенностей разработаны в работах В.И. Арнольда (см. [21, 22]), А.А. Да-

выдова (см. [10, 37, 38, 40]), Л. Дара (см. [9]), А. О. Ремизова (см. [73, 74])

и др. авторов.

Исследование дифференциальных уравнений, не разрешенных относи-

тельно производной, встречает дополнительные трудности, если порожда-

ющая уравнение функция не является гладкой или непрерывной, а напри-

мер, удовлетворяет условиям Каратеодори. Методы качественной теории

и многие классические методы анализа оказываются неэффективными. В

частности, в исследованиях вопросов существования, зависимости от пара-

метров, устойчивости решений задачи Коши и краевых задач для уравне-

ний, разрешенных относительно производной, широко исследуются теоре-
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мы о неподвижных точках операторов (некоторые современные результаты

таких исследований см., например, [1, 13, 14, 15, 29, 30, 60, 68]). Однако,

для неявных уравнений применение результатов о неподвижных точках за-

труднено, а во многих случаях и невозможно. В теории дифференциальных

уравнений, не разрешенных относительно производной, роль, аналогичную

роли теорем о неподвижных точках, могут играть утверждения об урав-

нениях с накрывающими (регулярными) отображениями в метрических и

обобщенно метрических пространствах (в том числе, уравнениях, опреде-

ляющих точки совпадения отображений). Диссертация посвящена следую-

щим актуальным теоретическим задачам: получению результатов об урав-

нениях с накрывающими отображениями в пространствах с обобщенными

метриками; разработке на их основе методов исследования дифференци-

альных уравнений, не разрешенных относительно производной; примене-

нию разрабатываемых методов к исследованию задачи Коши и краевых

задач.

Степень разработанности темы исследования. Теории накры-

вающих (регулярных) отображений нормированных и метрических про-

странств, ее приложениям к экстремальным задачам посвящены работы

Е.Р. Авакова, А.В. Арутюнова, Б.Д. Гельмана, А.В. Дмитрука, А.Д. Иоф-

фе, Е.С. Жуковского, С.Е. Жуковского, А.А. Милютина, Б.С. Мордухови-

ча, Н.П. Осмоловского, В.М. Тихомирова, А. Удерзо и других авторов.

В первой половине XX века Л.А. Люстерником в [61] и несколько поз-

же Л.М. Грейвсом в [12] получены утверждения о накрывающих отобра-

жениях банаховых пространств. В 80-е годы для отображений, действую-

щих из метрического пространства в линейное метрическое пространство,

А.А. Милютиным доказана теорема об устойчивости свойства накрывания
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к липшицевым возмущениям (см. [42]). Новые возможности приложений

накрывающих отображений в анализе открыла теорема А.В. Арутюнова

(см. [23]) о точке совпадения двух отображений — накрывающего и липши-

цева, действующих из одного метрического пространства в другое. Распро-

странению и приложениям этого результата посвящены многие работы (см.

[7, 17, 57, 58, 78, 79] и библиографию этих работ). Локальный вариант этой

теоремы получен в [3]; условия устойчивости точек совпадения к малым

изменениям отображений исследованы в [4, 24]. В работе [18] получены

утверждения о нелинейных липшицевых возмущениях накрывающих отоб-

ражений метрических пространств. Уточнения теоремы о возмущениях, ее

распространения на более широкий класс отображений, условия устойчи-

вости решений операторных уравнений с накрывающими отображениями

в метрических пространствах к малым изменениям этих отображений по-

лучены в [6, 28].

Исследованию неявных дифференциальных уравнений методами, осно-

ванными на результатах о накрывающих отображениях метрических про-

странств, посвящены работы Е.Р. Авакова, А.В. Арутюнова, Е.С. Жу-

ковского, С.Е. Жуковского, Е.А. Плужниковой, В.С. Трещева, V.A. de

Oliveira, F.L. Pereira. Первые результаты в этом направлении — условия

разрешимости задачи Коши получены в [18]. Утверждения об устойчиво-

сти решений к малым изменениям входящих в уравнение функций доказа-

ны в [6, 28]. В работе [55] получены условия существования, непрерывной

зависимости от параметров, оценки решений задачи Коши. В [51, 52] рас-

смотрены вопросы разрешимости краевых задач. Исследование неявных

дифференциальных включений и задач управления для неявных диффе-

ренциальных уравнений начато в [8, 53, 54]. В этих работах краевые за-
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дачи и задачи управления сводятся к уравнениям и включениям с отоб-

ражениями в произведениях метрических пространств. Эти произведения

пространств наделяются векторной метрикой, принимающей значения в

Rn
+, и используются результаты о накрывающих отображениях векторно

метрических пространств.

В связи с исследованиями кратных неподвижных точек и кратных

точек совпадения, систем различных функциональных уравнений, крае-

вых задач и задач управления для дифференциальных уравнений, неко-

торых других теоретических и прикладных задач возникла потребность

в распространении результатов о накрывающих отображениях не толь-

ко на векторно метрические пространства, но и на пространства с дру-

гими «ослабленными метриками» и, в частности, с расстоянием, удовле-

творяющим лишь аксиоме тождества. В [44, 47] определен аналог свой-

ства накрывания для отображений, действующих в пространствах с вектор-

нозначными метриками, и для таких отображений получены утверждения

о липшицевых возмущениях. В [27] доказана теорема о точках совпаде-

ния отображений в (q1, q2) -квазиметрических пространствах. Распростра-

нению утверждений о неподвижных точках и точках совпадений на отоб-

ражения f -квазиметрических пространств посвящены работы [45, 76, 77].

Отметим, что кроме работ автора диссертации в литературе не рассматри-

валась задача о возмущениях накрывающих отображений, действующих

из метрического пространства в пространство с расстоянием, удовлетворя-

ющим лишь аксиоме тождества.

В диссертации предлагаются новые результаты об уравнениях с накры-

вающими отображениями, действующими из метрического пространства в

пространство с расстоянием, удовлетворяющим аксиоме тождества, распро-
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страняющие теорему Арутюнова [23] и результаты Е.Р. Авакова, А.В. Ару-

тюнова, Б.Д. Гельмана, Е.С. Жуковского, С.Е. Жуковского [3, 6, 24, 28]. На

основании этих результатов разрабатываются методы исследования диффе-

ренциальных уравнений, не разрешенных относительно производной, а так-

же интегральных уравнений. Получены условия существования и оценки

решений задачи Коши и краевых задач для дифференциальных уравнений,

не разрешенных относительно производной.

Цели и задачи. Основной целью работы является разработка аппара-

та исследования дифференциальных уравнений, не разрешенных относи-

тельно производной, основанного на результатах о накрывающих отобра-

жениях; изучение на этой основе свойств решений задачи Коши и краевых

задач. Основными задачами работы являются:

– получение теорем о решениях уравнений с отображениями, действу-

ющими из метрического пространства в пространство с расстоянием, в том

числе, о точках совпадения таких отображений;

– исследование свойств накрывания конкретных отображений про-

странств измеримых функций, возникающих при исследовании дифферен-

циальных и интегральных уравнений;

– исследование интегральных уравнений в пространствах измеримых

функций, получение условий существования решений, их оценок, их устой-

чивости к малым изменениям уравнений;

– исследование задачи Коши и краевых задач для дифференциальных

уравнений, не разрешенных относительно производной искомой функции,

получение условий существования решений, их оценок, их устойчивости к

малым изменениям уравнений, начальных и краевых условий.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются новы-
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ми и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа но-

сит теоретический характер. Результаты значимы для общей теории обык-

новенных дифференциальных уравнений и ее приложений, теории инте-

гральных уравнений, а также для смежных разделов анализа.

Методология и методы исследования. При исследовании урав-

нений с отображениями, действующими из метрического пространства в

пространство с расстоянием, в том числе, уравнения, определяющего точ-

ки совпадения отображений, учитываются топологические свойства про-

странств с расстоянием и используются итерационные методы доказатель-

ства существования решений уравнений. Для исследования задачи о непре-

рывной зависимости от параметров решений операторных уравнений ис-

пользуются результаты о полунепрерывных многозначных отображениях

(см. [26, § 2.3], [35, § 1.2]). При исследовании свойств накрывания конкрет-

ных отображений в диссертации предлагается определение расстояния в

пространстве измеримых функций, используются стандартные методы тео-

рии функций и методы многозначного анализа; в частности, для установ-

ления связи свойств накрывания оператора Немыцкого и порождающей

его функции используется лемма Филиппова об измеримом выборе (см.,

например, [35, лемма 1.5.15]). Для исследования задачи Коши и краевых

задач используется редукция (называемая W -подстановкой Азбелева [19,

с. 53]) к интегральному уравнению в пространстве измеримых функций. К

полученному интегральному уравнению применяются доказанные в диссер-

тации утверждения о накрывающих отображениях, действующих из мет-

рического пространства в пространство с расстоянием.

10



Положения, выносимые на защиту.

1. Утверждения о существовании, оценках, устойчивости точек совпа-

дения отображений, действующих из метрического пространства в

пространство с расстоянием; утверждения о существовании, непре-

рывной зависимости от параметра решений уравнения G(x) = y с

отображением G, действующим из метрического пространства в про-

странство с расстоянием и представимом в виде G(x) = F (x, x), где

отображение F является накрывающим по первому аргументу и лип-

шицевым по второму аргументу.

2. Утверждения о накрывающих свойствах оператора Немыцкого, дей-

ствующего в пространствах измеримых функций; утверждения о су-

ществовании, оценках, решений функциональных уравнений в про-

странствах измеримых функций, их устойчивости к изменениям

функций, порождающих уравнение.

3. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений ин-

тегральных уравнений в пространствах измеримых функций.

4. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений за-

дачи Коши для дифференциального уравнения, не разрешенного от-

носительно производной.

5. Утверждения о существовании, оценках и корректности решений кра-

евой задачи для дифференциального уравнения, не разрешенного от-

носительно производной.

Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации

снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих на-
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учных изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих

семинарах и конференциях:

– Тамбовский городской семинар по теории функционально-дифферен-

циальных уравнений и включений, Тамбов, Россия (2019, 2020, 2021).

– Международная научная конференция «Колмогоровские чтения –

VIII. Общие проблемы управления и их приложения (ОПУ-2018)», посвя-

щенная 115-летию со дня рождения А.Н. Колмогорова и 100-летию Там-

бовского государственного университета имени Г.Р. Державина, Тамбов,

Россия (2018).

– International conference on mathematics «An Istanbul Meeting for World

Mathematicians», Istanbul, Turkey (2018).

– Summer school «Identification and Control: some challenges», Monastir,

Tunisia (2019).

– Международная Воронежская весенняя математическая школа «Со-

временные методы теории краевых задач. Понтрягинские чтения - ХХХ»,

Воронеж, Россия (2019).

– Международная конференция «Устойчивость, управление, диффе-

ренциальные игры (SCDG2019)», посвященная 95-летию со дня рождения

академика Н.Н. Красовского, Екатеринбург, Россия (2019).

– International scientific OTHA online workshop on operator theory and

harmonic analysis and their applications, Online, Russia (2020).

– Всероссийская конференция с международным участием «Теория

управления и математическое моделирование (СТММ 2020)», посвящен-

ная памяти профессора Н.В. Азбелева и профессора Е.Л. Тонкова, Ижевск,

Россия (2020).

– International e-Conference on Nonlinear Analysis and its Application
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(ICNAA 2020), Online, India.

– Международная научная конференция «Колмогоровские чтения – IX.

Общие проблемы управления и их приложения (ОПУ-2020)», посвященная

70-летию профессора А.И. Булгакова, Тамбов, Россия (2020).

– III Международный семинар «Теория управления и теория обобщен-

ных решений уравнений Гамильтона-Якоби (CGS’2020)», Екатеринбург,

Россия (2020).

– Научный семинар «Нелинейный анализ и его приложения» кафед-

ры «Функциональный анализ и его приложения» ВлГУ, Владимир, Россия

(2021).

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 12 работах [31,

32, 43, 48–50, 62–67]. Работы [31, 43, 48, 49, 62, 63, 64] опубликованы в

журналах из перечня ВАК, из них три работы [31, 48, 49] — в изданиях,

входящих в системы цитирования Web of Science Core Collection и Scopus,

и три работы [43, 63, 64] — в издании, индексируемом в Web of Science

Russian Science Citation Index.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, двух

глав, содержащих 5 параграфов, заключения, списка обозначений и списка

литературы. Общий объем работы составляет 127 страницы. Список лите-

ратуры содержит 80 наименований.

Приведем основные положения и результаты диссертации (сохраняя ну-

мерацию утверждений и формул из основного текста). Во введении описа-

ны актуальность темы исследования и степень ее разработанности, постав-

лены цели и задачи, аргументирована научная новизна, достоверность, тео-

ретическая и практическая значимость результатов, перечислены использо-
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ванные методы, выносимые на защиту положения, публикации и доклады

по теме диссертации, кратко изложена структура работы.

В главе 1 рассмотрены накрывающие отображения, действующие из

метрического пространства в пространство с расстоянием, удовлетворяю-

щем аксиоме тождества, и получены утверждения об уравнениях с таким

отображениями.

В параграфе 1 предлагаются утверждения, распространяющие теоре-

му Арутюнова [23] и некоторые другие известные утверждения о суще-

ствовании и свойствах точек совпадения (см. [3, 24, 25]) на отображения,

действующие из метрического пространства в множество с расстоянием.

В этом параграфе 4 пункта. В пункте 1.1.1 приведены необходимые све-

дения о пространстве с расстоянием и об отображениях, действующих из

метрического пространства в пространство с расстоянием. Пусть задано

метрическое пространство X = (X, ρ) с метрикой ρ : X2 → R+. Обозна-

чим BX(x0, r) = {x ∈ X| ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром в

точке x0 ∈ X радиуса r ∈ [0,∞]. Далее, пусть задано множество Y ̸= ∅,

на котором определено расстояние — отображение d : Y 2 → R+ такое,

что ∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2 Сходимость при i → ∞ по-

следовательности {yi} ⊂ Y к элементу y ∈ Y определим соотношением

yi → y ⇔ d(y, yi) → 0. Отметим, что предел y последовательности

может быть не единственным, и из d(y, yi) → 0 не следует d(yi, y) → 0.

В пункте 1.1.2 на отображения рассматриваемых пространств перене-

сены следующие определения, известные для отображений метрических

пространств (см. [23]): отображение f : X → Y названо
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α -накрывающим, α > 0, если

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y и ρ(x, x0) ≤
1

α
d
(
f(x), f(x0)

)
;

и β -липшицевым, β ≥ 0, если

∀x, u ∈ X d
(
f(x), f(u)

)
≤ βρ(x, u).

В пункте 1.1.2 также доказано утверждение, распространяющее теорему

Арутюнова [23] о точках совпадения на отображения, действующие из мет-

рического пространства в множество с расстоянием.

В пункте 1.1.3 предлагается распространение этих результатов, исполь-

зующее следующее обобщение понятий накрывания и липшицевости. Пусть

U ⊂ X. Для отображения f : X → Y определим множества:

Covα[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y |

∃u ∈ U f(u) = y, ρ(u, x) ≤ α−1d(y, f(x)), ρ(u, x) <∞
}
;

Lipβ[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)

}
;

первое из которых назовем множеством α -накрывания отображения

f относительно множества U, а второе — множеством β -липши-

цевости этого отображения относительно U. Очевидно, соотношение

Covα[f ;X] = X × Y означает, что отображение f является α -накрываю-

щим, а соотношение Lipβ[f ;X] = X×Y справедливо тогда и только тогда,

когда f липшицево с коэффициентом β.

Теорема 1.1.2. Пусть метрическое пространство X полное и зада-

ны α > β ≥ 0, x0 ∈ X такие, что d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
<∞. Положим

R := (α− β)−1d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
, U := BX(x0, R).
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Предположим, что для любого x ∈ U выполнены включения

(x, ψ(x)) ∈ Lipβ[φ;U ], (x, φ(x)) ∈ Covα[ψ;X];

на шаре U отображение ψ является замкнутым, а φ — непрерывным.

Тогда в шаре U существует точка совпадения отображений ψ, φ.

Также в пункте 1.1.3 получены условия устойчивости точек совпадения

отображений к изменениям этих отображений.

В заключительном пункте 1.1.4 параграфа 1 определены условия по-

лунепрерывной зависимости от параметра множества точек совпадения.

Пусть T — топологическое пространство и пусть заданы отображения

ψ, φ : X × T → Y. Рассмотрим уравнение

ψ(x, t) = φ(x, t),

с параметром t ∈ T относительно неизвестного x ∈ X. Обозначим через

Coin(t) множество решений этого уравнения, т. е. множество точек совпа-

дения отображений ψ(·, t), φ(·, t) : X → Y.

Для каждого x ∈ X определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
φ(x, t), ψ(x, t)

)
.

Зафиксируем t0 ∈ T и рассмотрим условия

(C−) для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то для любого ε > 0 существует

окрестность W (t0) точки t0 такая, что ηx(t) < ε при всех t ∈ W (t0);

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε при всех

t ∈W (t0);
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(Ĉ+) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любых x ∈ X, t ∈W (t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.

Теорема 1.1.4. Пусть метрическое пространство X является пол-

ным, t0 ∈ T, 0 ≤ β < α. Пусть существует такая окрестность V (t0)

точки t0, что при любом t ∈ V (t0) найдется u ∈ X, для которого

d
(
φ(u, t), ψ(u, t)

)
<∞, при всех x∈X, t∈V (t0) выполнены включения

(x, ψ(x, t)) ∈ Lipβ
[
φ(·, t), X

]
, (x, φ(x, t)) ∈ Covα

[
ψ(·, t), X

]
,

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым, а отображение

φ(·, t) : X → Y — непрерывным. Тогда при любом t ∈ V (t0) множество

Coin(t) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, многозначное отображе-

ние Coin: V (t0) ⇒ X, при выполнении условия (C−), является полуне-

прерывным снизу в точке t0, при выполнении условия (Ĉ−) — h -полу-

непрерывным снизу в t0, а при выполнении (Ĉ+) — h -полунепрерывным

сверху в t0.

В параграфе 1.2 рассматривается уравнение G(x) = ŷ относительно

неизвестного x — элемента метрического пространства X. Предполагает-

ся, что действующее из X в Y (Y — это множество, снабженное расстоя-

нием) отображение G представимо в виде отображения двух элементов, по

одному из которых является накрывающим, а по другому — липшицевым.

Для рассматриваемого уравнения в пункте 1.2.1 получены утверждения о

существовании и оценках решений, об устойчивости решений к изменениям

отображения G и правой части y ∈ Y. Сформулируем эти теоремы. Пусть

заданы отображение F : X ×X → Y, ŷ ∈ Y. Рассмотрим уравнение

G(x) := F (x, x) = ŷ. (1.2.1)
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Пусть задано множество U ⊂ X. Определим множество

Cl[G;U ] :=
{
(x, y)∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ U xn → x, G(xn) → y ⇒ G(x) = y

}
,

которое назовем множеством замкнутости отображения G : X → Y

относительно U. Очевидно, соотношение Cl[G;X] = X × Y равносильно

замкнутости отображения G.

Теорема 1.2.1. Пусть метрическое пространство X является пол-

ным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0 и R := (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) < ∞. Предполо-

жим что для любого x ∈ U := BX(x0, R) выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение уравнения (1.2.1).

Предлагаемые в пункте 1.2.1 утверждения являются развитием и обоб-

щением теорем о липшицевых возмущениях накрывающих отображений

метрических пространств, полученных в [6, 18, 24, 28, 52, 70]. Эти иссле-

дования восходят к теореме Милютина о возмущениях [42], в которой про-

странство Y — линейное метрическое, а отображение G представимо раз-

ностью накрывающего и липшицева отображений.

В пункте 1.2.2 получены условия полунепрерывной сверху и снизу за-

висимости множества решений от параметров. Эти результаты являются

новыми и в случае метрического пространства Y.

Вторая глава диссертации посвящена исследованию дифференциаль-

ных уравнений, не разрешенных относительно производной искомой функ-

ции. Эта глава содержит три параграфа. В параграфе 2.1 рассматривает-

ся функциональное уравнение с отклоняющимся аргументом относительно

неизвестной измеримой функции. Исследование основано на полученных в
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первой главе результатах об операторных уравнениях с накрывающими

отображениями, действующими из метрического пространства в множе-

ство, снабженное расстоянием. Для применения соответствующих теорем

в пространстве измеримых функций вводится расстояние и для действу-

ющих в полученном пространстве операторов суперпозиции определяют-

ся множества замкнутости, накрывания и липшицевости. Этим вопросам

посвящен пункт 2.1.1. Приведем определение расстояния в пространстве

S = S([0, τ ],R) измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R ( τ > 0 ), пред-

ложенное в этом пункте.

Пусть функция θ : R × R → R+ суперпозиционно измерима и удовле-

творяет условию

(A) при любом фиксированном втором аргументе z ∈ R функция

первого аргумента θ(·, z) : R → R+ непрерывна в точке z, справедливо

равенство θ(z, z) = 0 и имеет место соотношение

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ. (2.1.1)

Отображение

d θ : S× S → R+, ∀υ, z ∈ S d θ(υ, z) = vrai sup
t∈[0,τ ]

θ(υ(t), z(t)),

является расстоянием в S. Обозначим Sθ := (S, d θ). В частном случае, для

функции θ0 : R × R → R+, определенной формулой θ0(z1, z2) = |z1 − z2|,

соответствующее отображение d θ0 : S × S → R+ является метрикой в

S. Будем обозначать соответствующее пространство измеримых функций

через Sθ0 = (S, ρ), где ρ = d θ0.

В пункте 2.1.2 доказана следующая теорема существования измеримого

решения функционального уравнения с отклоняющимся аргументом.
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Пусть задана функция f : [0, τ ]×R×R → R, являющаяся измеримой

по первому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего

аргументов, измеримая функция ŷ : [0, τ ] → R и функция h : [0, τ ] → [0, τ ]

такая, что для любого E ⊂ [0, τ ] из µ(E) = 0 (µ — мера Лебега) следует

µ(h−1(E)) = 0. Рассмотрим уравнение

f
(
t, x(h(t)), x(t)

)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ], (2.1.27)

относительной неизвестной измеримой функции x : [0, τ ] → R. Для каж-

дого v ∈ S определим функции g
[v]
1 , g

[v]
2 : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(h(t)), x), g

[v]
2 (t, x) = f(t, x, v(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Функции g
[v]
1 , g

[v]
2 , очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Теорема 2.1.1. Пусть заданы α > β ≥ 0 и x0 ∈ S такие, что

R :=
1

α− β
vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
ŷ(t), f(t, x0(h(t)), x0(t))

)
<∞.

Пусть для каждого v ∈ BSθ0(x0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено:

∀x∈BSθ0(x0, R) ∃u∈R g
[v]
1 (t, u) = ŷ(t), |u−x(t)|≤α−1θ

(
ŷ(t), g

[v]
1 (t, x(t))

)
;

∀x∈BSθ0(x0, R) ∀u∈BR(x0(h(t)), R) g
[v]
2 (t, u)= ŷ(t) ⇒

θ
(
ŷ(t), g

[v]
2 (t, x(h(t)))

)
≤β

∣∣u− x(h(t))
∣∣.

Тогда существует решение x̂ ∈ BSθ0(x0, R) уравнения (2.1.27).

В заключительном пункте 2.1.3 параграфа 2.1 получены условия устой-

чивости решений к изменениям функций, порождающих рассматриваемое

функциональное уравнение.

В параграфе 2.2 рассматривается задача Коши для обыкновенного диф-

ференциального уравнения первого порядка, не разрешенного относитель-

но производной искомой функции. Исследование основано на полученных
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в первой главе результатах об операторных уравнениях с накрывающи-

ми отображениями, действующими из метрического пространства в мно-

жество, снабженное расстоянием. Дифференциальное уравнение сводится

к интегральному уравнению с отображением, действующим из простран-

ства суммируемых функций L в пространство измеримых функций S. В

L вводится метрика ρ = dθ0, а в S — расстояние dθ, затем использу-

ются утверждения о множествах накрывания и липшицевости оператора

Немыцкого, полученные в пункте 2.1.1. Параграф разделен на два пункта.

В пункте 2.2.1 получена теорема существования решения задачи Коши. В

пункте 2.2.2 исследуется устойчивость решений задачи Коши к изменени-

ям функции, порождающей дифференциальное уравнение, и начального

условия. Сформулируем эти результаты.

Пусть функция ŷ : R+ → R измерима, функция f : R+× R × R → R

измерима по первому аргументу и непрерывна по совокупности второго и

третьего аргументов. Рассмотрим задачу Коши

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t), t ≥ 0; (2.2.1)

x(0) = A. (2.2.2)

Решением уравнения (2.2.1), определенным на [0, τ ], τ > 0, называем

функцию x ∈ AC([0, τ ],R), удовлетворяющую этому уравнению при п.в.

t ∈ [0, τ ]. Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R)

определим функции g
[v]
1 , g

[w]
2 : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(t), x), g

[w]
2 (t, x) = f(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Теорема 2.2.1. Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0, τ > 0 такие, что

βτ < α, и функция x0 ∈ AC([0, τ ],R), удовлетворяющая условию (2.2.2).
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Пусть R := (α − βτ)−1vrai supt∈[0,τ ] θ
(
ŷ(t), f(t, x0(t), ẋ0(t))

)
< ∞. Поло-

жим

V, V̇ : [0, τ ] ⇒ R, V (t) = BR(x0(t), Rt), V̇ (t) = BR(ẋ0(t), R), t ∈ [0, τ ].

Пусть для любых v∈ Sel(V )∩AC, w∈ Sel(V̇ ) при п.в. t∈ [0, τ ] выполнено

∀x∈Sel(V̇ ) ∃u∈R g
[v]
1 (t, u) = ŷ(t), |u− x(t)|≤α−1θ

(
ŷ(t), g

[v]
1 (t, x(t))

)
;

∀x∈Sel(V )∩AC ∀u∈V(t) g[w]2 (t, u)= ŷ(t) ⇒ θ
(
ŷ(t), g

[w]
2 (t, x(t))

)
≤β

∣∣u−x(t)∣∣.
Тогда существует определенное на [0, τ ] решение x задачи Коши

(2.2.1), (2.2.2) такое, что ẋ ∈ BLθ0(ẋ0, R).

Сформулируем условия устойчивости решений задачи Коши (2.2.1),

(2.2.2) к малым изменениям функций f, ŷ и числа A. Пусть при каждом

n ∈ N заданы: функция fn : R+× R × R → R, являющаяся измеримой

по первому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего

аргументов, измеримая функция ŷn : R+ → R и число An. Рассмотрим

уравнение
fn
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷn(t), t ≥ 0, (2.2.9)

с начальным условием
x(0) = An. (2.2.10)

Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R) определим

функции g
[v]
1n, g

[w]
2n : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1n(t, x) = fn(t, v(t), x), g

[w]
2n (t, x) = fn(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Теорема 2.2.2. Пусть x̂ ∈ AC([0, τ ],R) — решение задачи (2.2.1),

(2.2.2); при каждом n ∈N заданы αn > 0, βn ≥ 0 такие, что βnτ < αn.

Положим rn := (αn − βnτ)
−1d

(
ŷn(t), fn

(
t, x̂(t) + An − A, ˙̂x(t)

))
и опреде-

лим многозначные отображения Vn, V̇n : [0, τ ] ⇒ R соотношениями
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Vn(t) = BR
(
x̂(t) + An − A, rnt

)
, V̇n(t) = BR

(
˙̂x(t), rn

)
, t ∈ [0, τ ].

Пусть для любых v∈Sel(Vn)∩AC, w∈Sel(V̇n) при п.в. t∈ [0, τ ] выполнено

∀x∈Sel(V̇n) ∃u∈R g
[v]
1n(t, u) = ŷn(t), |u− x(t)|≤α−1

n θ
(
ŷn(t), g

[v]
1n(t, x(t))

)
;

∀x∈Sel(Vn) ∩ AC ∀u∈Vn(t)

g
[w]
2n (t, u)= ŷ(t) ⇒ θ

(
ŷn(t), g

[w]
2n (t, x(t))

)
≤β

∣∣u− x(t)
∣∣.

Если при n→ ∞ выполнено rn → 0, то при любом n ∈ N задача (2.2.9),
(2.2.10) разрешима и существует такое ее решение x̂n∈AC([0, τ ],R), что

имеет место сходимость ˙̂xn → ˙̂x в пространстве Lθ0([0, τ ],R).

Заключительный параграф 2.3 посвящен исследованию интегральных

уравнений, не разрешенных относительно искомой функции, а также кра-

евых задач для дифференциальных уравнений, не разрешенных относи-

тельно производной искомой функции. Используются полученные в первой

главе результаты об абстрактных уравнениях с отображениями, действую-

щими из метрического пространства в пространство, на котором задано

расстояние, а также утверждения пункта 2.1.1 об операторе Немыцкого в

пространствах измеримых функций. Параграф содержит четыре пункта. В

пункте 2.3.1 исследуются множества накрывания и липшицевости отобра-

жений, порождаемых интегральными уравнениями. В пункте 2.3.2 получе-

ны условия существования решений интегральных уравнений в простран-

стве измеримых (не обязательно суммируемых) функций и найдены оценки

таких решений, а в пункте 2.3.3 получены утверждения об устойчивости

решений к изменениям функций, порождающих интегральное уравнение.

Сформулируем основной результат этих исследований.

Обозначим R := R ∪ {∞}, R+ = [0,+∞]. Пусть функция θ : R×R →

R+ суперпозиционно измерима и удовлетворяет условию (A). Обозначим
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Rθ
:= (R, θ) и Rθ0

:= (R, θ0), где θ0(z1, z2) = |z1 − z2|. Определим про-

странство S θ
= (S, d θ) измеримых (по Лебегу) функций [0, τ ] → R с

расстоянием d θ : S × S → R+, d θ(z1, z2) = vrai supt∈[0,τ ] θ(z1(t), z2(t)). В

случае θ = θ0 это пространство обозначаем S θ0
= (S, d θ0). Предполагаем,

что задана измеримая функция K : [0, τ ]× [0, τ ] → R такая, что

k0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds <∞.

Пусть также заданы ẑ ∈ S и функция f : [0, τ ]× R× R → R, измеримая

по первому аргументу и непрерывная по совокупности второго и третьего

аргументов. Рассмотрим интегральное уравнение

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
= ẑ(t), t ∈ [0, τ ], (2.3.6)

с неизвестной функцией x ∈ S. Для произвольного x ∈ S обозначим

(Kx)(t) =
∫ τ

0 K(t, s)x(s)ds и определим функции

g[x] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ
, ∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t, u, x(t)),

g[x] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ
, ∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t, (Kx)(t), u).

Теорема 2.3.1. Пусть задана функция x0 ∈ S такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ẑ(t), f(t, v0(t), x0(t))

)
<∞, где v0(t) := (Kx0)(t).

Пусть α>0, σ∈(0, α), R :=σ−1R0. Определим многозначное отображе-

ние Ω : [0, τ ] ⇒ R, ∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [v0(t) − k0R, v0(t) + k0R]. Пусть

при любом x ∈ BSθ0(x0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения

(
x(t), ẑ(t)

)
∈ Covα

[
g[x](t, ·);R

]
,

(
(Kx)(t), ẑ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[x](t, ·); Ω(t)

]
,
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где β := k0
−1(α− σ). Тогда в шаре BSθ0(x0, R) существует решение урав-

нения (2.3.6).

В заключительном пункте 2.3.4 результаты об интегральных уравнени-

ях применяются к исследованию краевых задач для дифференциального

уравнения, не разрешенного относительно производной. Рассматриваемая

краевая задача сводится к интегральному уравнению, что позволяет вос-

пользоваться результатами, полученными в пунктах 2.3.2 и 2.3.3.

Для дифференциального уравнения (2.2.1) рассматривается краевая за-

дача с условием

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A. (2.3.11)

Здесь λ,A ∈ R, Λ ∈ L∞, Λ ̸= 0. Эта краевая задача записывается в виде

эквивалентного интегрального уравнения (2.3.6) следующим образом.

В случае λ ̸= 0 сделаем замену (Lx)(t) := ẋ(t) = v(t). Обозначим

f(t, x, v) = f(t,
A

λ
+ x, v),

K(t, s) =

 1− Λ(s)
λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)
λ при 0 ≤ t < s ≤ τ.

Если же λ = 0, то сделаем замену (Lx)(t) := ẋ(t)−Λ(t)x(t) = v(t) и тогда

обозначим

M(t) = exp
(∫ t

0

Λ(s)ds
)
, ∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ].

f(t, x, v) = f
(
t,
AM(t)

∆(0)
+ x, v +

AΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x

)
,

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ,
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В этих обозначениях краевая задача (2.2.1),(2.3.11) относительно функции

v ∈ L эквивалентна интегральному уравнению

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)
= ŷ(t).

Применим к этому уравнению теорему 2.3.1.

Обозначим k0=vrai supt∈[0,τ ]
∫ τ

0 |K(t, s)|ds. Для любого v∈L положим

(Kv)(t) =
∫ τ

0 K(t, s)v(s)ds и определим функции g[v] : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ
,

g[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, u, v(t)), g[v](t,∞) = ∞,

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, (Kv)(t), u).

Теорема 2.3.3. Пусть задана функция v0 ∈ L такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷ(t), f(t, u0(t), v0(t))

)
<∞, где u0(t) := (Kv0)(t).

Пусть α > 0, σ ∈ (0, α), R = σ−1R0. Определим многозначное отобра-

жение Ω : [0, τ ] ⇒ R, ∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [u0(t)− k0R, u0(t) + k0R]. Пусть

при любом v ∈ BLθ0(v0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения

(
v(t), ŷ(t)

)
∈ Covα

[
g[v](t, ·);R

]
,

(
(Kv)(t), ŷ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[v](t, ·); Ω(t)

]
,

где β := k0
−1(α−σ). Тогда существует решение x краевой задачи (2.2.1),

(2.3.11) такое, что Lx ∈ BLθ0(v0, R).
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Глава 1. НАКРЫВАЮЩИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ В

ПРОСТРАНСТВАХ С ОБОБЩЕННЫМИ

МЕТРИКАМИ

§ 1.1. Точки совпадения двух отображений, действующих из

метрического пространства в множество, снабженное

расстоянием

В этом параграфе предлагаются утверждения, распространяющие тео-

рему Арутюнова [23] и некоторые другие известные утверждения о су-

ществовании и свойствах точек совпадения (см. [3, 24, 25]) на отображе-

ния, действующие из метрического пространства в множество с расстоя-

нием, удовлетворяющим всего одной из аксиом метрики — аксиоме тожде-

ства. Вначале в пункте 1.1.1 рассматривается понятие сходящейся после-

довательности в пространстве с расстоянием; вводятся определения непре-

рывности и замкнутости отображений, действующих из метрического про-

странства в множество с расстоянием, устанавливается связь между эти-

ми свойствами, предлагается ослабление свойства замкнутости. В пункте

1.1.2 получено распространение теоремы Арутюнова о существовании точ-

ки совпадения на отображения, действующие из метрического простран-

ства в множество с расстоянием. В пункте 1.1.3 предлагается дальнейшее

распространение этих результатов, использующее множества накрывания

и липшицевости отображений — обобщение понятий накрывания и лип-

шицевости, соответственно. Также здесь получены условия устойчивости

точек совпадения отображений к изменениям этих отображений. В заклю-

чительном пункте 1.1.4 определены условия полунепрерывной зависимости

от параметра множества точек совпадения.
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1.1.1 Непрерывные и замкнутые отображения, действующие из

метрического пространства в множество с расстоянием

Пусть заданы: метрическое пространство X = (X, ρ) с метрикой

ρ : X2 → R+ и непустое множество Y, на котором задано расстояние —

отображение d : Y 2 → R+, удовлетворяющее условию

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2 (1.1.1)

(здесь R+ = [0,+∞], таким образом, и метрика ρ, и расстояние d мо-

гут принимать не только конечные значения, но и ∞ ). В пространстве Y

определим понятие сходимости последовательности {yi} ⊂ Y к элементу

y ∈ Y при i→ ∞ соотношением

yi → y ⇔ d(y, yi) → 0.

Отметим, что при такой сходимости предел y может быть не единствен-

ным, а «симметричная» числовая последовательность d(yi, y) может не

сходиться к 0. Для произвольной последовательности {yi} ⊂ Y обозна-

чим через Lim yi = {y| yi → y} множество всех ее пределов.

Для отображений, действующих из X в Y, пользуемся следующими

аналогами «обычных определений». Отображение f : X → Y называем

непрерывным в точке x ∈ X, если для любой сходящейся к x после-

довательности {xi} выполнено f(xi) → f(x) (т.е. d
(
f(x), f(xi)

)
→ 0 ).

Отображение f : X → Y называем замкнутым в точке x ∈ X, если из

сходимости к x последовательности {xi} ⊂ X и существования y ∈ Y

такого, что f(xi) → y следует равенство f(x) = y. Отображение, непре-

рывное (замкнутое) во всех точках множества V ⊂ X, называем непрерыв-

ным (замкнутым) на множестве V, а в случае V = X такое отображение
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называем просто непрерывным (замкнутым).

Отметим, что единственность предела последовательности {f(xi)} для

любой сходящейся к x последовательности {xi} ⊂ X не требуется для

непрерывности f в точке x. Приведем соответствующий пример.

Пример 1.1.1. Пусть X = Y = [0, 1], причем в X задана «стандарт-

ная метрика»

∀x, u ∈ [0, 1] ρ(x, u) = |x− u|,

а в Y — расстояние, определяемое следующими соотношениями:

∀y, z ∈ [0, 1] y > z ⇒

d(y, z) = d(z, y) =



y − z при y ̸= 1 и z ̸= 0;

min{z, 1− z} при y = 1 и z ̸= 0;

min{y, 1− y} при y ̸= 1 и z = 0;

1 при y = 1 и z = 0.

В пространстве Y каждая из последовательностей yi = i−1, zi = −i−1+1

имеет два предела 0 и 1. И тем не менее отображение f : X → Y, равное

f(x) = x при x ∈ (0, 1), и принимающее любое из значений 0 или 1 при

x = 0 и x = 1, является непрерывным на всем пространстве X.

Итак, для непрерывного в точке x отображения f для сходящейся

к x последовательности {xi} ⊂ X множество Lim f(xi) может содержать

более одного элемента, при этом, конечно, значение f(x) должно принадле-

жать этому множеству. А для замкнутости f в точке x необходимо, чтобы

предел последовательности {f(xi)}, где xi → x, был единственным. Та-

ким образом, в случае, когда расстояние в Y не является метрикой, нет
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«привычной связи» между понятиями непрерывности и замкнутости: за-

мкнутость не следует из непрерывности.

Пример 1.1.2. Пусть X = R, Y = R ∪ {ϑ}. Определим в Y «обыч-

ное» расстояние d(x, u) = |x − u| для x, u ∈ R, и полагаем d(x, ϑ) =

d(ϑ, x) = |x|, x ∈ R \ {0}, d(0, ϑ) = d(ϑ, 0) = 1. Также полагаем

d(ϑ, ϑ) = 0. Это расстояние удовлетворяет аксиомам тождества и симмет-

рии, но не выполнено неравенство треугольника: например, для x = 3−1

имеем d(0, x) = 3−1, d(x, ϑ) = 3−1, d(0, ϑ) = 1 > d(0, x) + d(x, ϑ).

Определим отображение f : R → Y при любом аргументе x соотноше-

нием f(x) = x. Это отображение, очевидно, непрерывно во всех точках,

однако не является замкнутым в точке x = 0. Действительно, для после-

довательности {xi} ⊂ R, сходящейся к точке x = 0, последовательность

тех же чисел в пространстве Y сходится к двум пределам: 0 и ϑ. Следо-

вательно, f(xi) → ϑ, но f(x) = 0 ̸= ϑ.

Сформулируем определение свойства «ослабленной» замкнутости, ко-

торое в отличие от замкнутости привычным образом связано со свойством

непрерывности отображения.

Определение 1.1.1. Отображение f : X → Y называем d -замкну-

тым в точке x ∈ X, если из сходимости к x последовательности {xi} ⊂

X и существования Lim f(xi) ̸= ∅ следует включение f(x) ∈ Lim f(xi).

Отображение, d -замкнутое во всех точках, называем d -замкнутым.

Очевидно, что отображение, непрерывное в некоторой точке, является

в этой точке d -замкнутым. Обратное не верно.
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1.1.2 Распространение теоремы Арутюнова

Формально переносим на отображения рассматриваемых пространств

следующие определения, известные для отображений, действующих в мет-

рических пространствах (см. [23]).

Определение 1.1.2. Пусть α > 0 . Отображение f : X → Y называем

α -накрывающим, если выполнено соотношение

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y и ρ(x, x0) ≤
1

α
d
(
f(x), f(x0)

)
.

Отметим, что накрывающее отображение сюръективно.

Определение 1.1.3. Пусть β ≥ 0. Отображение f : X → Y называем

β -липшицевым, если выполнено соотношение

∀x, u ∈ X d
(
f(x), f(u)

)
≤ βρ(x, u).

Если отображение β -липшицево, то оно, очевидно, непрерывно и

d -замкнуто. Но при этом отображение может не быть замкнутым. В рас-

смотренном выше примере 1.1.2 отображение f является липшицевым с

константой β = 1, поэтому непрерывным и d -замкнутым, но в точке x = 0

это отображение не замкнуто.

Приведем утверждение о существовании точки совпадений двух отоб-

ражений, действующих из X в Y, аналогичное теореме Арутюнова [23].

Напомним, что в теореме Арутюнова оба пространства X и Y предпола-

гались метрическими, а здесь Y — это пространство с расстоянием, удо-

влетворяющим только одному условию (1.1.1).

Пусть заданы два отображения ψ, φ : X → Y.
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Определение 1.1.4. Точкой совпадения отображений ψ, φ называют

элемент x ∈ X такой, что

ψ(x) = φ(x). (1.1.2)

Т е о р е м а 1.1.1. Пусть метрическое пространство X является

полным и выполнены следующие условия: отображение ψ : X → Y явля-

ется α -накрывающим и замкнутым; отображение φ : X → Y является

β -липшицевым. Тогда, если α > β, то для любого x0 ∈ X такого, что

d
(
φ(x0, ψ(x0))

)
<∞ существует точка совпадения ξ ∈ X отображений

ψ, φ, удовлетворяющая неравенству

ρ(ξ, x0) ≤
1

α− β
d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
. (1.1.3)

Доказательство. Пусть для некоторого x0 ∈ X значение расстоя-

ния d
(
φ(x0, ψ(x0))

)
конечно. Определим последовательность {xn} ⊂ X

следующим образом.

Так как отображение ψ является α -накрывающим, то существует x1 ∈

X такой, что

ψ(x1) = φ(x0), ρ(x1, x0) ≤
1

α
d(ψ(x1), ψ(x0)) =

1

α
d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Вследствие липшицевости отображения φ выполнено неравенство

d(φ(x1), φ(x0)) ≤ βρ(x1, x0).

Снова, в силу α−накрывания отображения ψ, существует x2 ∈ X такой,

что ψ(x2) = φ(x1), и имеют место неравенства

ρ(x2, x1) ≤
1

α
d(ψ(x2), ψ(x1)) ≤

1

α
d(φ(x1), φ(x0)) ≤

β

α
ρ(x1, x0).
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Аналогично, при каждом натуральном n устанавливается существова-

ние элемента xn ∈ X, для которого справедливы соотношения

ψ(xn) = φ(xn−1), (1.1.4)

ρ(xn, xn−1) ≤
β

α
ρ(xn−1, xn−2) ≤

βn−1

αn−1
ρ(x1, x0). (1.1.5)

Покажем, что построенная последовательность {xn} является фунда-

ментальной. Из неравенства треугольника, учитывая α > β, для любых

n < m получаем

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · · ρ(xm−1, xm) ≤

≤ βn

αn

d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

+
βn+1

αn+1

d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

+ · · ·+ βm−1

αm−1

d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

≤

≤
(βn

αn
+
βn+1

αn+1
+ · · ·+ βm−1

αm−1

)d(φ(x0), ψ(x0))
α

≤
(β
α

)n 1

α− β
d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Таким образом, для любого ϵ > 0 , если выбрать

N = log β
α

ϵ(α− β)

d
(
φ(x0), ψ(x0)

) ,
то при всех n,m > N будет выполнено неравенство ρ(xn, xm) < ϵ.

Итак, последовательность {xn} является фундаментальной, и в полном

пространстве X сходится к некоторой точке ξ . Докажем, что ξ есть точ-

ка совпадения отображений ψ и φ . Вследствие непрерывности липшицева

отображения φ получаем φ(ξ) = limn→∞ φ(xn). Согласно равенству (1.1.4)

выполнено limn→∞ ψ(xn) = limn→∞ φ(xn−1) = φ(ξ). Отсюда в силу замкну-

тости отображения ψ получаем соотношение ψ(ξ) = limn→∞ ψ(xn) = φ(ξ).

Теперь докажем справедливость соотношения (1.1.3). Из неравенств
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(1.1.5) при любим n имеем

ρ(x0, xn) ≤ ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) + · · · ρ(xn−1, xn) ≤

≤
(
1 +

β

α
+
β2

α2
+ · · ·+ βn−1

αn−1

)d(φ(x0), ψ(x0))
α

≤ 1

α− β
d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Переходя к пределу при n→ ∞ получаем неравенство (1.1.3). �

З а м е ч а н и е 1.1.1. В теореме 1.1.1 условие замкнутости отоб-

ражения ψ : X → Y может быть заменено менее обременительным

условием d -замкнутости, но в этом случае потребуется дополнительно

предположить, что

∀{xi} ⊂ X ∀x ∈ X
(
xi → x и φ(x) ∈ Limψ(xi)

)
⇒ φ(x) = ψ(x).

Приведем примеры отображений, удовлетворяющих условиям теоремы

1.1.1, действующих из метрического пространства во множество, не являю-

щееся метрическим пространством. Последнее обстоятельство не позволяет

применить к ним результаты [23], в то же время, теорема 1.1.1 гарантирует

существование точек совпадения и соответствующую оценку (1.1.3).

Пример 1.1.3. Пусть каждое из множеств X, Y состоит из пяти эле-

ментов: X = {xi, i = 1, 5}, Y = {yi, i = 1, 5}. В множестве X определим

расстояние ρ : X2 → R+ формулой

ρ(x1, x2) = ρ(x2, x1) = ρ(x1, x5) =

= ρ(x5, x1) = ρ(x2, x5) = ρ(x5, x2) = 1/2,

ρ(xi, xi) = 0 при i = 1, 5, ρ(xi, xj) = 3 при остальных (i, j).

Очевидно, X является полным метрическим пространством.
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На множестве Y зададим расстояние d : Y 2 → R+ соотношениями

d(y1, y2) = d(y2, y1) = 1, d(y1, y5) = d(y5, y1) = 1/3,

d(y1, y4) = d(y4, y1) = 2, d(y2, y5) = d(y5, y2) = 1/2,

d(yi, yi) = 0 при i = 1, 5, d(yi, yj) = 3 при остальных (i, j).

Это отображение не удовлетворяет неравенству треугольника, так как

d(y1, y5) = 1/3, d(y5, y2) = 1/2, d(y1, y2) = 1 > 1/3 + 1/2.

Таким образом, к отображениям, действующим в множество Y, не при-

менима теорема Арутюнова [23] о точках совпадения. Однако, то обстоя-

тельство, что Y не является метрическим пространством, не препятствует

применению теоремы 1.1.1.

Пусть отображение ψ : X → Y определено следующим образом

ψ(xi) = yi.

Это отображения является накрывающим с коэффициентом

α = min
{ d(yi, yj)
ρ(xi, xj)

, i ̸= j, i, j = 1, 5
}
=

2

3
.

Определим отображение φ : X → Y равенствами

φ(x1) = φ(x2) = φ(x5) = y1, φ(x3) = y5, φ(x4) = y2.

Это отображения является липшицевым с коэффициентом

β = max
{d(φ(xi), φ(xj))

ρ(xi, xj)
, i ̸= j, i, j = 1, 5

}
=

= max
{ d(y1, y5)
ρ(x2, x3)

,
d(y1, y2)

ρ(x1, x4)
,
d(y1, y2)

ρ(x4, x2)
,
d(y1, y5)

ρ(x1, x3)
,

d(y1, y2)

ρ(x5, x4)
,
d(y1, y5)

ρ(x5, x3)
,
d(y5, y2)

ρ(x3, x4)

}
=

1

3
.
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Итак, β < α и выполнены все условия теоремы 1.1.1, отображения ψ, φ

имеют точку совпадения.

В рассмотренном примере не только Y не является метрическим про-

странством, но и оба его подмножества φ(X) ⊂ ψ(X) ⊂ Y (с индуциро-

ванным расстоянием) также не являются метрическими пространствами.

Прежде чем привести следующий пример, сформулируем определение

f -квазиметрического пространства (подробнее см. [27, 45, 5]).

Пусть задана функция f : R+
2 → R+ такая, что

(r1, r2) → (0, 0) ⇒ f(r1, r2) → 0; (1.1.6)

говорят, что расстояние d : Y 2 → R+ удовлетворяет f -неравенству тре-

угольника, если выполнено соотношение

∃σ > 0 ∀x, y, z ∈ Y
(
d(x, y) < σ, d(y, z) < σ

)
⇒

d(x, z) ≤ f
(
d(x, y), d(y, z)

)
. (1.1.7)

При выполнении аксиомы тождества и условия (1.1.7) отображение d

называют f -квазиметрикой, а пространство (Y, d) называют f -квази-

метрическим [5]. Согласно [5], f -неравенство треугольника равносильно

асимптотическому неравенству треугольника:

∀{xi}∞i=1, {yi}∞i=1, {zi}∞i=1 ⊂ Y

d(xi, yi) → 0, d(yi, zi) → 0 ⇒ d(xi, zi) → 0, (1.1.8)

т. е., если расстояние d удовлетворяет условию (1.1.7) с функцией f, об-

ладающей свойством (1.1.6), то d удовлетворяет и соотношению (1.1.8);

обратно, из (1.1.8) следует существование функции f такой, что имеет

место (1.1.6) и справедливо (1.1.7).
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Пример 1.1.4. Обозначим через N,Z множества натуральных и це-

лых чисел, соответственно, Z+ = N ∪ {0}; символом [ · ] — целую часть

действительного числа.

Пусть X = {xi, i ∈ Z}. Определим на этом множестве метрику —

симметрическую функцию ρ : X2 → R+, равную

ρ(xi, xi) = 0, i ∈ Z,

ρ(xi, xi+1) =

 1, i = 2k, k ∈ Z+,

1
k+2 , i = 2k + 1, k ∈ Z+,

ρ(x−i, x−i−1) =
1

2([ i2] + 2)
, i ∈ Z+.

ρ(xi, xi+m) =
i+m−1∑
j=i

ρ(xj, xj+1), i ∈ Z, m ∈ N.

Очевидно, для такой функции выполнено неравенство треугольника.

Покажем что X является полным метрическим пространством. Лю-

бая последовательность, содержащая бесконечно много различных эле-

ментов этого множества, не является фундаментальной, так как для

любого i вследствие расходимости гармонического ряда выполнено

lim
j→∞

ρ(xi, xj) = ∞, lim
j→−∞

ρ(xi, xj) = ∞. Таким образом, фундаментальной

может быть только последовательность, которая начиная с некоторого но-

мера постоянна, и такая последовательность, очевидно, сходится.

Далее, зададим множество Y = {yi, i ∈ Z} и определим в нём расстоя-

ние — симметрическую функцию d : Y 2 → R+ со следующими значениями:

∀i ∈ Z+ d(yi, yi+1) =
1

[ i2] + 2
, d(yi, yi+2) = 1;

d(y−i, y−i) = 0; d(y−i, y−i−1) =

 2, i = 2k,

1, i = 2k + 1, k ∈ Z+;
d(y−i, y−i−2) = 3;
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d(yi, yi+m) =


k, m = 2k,

k +
1

[ i+2k
2 ] + 2

, m = 2k + 1, k ∈ N;

d(y−i, y−i−m) =
i+m−1∑
s=i

d(y−s, y−s−1),

d(y−i, ym) = d(y−i, y0) + d(y0, ym), m ∈ N.

Очевидно, что Y не является метрическом пространством, так как при

любом i ∈ N выполнено

d(yi, yi+1) + d(yi+1, yi+2) ≤ d(yi, yi+2).

Более того, Y не является даже f —квазиметрическим пространством.

Действительно, для последовательностей {yi}, {yi+1}, {yi+2} имеют ме-

сто сходимости d(yi, yi+1) → 0, d(yi+1, yi+2) → 0, но d(yi, yi+2) = 1. Таким

образом, асимптотическое неравенство треугольника (1.1.8) нарушено.

Определим отображение φ : X → Y соотношениями

φ(xi) = yi, φ(x−i) = y0 ∀i ∈ Z+.

Отображение φ является липшицевым с коэффициентом

β = max
i,j∈Z+

{d(φ(xi), φ(xj))
ρ(xi, xj)

}
= max

{
1,

1

2
,
1

3
, · · ·

}
= 1.

Определим отображение

ψ : X → Y, ψ(xi) = y−i i ∈ Z.

Это отображение (как и любое определенное на данном пространстве X

отображение) является непрерывным, поскольку для любой сходящейся

к x ∈ X последовательности {xin} ⊂ X существует такое n0, что при
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всех n ≥ n0 выполнено xin = x. Тогда ψ(xin) = ψ(x), и таким образом

ψ(xin) → ψ(x).

Отображение ψ : X → Y является накрывающим с коэффициентом

α = min
i,j∈Z

{d(ψ(xi), ψ(xj))
ρ(xi, xj)

}
= min

i,j∈Z

{d(y−i, y−j)

ρ(xi, xj)

}
= 2 > β.

Итак, выполнены все условия теоремы 1.1.1, и отображения φ и ψ

имеют точку совпадения. Результаты [23] в данном случае не применимы.

1.1.3 Условия существования точек совпадения

в терминах множеств накрывания и липшицевости

Здесь определяется понятия множеств накрывания и липшицевости

отображений, действующих из метрического пространства (X, ρ) в про-

странство Y с удовлетворяющем аксиоме тождества расстоянием d, обоб-

щающие определения 1.1.2 и 1.1.3. В терминах таких множеств будет полу-

чено ещё одно утверждение о существовании точки совпадения, из которого

следует теорема 1.1.1 и известные теоремы, полученные в [3, 23, 24, 25].

Обозначим BX(x0, r) = {x ∈ X| ρ(x, x0) ≤ r} — замкнутый шар в

метрическом пространстве X с центром в точке x0 ∈ X радиуса r ∈ [0,∞]

(полагаем BX(x0, 0) = {x0}, BX(x0,∞) = X ).

Пусть задано множество U ⊂ X. Для отображения f : X → Y опре-

делим множества:

Covα[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y |

∃u ∈ U f(u) = y, ρ(u, x) ≤ α−1d(y, f(x)), ρ(u, x) <∞
}
;

Lipβ[f ;U ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)

}
;
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первое из которых назовем множеством α -накрывания отображения

f относительно множества U, а второе — множеством β -липши-

цевости этого отображения относительно U. Очевидно, соотношение

Covα[f ;X] = X × Y означает, что отображение f является α -накрыва-

ющим, а соотношение Lipβ[f ;X] = X × Y справедливо тогда и только

тогда, когда f липшицево с коэффициентом β. Определенные здесь мно-

жества накрывания и липшицевости отображения f обладают следующим

свойством монотонности относительно U ⊂ X :

U ⊂ U ⊂ X ⇒ Covα[f ;U ] ⊂ Covα[f ;U ], Lipβ[f ;U ] ⊃ Lipβ[f ;U ]. (1.1.9)

Т е о р е м а 1.1.2. Пусть метрическое пространство X полное

и заданы α > β ≥ 0, x0 ∈ X такие, что d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
<∞. Положим

R = (α− β)−1d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
, U = BX(x0, R).

Предположим, что для любого x ∈ U выполнены включения

(x, ψ(x)) ∈ Lipβ[φ;U ], (x, φ(x)) ∈ Covα[ψ;X];

на шаре U отображение ψ является замкнутым, а отображение φ —

непрерывным. Тогда в шаре U существует точка совпадения отображе-

ний ψ, φ.

Доказательство. Покажем, что существует последовательность

{xi} ⊂ X такая, что выполнены соотношения

xi ∈ U, ψ(xi) = φ(xi−1), i = 1, 2, . . . ,

ρ(xi−1, xi) ≤ qρ(xi−2, xi−1), i = 2, 3, . . . , где q = β/α.
(1.1.10)

Проверим эти соотношения при i = 1 и i = 2. Пусть x0 — это задан-

ный в условиях теоремы элемент, y0 = φ(x0). В силу того, что выполнено

40



включение (x0, φ(x0)) ∈ Covα[ψ;X], существует x1 ∈ X, удовлетворяю-

щий соотношениям

ψ(x1) = φ(x0) и ρ(x1, x0) ≤ α−1d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
. (1.1.11)

Поэтому ρ(x1, x0) ≤ R, и значит, x1 ∈ U. Положим y1 = φ(x1). Поскольку

(x1, ψ(x1)) ∈ Lipβ[φ;U ], имеет место неравенство

d(y0, y1) = d
(
φ(x0), φ(x1)

)
≤ βρ(x0, x1). (1.1.12)

Теперь, в силу включения (x1, φ(x1)) ∈ Covα[ψ;X], существует x2 ∈ X

такой, что

ψ(x2) = φ(x1) и ρ(x2, x1) ≤ α−1d
(
φ(x1), ψ(x1)

)
,

из соотношения (1.1.11) и (1.1.12) получим

ρ(x1, x2) ≤ qρ(x0, x1).

Заметим, что x2 ∈ U, так как

ρ(x0, x2) ≤ ρ(x0, x1) + ρ(x1, x2) ≤ α−1(1 + q)d(φ(x0), ψ(x0)) ≤ R.

Таким образом, при i = 1 и i = 2 соотношения (1.1.10) выполнены.

Предположим, что при всех натуральных i = 1, n определены элемен-

ты xi ∈ X, так, что выполнены соотношения (1.1.10). Покажем, что суще-

ствует элемент xn+1, удовлетворяющий также этим соотношениям.

Положим yn = φ(xn). Так как (xn, φ(xn)) ∈ Covα[ψ;X], существует

xn+1 ∈ X такой, что

ψ(xn+1) = φ(xn)
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и имеет место неравенство

ρ(xn+1, xn) ≤ α−1d
(
φ(xn), ψ(xn)

)
.

Следовательно,

ρ(xn+1, xn) ≤ α−1d
(
φ(xn), φ(xn−1)

)
≤ qρ(xn, xn−1). (1.1.13)

Из неравенства (1.1.10), справедливого по предположению индукции при

всех i = 1, n, и неравенства (1.1.13) получаем

ρ(xn, xn+1) ≤ α−1qnd
(
φ(x0), ψ(x0)

)
. (1.1.14)

Таким образом,

ρ(x0, xn+1) ≤ α−1
n∑

i=1

qid
(
φ(x0), ψ(x0)

)
≤ 1

α(1− q)
d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
= R,

т. е. xn+1 ∈ U. Итак, доказано, что при i = n + 1 соотношения (1.1.10)

выполнены.

Из неравенства (1.1.14) очевидно следует, что последовательность {xi}

является фундаментальной. Пусть xi → ξ. Тогда ξ ∈ U и, вследствие

непрерывности отображения φ на шаре U получаем φ(xi) → φ(ξ). А так

как ψ(xi+1) = φ(xi), то ψ(xi) → φ(ξ). Вследствие замкнутости на шаре

U отображения ψ получаем ψ(ξ) = φ(ξ). �

З а м е ч а н и е 1.1.2. В аналогичных теоремах о точках совпаде-

ния отображений метрических пространств непрерывность отображе-

ния φ не предполагается, поскольку непрерывность следует из липши-

цевости этого отображения. Используемое в теореме 1.1.2 ослабленное

предположение липшицевости (принадлежность пары (x, φ(x)) при лю-

бом x ∈ U множеству липшицевости отображения ψ ) уже не обеспе-

чивает требуемую для этого утверждения непрерывность φ.
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Приведем пример отображений, не имеющих точки совпадения, для

которых выполнены все условия теоремы 1.1.2 кроме непрерывности φ.

Пример 1.1.5. Пусть X = Y = R — вещественная прямая с «обычной

метрикой», определим функции ψ, φ : R → R формулами

ψ(x) = 2x, φ(x) =

{
x если x ̸= 0,

1 если x = 0.

Очевидно, функция ψ является 2 -накрывающей и непрерывной на всем

пространстве R. Покажем, что для β = 1 выполнено (x, ψ(x)) ∈ Lipβ[φ;R]

также на всем R.

Если x ̸= 0 и x ̸= 1/2, то ψ(x) = 2x ̸= 0 и ψ(x) = 2x ̸= 1. В этом

случае равенство ψ(x) = φ(u) выполнено только при u = 2x, и тогда

имеем

|φ(x)− φ(u)| = |φ(x)− φ(2x)| = |x|, |x− u| = |x− 2x| = |x|.

Для x = 0 получаем ψ(0) = 0, а равенство φ(u) = 0 невозможно. В случае

x = 1/2 получаем ψ(1/2) = 1, соответствующее уравнение φ(u) = 1 имеет

два решения: u = 0, u = 1. Для этих значений получаем

|φ(1/2)− φ(u)| = 1/2, |1/2− u| = 1/2.

Итак, (x, ψ(x)) ∈ Lipβ[φ;R] (β=1) на всем R, но при этом функция

φ не является непрерывной. Остальные условия теоремы 1.1.2 выполнены,

тем не менее, рассматриваемые функции не имеют точки совпадения.

З а м е ч а н и е 1.1.3. В теореме 1.1.2 условие замкнутости отоб-

ражения ψ : X → Y может быть заменено менее обременительным
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условием d -замкнутости, но в этом случае потребуется дополнительно

предположить, что

∀{xi} ⊂ U ∀x ∈ U
(
xi → x и φ(x) ∈ Limψ(xi)

)
⇒ φ(x) = ψ(x).

Отметим, что из теоремы 1.1.2 следует полученная выше теорема 1.1.1,

в которой использовались аналоги «классических» условий накрывания и

липшицевости отображений, т.е. предполагались более обременительные

условия Covα[ψ,X] = X × Y, Lipβ[φ,U ] ⊃ Lipβ[φ,X] = X × Y (здесь

используется свойство (1.1.9) множества липшицевости).

Используя теорему 1.1.2, получим условия устойчивости множества то-

чек совпадения отображений ψ, φ : X → Y к малым изменениям данных

отображений.

Пусть при каждом n ∈ N заданы отображения ψn, φn : X → Y. Устой-

чивость множества точек совпадения трактуется здесь как сходимость при

n→ ∞ последовательности точек совпадения отображений ψn, φn к точке

совпадения отображений ψ, φ в случае, когда есть некоторая сходимость

ψn к ψ и φn к φ.

Напомним, что точкой совпадения отображений ψn, φn называют ре-

шение уравнения

ψn(x) = φn(x). (1.1.15)

Т е о р е м а 1.1.3. Пусть метрическое пространство X является

полным; известна точка совпадения ξ ∈ X отображений ψ, φ : X → Y ;

при каждом n ∈ N заданы числа 0 ≤ βn < αn. Положим

rn =
1

αn − βn
d
(
φn(ξ), ψn(ξ)

)
, Un = BX(ξ, rn), (1.1.16)

и будем предполагать, что для каждого n ∈ N при любом x ∈ Un выпол-
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нены включения

(x, ψn(x)) ∈ Lipβn

[
φn;Un], (x, φn(x)) ∈ Covαn

[
ψn;X

]
,

отображение ψn является замкнутым на шаре Un, а отображение φn

— непрерывным на шаре Un. Если при n → ∞ выполнено rn → 0, то

при любом n ∈ N уравнение (1.1.15) разрешимо и существует такое его

решение ξn, что при n→ ∞ имеет место сходимость ξn → ξ в X.

Доказательство. При любом n для отображений ψn, φn : X → Y

выполнены условия теоремы 1.1.2, где x0 = ξ. Следовательно, при любом n

существует решение ξn уравнения (1.1.15) такое, что ρ(ξn, ξ) ≤ rn. Из этого

неравенства, в силу сходимости rn → 0, получаем ξn → ξ при n→ ∞ . �

З а м е ч а н и е 1.1.4. В теореме 1.1.3 вместо предположения за-

мкнутости на шаре Un отображения ψn : X → Y можно потребовать,

чтобы это отображение являлось d -замкнутым на Un и выполнялось

соотношение

∀{xi} ⊂ Un ∀x ∈ Un

(
xi → x и φn(x) ∈ Limψn(xi)

)
⇒ φn(x) = ψn(x).

1.1.4 Непрерывная зависимость точек совпадения от параметров

Для исследования задачи о непрерывной зависимости от параметров

точек совпадения потребуются следующие сведения о многозначных отоб-

ражениях (подробнее см. [26, § 2.3], [35, § 1.2]).

Пусть M — подмножество метрического пространства (X, ρ), r > 0.

Обозначим r -раздутие
{
x ∈ X | ∃x0 ∈ M ρ(x, x0) < r

}
множества M

через O(M, r). Пусть задано топологическое пространство T. Для t0 ∈ T

обозначим T (t0) — совокупность окрестностей точки t0. Отображение
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Φ, которое каждому t ∈ T сопоставляет непустое замкнутое множество

Φ(t) ⊂ X называют многозначным отображением. Для такого многознач-

ного отображения будем использовать обозначение Φ: T ⇒ X. Многознач-

ное отображение Φ называют полунепрерывным снизу в точке t0 ∈ T, ес-

ли для любого открытого множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ∩ V ̸= ∅,

существует окрестность W (t0) точки t0, для которой Φ(t) ∩ V ̸= ∅ при

всех t ∈W (t0). Многозначное отображение Φ является полунепрерывным

снизу в точке t0 ∈ T тогда и только тогда, когда справедливо соотношение

∀x0 ∈ Φ(t0) ∀ε > 0 ∃W (t0) ∈ T (t0)

∀t ∈ W (t0) ∃x ∈ Φ(t) ρ(x, x0) < ε. (1.1.17)

Многозначное отображение Φ называют полунепрерывным сверху в точке

t0 ∈ T, если для любого открытого множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ⊂

V, существует окрестность W (t0) точки t0, для которой Φ
(
W (t0)

)
⊂ V.

Если отображение Φ полунепрерывно сверху и снизу в точке t0, то говорят,

что оно непрерывно в этой точке. Многозначное отображение называется

полунепрерывным снизу (полунепрерывным сверху, непрерывным), если

оно полунепрерывно снизу (полунепрерывно сверху, непрерывно) в каждой

точке t0 ∈ T.

Наряду с приведенными «топологическими» определениями нам потре-

буются определения полунепрерывности и непрерывности многозначного

отображения, связанные с метрикой Хаусдорфа. Отображение Φ называют

h -полунепрерывным снизу (h -полунепрерывным сверху) в точке t0 ∈ T,

если для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая, что

при любом t ∈ W (t0) справедливо вложение Φ(t0) ⊂ O
(
Φ(t), ε

)
(вложе-

ние Φ(t) ⊂ O
(
Φ(t0), ε

)
, соответственно). Отметим, что из h -полунепре-
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рывности снизу отображения следует его полунепрерывность снизу, а по-

лунепрерывное сверху отображение является h -полунепрерывным сверху

(см. [35, п. 1.2.3]). Если отображение Φ h -полунепрерывно сверху и снизу

в точке t0, то оно называется h -непрерывным в этой точке. Многозначное

отображение называется h -полунепрерывным снизу (h -полунепрерывным

сверху, h -непрерывным), если оно h -полунепрерывно снизу (h -полунепре-

рывно сверху, h -непрерывно) в каждой точке t0 ∈ T.

Теперь рассмотрим задачу о непрерывной зависимости точек совпаде-

ния от параметров. Пусть заданы отображения ψ, φ : X×T → Y. Рассмот-

рим уравнение

ψ(x, t) = φ(x, t), (1.1.18)

с параметром t ∈ T относительно неизвестного x ∈ X. Обозначим через

Coin(t) множество решений этого уравнения, т. е. множество точек совпа-

дения отображений ψ(·, t), φ(·, t) : X → Y.

Для каждого x ∈ X определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
φ(x, t), ψ(x, t)

)
. (1.1.19)

Пусть задана точка t0 ∈ T. Рассмотрим условия

(C−) для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то для любого ε > 0 существует

окрестность W (t0) точки t0 такая, что ηx(t) < ε при всех t ∈ W (t0);

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε при всех

t ∈W (t0);

(Ĉ+) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любых x ∈ X, t ∈W (t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.
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Очевидно, условие (C−) выполнено, если функционал ηx непрерывен в

точке t0. В свою очередь, для непрерывности ηx достаточно, чтобы непре-

рывными в этой точке были отображения ψ(x, ·), φ(x, ·), а расстояние d

было бы симметричным и удовлетворяло условию f -неравенства треуголь-

ника (1.1.7) с функцией f, обладающей свойством (1.1.6). Условия (Ĉ−) и

(Ĉ+) выполнены, если множество {ηx | x ∈ X} равностепенно непрерывно

в точке t0. А это справедливо, если равностепенно непрерывным в точке

t0 является множество {ψ(x, ·), φ(x, ·) | x ∈ X} и расстояние d отвечает

перечисленным выше условиям.

Т е о р е м а 1.1.4. Пусть метрическое пространство X является

полным, заданы t0 ∈ T, 0 ≤ β < α. Пусть существует такая окрест-

ность V (t0) точки t0, что при любом t ∈ V (t0) найдется u ∈ X, для

которого d
(
φ(u, t), ψ(u, t)

)
<∞, и при любых x ∈ X, t ∈ V (t0) выполне-

ны включения

(x, ψ(x, t)) ∈ Lipβ
[
φ(·, t), X

]
, (x, φ(x, t)) ∈ Covα

[
ψ(·, t), X

]
,

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым, а отображение

φ(·, t) : X → Y — непрерывным. Тогда при любом t ∈ V (t0) множество

Coin(t) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, многозначное отобра-

жение Coin: V (t0) ⇒ X, при выполнении условия (C−) на функционалы

(1.1.19), является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении

условия (Ĉ−) — h -полунепрерывным снизу в t0, а при выполнении (Ĉ+)

— h -полунепрерывным сверху в t0.

Доказательство. Из теоремы 1.1.2 следует, что при любом t ∈ V (t0)

множество Coin(t) не пусто. Докажем замкнутость этого множества. Пусть
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последовательность {ξi} ⊂ Coin(t) сходится к элементу ξ ∈ X. В силу

непрерывности отображения φ(·, t) : X → Y получим φ(ξi, t) → φ(ξ, t).

Так как ψ(ξi, t) = φ(ξi, t), i = 1, 2, . . . , имеем ψ(ξi, t) → φ(ξ, t). От-

сюда вследствие замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y получаем

ψ(ξ, t) = φ(ξ, t). Таким образом, ξ ∈ Coin(t), т. е. множество Coin(t),

действительно, является замкнутым.

Покажем, что при выполнении условия (C−) многозначное отображе-

ние Coin: V (t0) ⇒ X полунепрерывно снизу в точке t0. Проверим для это-

го отображения справедливость соотношения (1.1.17). Пусть ξ0 ∈ Coin(t0),

т. е. φ(ξ0, t0) = ψ(ξ0, t0). Тогда ηξ0(t0) = 0. В силу условия (C−) для лю-

бого ε > 0 можно определить такую окрестность V(t0) точки t0, что при

всех t ∈ V(t0) выполнено

ηξ0(t) = d
(
φ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
< (α− β)ε.

Согласно теореме 1.1.2 при любом t ∈ V (t0) ∩ V(t0) уравнение (1.1.18)

имеет решение ξ ∈ Coin(t), удовлетворяющее оценке

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
φ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)) < ε.

Полунепрерывность снизу отображения Coin доказана.

Пусть теперь выполнено условие (Ĉ−). Для произвольного ε > 0 опре-

делим такую окрестность V(t0) точки t0, что для любого элемента x ∈ X,

если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε(α − β) при всех t ∈ V(t0). Для любого

t ∈ V (t) ∩ V(t) и для любого ξ0 ∈ Coin(t0) согласно теореме 1.1.2 суще-

ствует ξ ∈ Coin(t) такой, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
φ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
=

1

α− β
ηξ0(t) < ε.
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Таким образом, Coin(t0) ⊂ OX(Coin(t), ε), т. е. многозначное отображение

Coin является h -полунепрерывным снизу в точке t0 .

В заключение покажем, что при выполнении условия (Ĉ+) отображе-

ние Coin: V (t0) ⇒ X является h -полунепрерывным сверху в точке t0.

Для любого ε > 0 определим такую окрестность V(t0) точки t0, что для

любых x ∈ X, t ∈ V(t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε(α − β). Тогда для

любого t ∈ V (t) ∩ V(t) и для любого ξ ∈ Coin(t) согласно теореме 1.1.2

существует ξ0 ∈ Coin(t0) такой, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
φ(ξ, t0), ψ(ξ, t0)

)
=

1

α− β
ηξ(t0) < ε.

Таким образом, Coin(t) ⊂ OX(Coin(t0), ε), т. е. многозначное отображение

Coin является h -полунепрерывным сверху в точке t0 . �

З а м е ч а н и е 1.1.5. Как и в приведенных выше теоремах, в тео-

реме 1.1.4 условие замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y при любом

t ∈ V (t0) может быть заменено менее обременительным условием его

d -замкнутости совместно с предположением

∀{xi} ⊂ X ∀x ∈ X
(
xi → x и φ(x, t) ∈ Limψ(xi, t)

)
⇒ φ(x, t) = ψ(x, t).

§ 1.2. Уравнения с отображениями, действующими из

метрического пространства в множество, снабженное

расстоянием

В этом параграфе рассматривается уравнение

G(x) = ŷ

относительно неизвестного x — элемента метрического пространства X.

Предполагается, что действующее из X в Y (Y — это множество, снабжен-
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ное расстоянием) отображение G представимо в виде отображения двух

элементов, по одному из которых является накрывающим, а по другому —

липшицевым. Для рассматриваемого уравнения в пункте 1.2.1 получены

утверждения о существовании и оценках решений, об устойчивости реше-

ний к изменениям отображения G и правой части y ∈ Y. Предлагаемые

утверждения являются развитием и обобщением теорем о липшицевых воз-

мущениях накрывающих отображений, полученных в [6, 18, 24, 28, 52, 70].

В цитируемых работах предполагалось, что пространство Y является мет-

рическим и используются несколько более обременительные определения

накрывания и липшицевости. Отметим, что данная тематика восходит к

теореме Милютина о возмущениях [42], в которой предполагалось, что про-

странство Y является линейным метрическим, а отображение G предста-

вимо разностью накрывающего и липшицева отображений.

В пункте 1.2.2 получены условия полунепрерывной сверху и снизу за-

висимости множества решений от параметров. Эти результаты являются

новыми и в случае метрического пространства Y.

1.2.1 Существование решений

Здесь, как и выше, обозначаем X — метрическое пространство с мет-

рикой ρ : X × X → R+, Y — непустое множество, на котором задано

расстояние d : Y × Y → R+, удовлетворяющее условию (1.1.1).

Пусть задано отображение F : X ×X → Y и элемент ŷ ∈ Y. Рассмот-

рим уравнение

G(x) := F (x, x) = ŷ. (1.2.1)

Сформулируем условия его разрешимости.
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Пусть задано множество U ⊂ X. Определим множество

Cl[G;U ] :=
{
(x, y)∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ U xn → x, G(xn) → y ⇒ G(x) = y

}
,

которое назовем множеством замкнутости отображения G : X → Y

относительно U. Отметим, что множество Cl[G;U ] антитонно по U ⊂ X,

т. е. справедливо соотношение

U ⊂ U ⊂ X ⇒ Cl[G;U ] ⊃ Cl[G;U ]. (1.2.2)

Очевидно, соотношение Cl[G;X] = X × Y равносильно замкнутости отоб-

ражения G.

Т е о р е м а 1.2.1. Пусть метрическое пространство X является

полным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0 и

R := (α− β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) <∞. (1.2.3)

Предположим что для любого x ∈ U := BX(x0, R) выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение уравнения (1.2.1).

Доказательство. Если x0 является решением уравнения (1.2.1), то

утверждение теоремы справедливо. Поэтому будем предполагать, что x0

не удовлетворяет уравнению (1.2.1). Докажем, что существует последова-

тельность {xn}, для которой при всех n = 1, 2, . . . выполнены условия:

F (xn, xn−1) = ŷ, ρ(xn, x0) ≤
αn − βn

αn(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)),

d(ŷ, F (xn, xn)) ≤ βρ(xn, xn−1).

(1.2.4)
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Для доказательства используем метод математической индукции.

Сначала проверим соотношения (1.2.4) при n = 1. Очевидно, выпол-

нено x0 ∈ U, поэтому согласно условиям теоремы справедливо включение

(x0, ŷ) ∈ Covα[F (·, x0);X]. Это означает существование элемента x1 ∈ X

такого, что

F (x1, x0) = ŷ и ρ(x1, x0) ≤
1

α
d(ŷ, F (x0, x0)) < R.

Так как x1 ∈ U, имеем (x1, ŷ) ∈ Lipβ[F (x1, ·);U ], таким образом, справед-

ливо неравенство

d(ŷ, F (x1, x1)) ≤ βρ(x1, x0).

Итак, для n = 1 соотношения (1.2.4) выполнены.

Предположим, что соотношения (1.2.4) справедливы для всех натураль-

ных n ≤ k. Докажем, что соотношения (1.2.4) верны при n = k + 1. По-

скольку

ρ(xk, x0) ≤
αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) < R,

в силу предположений теоремы имеем

(xk, ŷ) ∈ Covα[F (·, xk);X] и (xk, ŷ) ∈ Lipβ[F (xk, ·);U ].

Таким образом, существует элемент xk+1, для которого F (xk+1, xk) = ŷ и

ρ(xk+1, xk)≤
1

α
d
(
ŷ, F (xk, xk)

)
=

1

α
d
(
F (xk, xk−1), F (xk, xk)

)
≤ β

α
ρ
(
xk, xk−1

)
.

Так как аналогичное соотношение ρ(xn+1, xn) ≤ α−1βρ
(
xn, xn−1

)
справед-

ливо при любом натуральном n < k, получаем

ρ(xk+1, xk) ≤
βk

αk
ρ(x1, x0) ≤

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.
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Теперь, в силу предположения индукции, заключаем

ρ(x0, xk+1) ≤ ρ(x0, xk) + ρ(xk, xk+1) ≤

≤ αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) +

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
=

=
αk+1 − βk+1

αk+1(α− β)
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Из полученной оценки следует, что xk+1 ∈ U, и поэтому выполнено вклю-

чение (xk+1, ŷ) ∈ Lipβ[F (xk+1, ·);U ], которое гарантирует, что

d(ŷ, F (xk+1, xk+1)) ≤ βρ(xk+1, xk).

Итак, для n = k + 1 все соотношения (1.2.4) выполнены.

Покажем, что последовательность {xn} является фундаментальной.

При любых натуральных n,m, n < m имеем

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · ·+ ρ(xm−1, xm) ≤

≤ 1

α

m−1∑
i=n

βi

αi
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
≤ βn

αn

1

α− β
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Таким образом, для любого ε > 0 , если определить

N = log β
α

ε(α− β)

d
(
ŷ, F (x0, x0)

) ,
то при всех натуральных n,m, m > n > N будет выполнено неравенство

ρ(xn, xm) < ε.

Фундаментальная последовательность {xn} ⊂ U в полном простран-

стве X сходится к некоторой точке x̂ ∈ BX(x0, R). Из последнего в

(1.2.4) неравенства d
(
ŷ, F (xn, xn)

)
≤ βρ(xn+1, xn) следует сходимость
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d
(
ŷ, F (xn, xn)

)
→ 0, т. е. G(xn) → ŷ. А так как имеет место включение

(xn, ŷ) ∈ Cl[G;U ], получим G(x̂) = ŷ. �

Из теоремы 1.2.1 может быть выведена теорема 1.1.1. Для этого следует

определить отображение

F : X ×X → R, F (x, u) := d
(
φ(u), ψ(x)

)
, x, u ∈ X,

и рассмотреть уравнение

G(x) := d
(
φ(x), ψ(x)

)
= 0. (1.2.5)

Если при x0 ∈ X справедливо d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
<∞, то определив

R := (α− β)−1d
(
φ(x0), ψ(x0)

)
, U := BX(x0, R),

легко проверить, что имеет место включение (x, 0) ∈ Clα[G;U ], из α -на-

крывания отображения ψ следует, что при любом x ∈ X выполнено вклю-

чение (x, 0) ∈ Covα[F (·, x);X], а из β –липшицевости отображения φ —

включение (x, 0) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ]. Поэтому в условиях теоремы 1.1.1 для

уравнения (1.2.5) выполнены предположения теоремы 1.2.1.

Аналогично, из теоремы 1.2.1 выводится теорема 1.1.2.

Конечно, теорема 1.2.1 применима к исследованию точек совпадения

отображений, определенных на метрическом пространстве и действующих

не только в пространство с расстоянием, но и в пространство с «обычной»

метрикой; таким образом из теоремы 1.2.1 может быть выведена теорема

Арутюнова [23]. Отметим, что связь между уравнениями (1.1.2) и (1.2.1)

оставалась не замеченной авторами, утверждения о точках совпадения на-

крывающего и липшицева отображений и утверждения о липшицевом воз-

мущении накрывающего отображения считались независимыми.
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Приведем пример отображения, удовлетворяющего условиям теоре-

мы 1.2.1, действующего во множество, не являющееся метрическим про-

странством. Это обстоятельство не позволяет применить результаты [6, 18,

28], в то же время, теорема 1.2.1 гарантирует существование решения соот-

ветствующую операторного уравнения и его оценку.

Пример 1.2.1. Рассмотрим определенные в примере 1.1.4 полное мет-

рическое пространство (X, ρ) и пространство Y с расстоянием d.

Определим отображение F : X2 → Y соотношением

F (xi, xj) = y−i, ∀i, j ∈ Z

и проверим, удовлетворяет ли оно условиям теоремы 1.2.1.

Отображение F (xi, ·) постоянно, т. е. является липшицевым с коэф-

фициентом β = 0. Отображение F (·, xj) (как и любое определенное на

данном пространстве X отображение) является непрерывным, поскольку

для любой сходящейся к некоторому элементу u ∈ X последовательно-

сти {xin} ⊂ X существует такое n0, что xin = u при всех n ≥ n0. Тогда

F (xin, xj) = F (u, xj) и, таким образом, F (xin, xj) → F (u, xj). При любом

x ∈ X отображение F (·, x) : X → Y является сюръективным и накрыва-

ющим с коэффициентом

α = min
i,j,l∈Z

{d(F (xi, xj), F (xl, xj))
ρ(xi, xl)

}
= min

i,j∈Z

{d(y−i, y−l)

ρ(xi, xl)

}
= 2 > β = 0.

Итак, в рассматриваемом примере для любых ŷ ∈ Y, x0 ∈ X выпол-

нены все условия теоремы 1.2.1, и операторное уравнение (1.2.1) имеет ре-

шение в шаре BX(x0, R), радиус которого определяется формулой (1.2.3).

Результаты [6, 18, 28] в данном случае не применимы.
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Используя теорему 1.2.1, получим условия устойчивости решений урав-

нения (1.2.1) к малым изменениям отображения F.

Пусть при каждом n ∈ N заданы отображение Fn : X × X → Y и

элемент ŷn ∈ Y. Определим отображение Gn : X → Y, Gn(x) = Fn(x, x) и

рассмотрим уравнение

Gn(x) = ŷn. (1.2.6)

Нас будет интересовать вопрос о сходимости решений уравнения (1.2.6)

при n → ∞ к решению уравнения (1.2.1) в случае, если есть некоторая

сходимость Gn к G и ŷn к ŷ. Ответ на этот вопрос дает следующее утвер-

ждение.

Т е о р е м а 1.2.2. Пусть метрическое пространство X явля-

ется полным, известно решение x̂ уравнения (1.2.1), при каждом n ∈ N

заданы числа 0 ≤ βn < αn. Положим

rn :=
1

αn − βn
d
(
ŷn, Gn(x̂)

)
, U := BX(x̂, rn). (1.2.7)

Пусть для каждого n ∈ N при любом x ∈ U выполнено

(x, ŷn)∈ Covαn

[
Fn(·, x);X

]
, (x, ŷn)∈ Lipβn

[
Fn(x, ·);U

]
, (x, ŷn)∈ Cl

[
Gn;U

]
.

Если при n → ∞ выполнено rn → 0, то при любом n ∈ N уравнение

(1.2.6) разрешимо и существует такое его решение x̂n, что при n → ∞

имеет место сходимость x̂n → x̂ в X.

Доказательство. При любом n для уравнения (1.2.6) выполнены

условия теоремы 1.2.1. Следовательно, при любом n существует решение

x̂n уравнения (1.2.6) такое, что ρ(x̂n, x̂) ≤ rn. Из этого неравенства, в силу

сходимости rn → 0, получаем x̂n → x̂ при n→ ∞ . �
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Отметим, что условие rn → 0 выполнено, например, в случае, когда

имеет место сходимость d
(
ŷn, Gn(x̂)

)
→ 0, а константы накрывания αn и

липшицевости βn, соответственно, отображений Fn(·, x), Fn(x, ·) не зави-

сят от n.

1.2.2 Непрерывная зависимость решений от параметров

Здесь рассматривается задача о полунепрерывной зависимости от па-

раметров множеств решений уравнений. Необходимые для формулировки

основного результата определения полунепрерывности сверху и снизу мно-

гозначных отображений, действующих из топологического пространства

T в метрическое пространство X, приведены выше в пункте 1.1.4 (по-

дробнее см. [26, § 2.3], [35, § 1.2]). Нам также потребуются данные в в пунк-

те 1.1.4 определения свойств функционалов, заданных на топологическом

пространстве T. Напомним их. Пусть каждому x ∈ X поставлен в соот-

ветствие некоторый функционал ηx : T → R+. Пусть задана точка t0 ∈ T.

Нас будут интересовать следующие условия:

(C−) для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то для любого ε > 0 существует

окрестность W (t0) точки t0 такая, что ηx(t) < ε при всех t ∈ W (t0);

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε при всех

t ∈W (t0);

(Ĉ+) для любого ε > 0 существует окрестность W (t0) точки t0 такая,

что для любых x ∈ X, t ∈W (t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.

58



Сформулируем исследуемую здесь задачу. Пусть заданы отображения

ŷ : T → Y, F : X ×X × T → Y. Определим отображение G : X × T → Y

соотношением G(x, t) := F (x, x, t). Рассмотрим уравнение

G(x, t) = ŷ(t), (1.2.8)

с параметром t ∈ T относительно неизвестного x ∈ X. Обозначим множе-

ство решений этого уравнения через R(t) и получим условия полунепре-

рывности многозначного отображения t ∈ T 7→ R(t) ⊂ X.

Для каждого x ∈ X определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
ŷ(t), G(x, t)

)
. (1.2.9)

Для такого функционала условие (C−) выполнено, например, если в точ-

ке t0 непрерывны отображения ŷ : T → Y и отображение G(x, ·) : T → Y

при каждом x ∈ X, а расстояние d симметрично и удовлетворяет усло-

вию f -неравенства треугольника (1.1.7) с функцией f, обладающей свой-

ством (1.1.6). Оба условия (Ĉ−) и (Ĉ+) выполнены, если множество{
G(x, ·) | x ∈ X

}
равностепенно непрерывно в точке t0, отображение

ŷ : T → Y непрерывно в точке t0, и расстояние d отвечает перечислен-

ным выше условиям.

Т е о р е м а 1.2.3. Пусть метрическое пространство X является

полным, t0 ∈ T, 0 ≤ β < α. Пусть существует такая окрестность

V (t0) точки t0, что при любом t ∈ V (t0) найдется u ∈ X, для которого

d
(
ŷ(t), G(u, t)

)
<∞, и при любых x ∈ X, t ∈ V (t0)

(x, ŷ(t))∈Covα
[
F (·, x, t);X

]
, (x, ŷ(t))∈Lipβ

[
F (x, ·, t);X

]
,

(x, ŷ(t))∈Cl
[
F (x, ·, t);X

]
.
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Тогда при любом t ∈ V (t0) множество R(t) решений уравнения (1.2.8)

не пусто и замкнуто в X. Кроме того, многозначное отображение

R : V (t0) ⇒ X, при выполнении условия (C−) на функционалы (1.2.9),

является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении условия

(Ĉ−) — h -полунепрерывным снизу в t0, а при выполнении (Ĉ+) — h -по-

лунепрерывным сверху в t0.

Доказательство. Из теоремы 1.2.1 следует, что при любом t ∈ V (t0)

множество R(t) не пусто. Докажем замкнутость этого множества. Пусть

последовательность {x̂i} ⊂ R(t) сходится к элементу x̂ ∈ X. Так как

G(x̂i, t) = ŷ(t), i = 1, 2, . . . , в силу справедливости при любом x ∈ X

включения (x, ŷ(t)) ∈ Cl
[
F (x, ·, t);X

]
имеем G(x̂, t) = ŷ(t). Таким обра-

зом, x̂ ∈ R(t), т. е. множество R(t) является замкнутым.

Покажем, что при выполнении условия (C−) многозначное отображе-

ние R : V (t0) ⇒ X полунепрерывно снизу в точке t0. Проверим для R

справедливость соотношения (1.1.17). Пусть x̂0 ∈ R(t0), т. е. справедли-

во G(x̂0, t0) = ŷ(t0). Тогда ηx̂0
(t0) = 0. В силу условия (C−) для любого

ε > 0 можно определить такую окрестность V(t0) точки t0, что при всех

t ∈ V(t0) выполнено

ηx̂0
(t) = d

(
ŷ(t), G(x̂0, t)

)
< (α− β)ε.

Согласно теореме 1.2.1 при любом t ∈ V (t0)∩V(t0) уравнение (1.2.8) имеет

решение x̂ ∈ R(t), удовлетворяющее оценке

ρ(x̂, x̂0) ≤
1

α− β
d
(
ŷ(t), G(x̂0, t)) < ε.

Полунепрерывность снизу отображения R доказана.
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Пусть теперь выполнено условие (Ĉ−). Для произвольного ε > 0 опре-

делим такую окрестность V(t0) точки t0, что для любого элемента x ∈ X,

если ηx(t0) = 0, то ηx(t) < ε(α − β) при всех t ∈ V(t0). Для любого

t ∈ V (t)∩V(t) и для любого x̂0 ∈ R(t0) согласно теореме 1.2.1 существует

x̂ ∈ R(t) такой, что

ρ(x̂, x̂0) ≤
1

α− β
d
(
ŷ(t), G(x̂0, t)

)
=

1

α− β
ηx̂0

(t) < ε.

Таким образом, R(t0) ⊂ OX(R(t), ε), т. е. многозначное отображение R

является h -полунепрерывным снизу в точке t0 .

В заключение покажем, что при выполнении условия (Ĉ+) отображе-

ние R : V (t0) ⇒ X является h -полунепрерывным сверху в точке t0. Для

любого ε > 0 определим такую окрестность V(t0) точки t0, что для лю-

бых x ∈ X, t ∈ V(t0), если ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε(α − β). Тогда для

любого t ∈ V (t) ∩ V(t) и для любого x̂ ∈ R(t) согласно теореме 1.1.2

существует x̂0 ∈ R(t0) такой, что

ρ(x̂, x̂0) ≤
1

α− β
d
(
ŷ(t0), G(x̂, t0)

)
=

1

α− β
ηx̂(t0) < ε.

Таким образом, R(t) ⊂ OX(R(t0), ε), т. е. многозначное отображение R

является h -полунепрерывным сверху в точке t0 . �
В условиях теоремы 1.2.3 не гарантируется полунепрерывность свер-

ху многозначного отображения R и, следовательно, не гарантируется его

непрерывность. Приведем соответствующий пример.

Пример 1.2.2. Пусть в пространствах T = R, X = R2, Y = R за-

дана «обычная» евклидова метрика, ŷ = 0 ∈ R. Определим отображение

F : R2 × R2 × R → R соотношением F (x, u, t) = x1 − t, где x = (x1, x2),
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u = (u1, u2). Это линейное отображение, очевидно, непрерывно. При лю-

бых t ∈ R, x ∈ R2 отображение F (t, x, ·) : R2 → R, очевидно, являет-

ся липшицевым с константой β = 0. Покажем, что при любых t ∈ R,

u ∈ R2 отображение F (·, u, t) : R2 → R является накрывающим. При лю-

бых x = (x1, x2) ∈ R2, y′ ∈ R положим x′ = (y′ + t, x2) ∈ R2 (т. е.

x′1 = y′ + t, x′2 = x2 ). Для этого элемента выполнено

F (x′, u, t) = y′ и
∣∣F (x′, u, t)−F (x, u, t)∣∣ = |y′−x1+t| = |x′1−x1| = ρR2(x′, x).

Таким образом, отображение F (·, u, t) является накрывающим с констан-

той α = 1.

Положим G(x, t) = F (x, x, t) = x1 − t. Отображение G(x, ·) : R2 → R

равностепенно непрерывно. Итак, при любом t0 ∈ R выполнены все усло-

вия теоремы 1.2.3. Уравнение (1.2.8), которое здесь имеет вид

x1 − t = 0,

разрешимо при любом t, его решения образуют множество

R(t) = {(x1, x2) : x1 = t, x2 ∈ R+}.

Многозначное отображение R : R ⇒ R2 является h -непрерывным (в лю-

бой точке t0 ∈ R ), но не обладает свойством полунепрерывности сверху

ни в одной точке t0 ∈ R .
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Глава 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ, НЕ

РАЗРЕШЕННОЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

§ 2.1. Функциональные уравнения в пространстве измеримых

функций

В этом параграфе рассматривается функциональное уравнение с от-

клоняющимся аргументом относительно неизвестной измеримой функции.

Исследование основано на полученных в первой главе результатах об опе-

раторных уравнениях с накрывающими отображениями, действующими

из метрического пространства в множество, снабженное расстоянием. Для

применения соответствующих теорем в пространстве измеримых функций

вводится расстояние и для действующих в полученном пространстве опе-

раторов суперпозиции определяются множества замкнутости, накрывания

и липшицевости. Этим вопросам посвящен пункт 2.1.1. В пункте 2.1.2 дока-

зана теорема существования измеримого решения функционального урав-

нения с отклоняющимся аргументом. Доказательство фактически состоит

в проверке условий теоремы 1.2.1. В заключительном пункте 2.1.3 получе-

ны условия устойчивости решений к изменениям функций, порождающих

рассматриваемое функциональное уравнение.

2.1.1 Множества накрывания и липшицевости отображений,

порождаемых функциональными и дифференциальными

уравнениями, в пространствах измеримых функций

Пусть τ > 0. Обозначим меру Лебега на [0, τ ] через µ, а через S =

S([0, τ ],R) — пространство измеримых (по Лебегу) функций u : [0, τ ] → R.

Выделим в S подмножество S+ неотрицательных функций. Определим в
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пространстве S расстояние следующим образом.

Пусть задана функция двух аргументов θ : R×R → R+, удовлетворя-

ющая условию

(A) при любом фиксированном втором аргументе z ∈ R функция

первого аргумента θ(·, z) : R → R+ непрерывна в точке z, справедливо

равенство θ(z, z) = 0 и имеет место соотношение

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ. (2.1.1)

Будем также предполагать, что функция θ суперпозиционно измерима:

θ(z1, z2) ∈ S для любых z1, z2 ∈ S (это предположение выполнено, напри-

мер, если функция θ непрерывна по каждому аргументу; более общие усло-

вия суперпозиционной измеримости получены в [80], см. также [46, с. 110]

и [75]).

Зададим отображение d θ : S× S → R+ соотношением

∀υ, z ∈ S d θ(υ, z) = vrai sup
t∈[0,τ ]

θ(υ(t), z(t)). (2.1.2)

Для отображения d θ очевидно выполнена аксиома тождества, т. е. это

отображение является расстоянием в S. Пространство (S, d θ) будем обо-

значать Sθ. Отметим, что расстояние d θ не обязано быть симметричным

и может не удовлетворять неравенству треугольника.

Заметим также, что для функции θ0 : R × R → R+, определенной

формулой

θ0(z1, z2) = |z1 − z2|,

соответствующее отображение d θ0 : S × S → R+ является метрикой в S.

Будем обозначать эту метрику через ρ (т. е. ρ = d θ0 ), а соответствую-

щее пространство измеримых функций — через Sθ0 = (S, ρ). Метрическое
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пространство Sθ0 является полным. В этом пространстве шар BSθ0(x0, r) с

центром в x0 ∈ Sθ0 радиуса r ∈ (0,∞] — это множество измеримых функ-

ций x : [0, τ ] → R таких, что x(t) ∈ BR(x0(t), r) = [x0(t)− r, x0(t) + r] при

п.в. t ∈ [0, τ ]. При r = ∞ полагаем BSθ0(x0,∞) = Sθ0 при любом x0 ∈ Sθ0.

Пусть задана удовлетворяющая условиям Картеодори функция g :

[0, τ ] × R → R, т. е. по первому аргументу она измерима, а по второму

— непрерывна. Определим оператор Немыцкого

(Ngu)(t) = g(t, u(t)). (2.1.3)

В силу принятых на функцию g предположений этот оператор отображает

измеримые функции в измеримые. Исследуем свойства замкнутости, непре-

рывности, накрывания и липшицевости оператора Ng, как действующего

из Sθ0 = (S, ρ) в Sθ = (S, d θ), где функция θ : R×R → R+, удовлетворяет

условию (A).

Предложение 2.1.1. Оператор Ng : Sθ0 → Sθ является замкнутым.

Если дополнительно множество функций
{
g(t, ·) : R → R, t ∈ [0, τ ]

}
равностепенно непрерывно, т. е.

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t ∈ [0, τ ] ∀x, u ∈ R

|x− u| < δ ⇒ |g(t, x)− g(t, u)| < ε, (2.1.4)

а для функции θ : R× R → R+ выполнено соотношение

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀υ, z ∈ R |υ − z| < δ ⇒ θ(υ, z) < ε, (2.1.5)

то оператор Ng : Sθ0 → Sθ непрерывен.
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Доказательство. Покажем, что для любого z ∈ R и для любой по-

следовательности {zi} ⊂ R соотношение θ(z, zi) → 0 эквивалентно тому,

что |z − zi| → 0.

Сначала, пусть θ(z, zi) → 0. Если соотношение |z−zi| → 0 не выполне-

но, то существует подпоследовательность {zij} и положительное число δ

такие, что |z−zij | ≥ δ. Из (2.1.1) получим, что θ(z, zij) ≥ γ при некотором

положительном γ. Это неравенство противоречит сходимости θ(z, zi) → 0.

Итак, |z − zi| → 0.

Обратно, в силу непрерывности функции θ(·, z) в точке z получаем,

что в случае |z − zi| → 0 будет выполнено θ(z, zi) → θ(z, z) = 0.

Теперь докажем замкнутость оператора Ng : Sθ0 → Sθ. Пусть заданы

элементы u ∈ Sθ0, y ∈ Sθ и последовательность {ui} ⊂ Sθ0 такие, что

vrai sup
t∈[0,τ ]

θ0
(
u(t), ui(t)

)
= vrai sup

t∈[0,τ ]

∣∣u(t)− ui(t)
∣∣ → 0, (2.1.6)

vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
y(t), g(t, ui(t))

)
→ 0. (2.1.7)

Согласно доказанному выше, из соотношений (2.1.6) и (2.1.7) следуют схо-

димости

ui(t) → u(t), g(t, ui(t)) → y(t) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Так как функция g(t, ·) непрерывна, имеем g(t, ui(t)) → g(t, u(t)) при п.в.

t ∈ [0, τ ]. Тогда в силу единственности предела числовой последовательно-

сти получаем g(t, u(t)) = y(t).

Теперь, предполагая, что выполнены условия (2.1.4), (2.1.5), докажем

непрерывность оператора Ng : Sθ0 → Sθ.

Пусть задана сходящаяся последовательность {ui} ⊂ Sθ0, т. е. имеет
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место (2.1.6). Из (2.1.4) и (2.1.6) следует, что

vrai sup
t∈[0,τ ]

|g(t, u(t))− g(t, ui(t))| → 0,

а из (2.1.5) получим соотношение

vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
g(t, u(t)), g(t, ui(t))

)
→ 0.

Таким образом непрерывность оператора Ng : Sθ0 → Sθ доказана. �

Пусть задано многозначное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R (т. е. отобра-

жение, сопоставляющее каждому t ∈ [0, τ ] непустое замкнутое множество

Ω(t) ⊂ R ). Будем предполагать, что это отображение измеримо (используе-

мые ниже сведения об измеримых многозначных отображениях см., напри-

мер, в [26, §2.5], [35, §1.5], [59, п. 8.1.2]). Множество его измеримых сечений

не пусто, обозначим его через

Sel(Ω) := {u ∈ S | u(t) ∈ Ω(t) при п.в. t ∈ [0, τ ]}.

Предложение 2.1.2. Пусть заданы x, y ∈ S, α > 0 и измеримое

многозначное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R. Пусть при п.в. t ∈ [0, τ ]

выполнено следующее условие

∃u ∈ Ω(t) g(t, u) = y(t) и |u− x(t)| ≤ α−1θ
(
y(t), g(t, x(t))

)
. (2.1.8)

Тогда (x, y) ∈ Covα[Ng; Sel(Ω)], где оператор Ng : Sθ0 → Sθ определен

соотношением (2.3.1). В частности, если выполнено условие (2.1.8), в

котором Ω(t) ≡ R, то (x, y) ∈ Covα
[
Ng;Sθ0

]
.

Доказательство. Положим r(t) = α−1θ
(
y(t), g(t, x(t))

)
. Так как

функция g удовлетворяет условиям Каратеодори, а функция θ суперпози-
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ционно измерима, определенная здесь функция [0, τ ] ∋ t 7→ r(t) ∈ R+ из-

мерима. Теперь определим многозначное отображение [0, τ ] ∋ t 7→ B(t) =

[x(t) − r(t), x(t) + r(t)], очевидно, являющееся измеримым. Из (2.1.8) сле-

дует включение y(t) ∈ g
(
t,B(t)∩Ω(t)

)
при п.в. t ∈ [0, τ ]. Согласно лемме

Филиппова (см., например, [35, лемма 1.5.15]), существует функция û ∈ Sθ0

такая, что û(t) ∈ B(t) ∩ Ω(t) и g(t, û(t)) = y(t) при п.в. t ∈ [0, τ ]. Для

этой функции выполнено u ∈ Sel(Ω) и

ρ(û, x) = vrai sup
t∈[0,τ ]

∣∣û(t)− x(t)
∣∣ ≤ α−1vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
y(t), g(t, x(t))

)
=

= α−1d θ(y,Ngx),

следовательно, (x, y) ∈ Covα[Ng; Sel(Ω)]. �

З а м е ч а н и е 2.1.1. Определим на числовой прямой R рассто-

яние θ и обозначим Rθ = (R, θ), а символом R будем обозначать веще-

ственное пространство с «обычной метрикой» θ0. Функцию g можем

рассматривать как отображение [0, τ ] × R → Rθ. Тогда соотношение

(2.1.8) означает, что выполнено включение

(x(t), y(t)) ∈ Covα[g(t, ·); Ω(t)], g(t, ·) : R → Rθ, t ∈ [0, τ ]. (2.1.9)

Таким образом, предложение 2.1.2 можно сформулировать следующим

образом: если для x, y ∈ S и α > 0 имеет место включение (2.1.9), то

(x, y) ∈ Covα[Ng; Sel(Ω)], Ng : Sθ0 → Sθ.

Пример 2.1.1. Определим функцию θ : R×R → R+ соотношениями:

z1z2 ≥ 0 ⇒ θ(z1, z2)=


∣∣√|z1|−

√
|z2|

∣∣, если
√
|z1|+

√
|z2| ≤ 1,

|z1 − z2|, если
√
|z1|+

√
|z2| > 1;

(2.1.10)

68



z1z2 < 0 ⇒ θ(z1, z2) = θ(z1, 0) + θ(0, z2). (2.1.11)

Для этой функции выполнено условие (A).

Приведем еще одно свойство функции θ, очевидно следующее из ее

определения:

∀λ ∈ [0, 1) ∀z1, z2 ∈ R λ θ(z1, z2) ≤ θ(λz1, λz2) ≤
√
λ θ(z1, z2). (2.1.12)

Действительно, в случае z1z2 ≥ 0 имеем√
|z1|+

√
|z2| ≤ 1 ⇒

θ(λz1, λz2) =
√
λ
∣∣√|z1| −

√
|z2|

∣∣ = √
λ θ(z1, z2) ⇒ (2.1.12);

1 <
√

|z1|+
√
|z2| ≤ 1/

√
λ ⇒ θ(λz1, λz2) =

√
λ |z1 − z2|√
|z1|+

√
|z2|

⇒ (2.1.12);√
|z1|+

√
|z2|>1/

√
λ ⇒ θ(λz1, λz2)= λ|z1 − z2|= λθ(z1, z2) ⇒ (2.1.12).

А если z1z2 < 0, то θ(λz1, λz2) = θ(λz1, 0) + θ(0, λz2), следовательно,

θ(λz1, λz2) ≤
√
λ θ(z1, 0) +

√
λθ(0, z2) =

√
λ θ(z1, z2);

θ(λz1, λz2) ≥ λ θ(z1, 0) + λ θ(0, z2) = λ θ(z1, z2).

Доказанное соотношение (2.1.12) равносильно соотношению

∀ν > 1 ∀z1, z2 ∈ R
√
ν θ(z1, z2) ≤ θ(νz1, νz2) ≤ ν θ(z1, z2). (2.1.13)

Пусть τ = 1, S = S([0, 1],R). Определим по функции θ, заданной со-

отношениями (2.1.10), (2.1.11), расстояние d θ в пространстве S формулой

(2.1.2). Это расстояние симметрично и удовлетворяет неравенству треуголь-

ника, т. е. является ∞ -метрикой.

Прежде всего заметим, что в силу неравенства θ(z1, z2) ≥ |z1 − z2|,

z1, z2 ∈ R, справедливо d θ(x1, x2) ≥ d θ0(x1, x2), x1, x2 ∈ S. Следовательно,
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любое отображение в пространстве S, являющееся α -накрывающим отно-

сительно «обычной метрики» d θ0 (т. е. как отображение Sθ0 → Sθ0 ) будет

также α -накрывающим как отображение Sθ0 → Sθ. Рассмотрим отобра-

жение, которое, если считать его отображением Sθ0 → Sθ0, не является

накрывающим ни с какой константой α, и тем не менее 1 -накрывающее

как отображение Sθ0 → Sθ.

Пусть задана функция q ∈ S такая, что q(t) ≥ 1 при п.в. t ∈ [0, 1].

Рассмотрим функции g0, g1, : [0, 1] × R → R, определяемые при любых

t ∈ [0, 1], x ∈ R, формулами

g0(t, x) = x2, g1(t, x) = q(t)x2.

Согласно предложению 2.1.1 соответствующие этим функциям операто-

ры Немыцкого Ng0, Ng1 : Sθ0 → Sθ замкнуты. Исследуем вначале «множе-

ство накрывания» Covα[Ng0;S] оператора Немыцкого Ng0, порожденного

функцией g0. Заметим, что функция первого аргумента g0(·, x) постоянна,

функция второго аргумента g0(t, ·) четная, её сужение на R+ инъективно,

монотонно, а как действующее в R+, еще и сюръективно. Покажем, что

для α = 1, любых функций x ∈ S и y ∈ S+ выполнены условия пред-

ложения 2.1.2, где Ω(t) ≡ R, т. е. проверим справедливость соотношения

(2.1.8).

Пусть t ∈ [0, 1]. Предположим для простоты, что x(t) ≥ 0. Определим

u =
√
y(t) (если x(t) < 0, то следует положить u = −

√
y(t) ). Имеем

x(t) + u ≤ 1 ⇒ θ(y(t), g0(t, x(t))) = |u− x(t)|,

x(t) + u > 1 ⇒ θ(y(t), g0(t, x(t))) = |u2 − x2(t)| =

= |u− x(t)|(u+ x(t)) ≥ |u− x(t)|.
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Итак, соотношение (2.1.8) справедливо, поэтому согласно предложению

2.1.2 получаем

∀x ∈ S, ∀y ∈ S+ (x, y) ∈ Covα[Ng0;S], где α = 1.

Теперь покажем, что для оператора Немыцкого Ng1 : Sθ0 → Sθ, порож-

денного функцией g1, множество Covα[Ng1;S] при α = 1 также содержит

все пары (x, y) ∈ S × S+. Поскольку
(
x(·), q−1(·)y(·)

)
∈ Covα[Ng0;S], су-

ществует функция u ∈ S такая, что

(Ng0u)(·) = q−1(·)y(·) ⇔ Ng1u = y

и имеет место неравенство

ρ(u, x) ≤ dθ(q−1(·)y(·), Ng0x) = dθ
(
q−1(·)y(·), q−1(·)(Ng1x)(·)

)
.

На основании соотношения (2.1.12) получаем неравенство

ρ(u, x) ≤ dθ(y,Ng1x).

Итак, доказано, что (x, y) ∈ Covα[Ng1;S] при всех (x, y) ∈ S× S+.

Пример 2.1.2. Рассмотрим еще одну функцию θ : R × R → R+, удо-

влетворяющую условию (A), определенную соотношениями:

z1z2 ≥ 0 ⇒ θ(z1, z2) =

 |z21 − z22|, если |z1 + z2| ≤ 1,

|z1 − z2|, если |z1 + z2| > 1;
(2.1.14)

z1z2 < 0 ⇒ θ(z1, z2) = θ(z1, 0) + θ(0, z2). (2.1.15)

В пространстве S = S([0, 1],R) формулой (2.1.2) зададим расстояние d θ.

Это расстояние симметрично, и тем не менее не является метрикой, так
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как не удовлетворяет неравенству треугольника, например, для z1 = 0,

z2 = 1/2, z3 = 1 имеем

θ(z1, z2) = 1/4, θ(z2, z3) = 1/2, θ(z1, z3) = 1 > 1/4 + 1/2.

Рассмотрим функцию ĝ0 : [0, 1]× R → R,

ĝ0(t, x) = |x|+
√
|x|, x ∈ R, t ∈ [0, 1]. (2.1.16)

Легко проверить (проведя такие же рассуждения, как в примере 2.1.1), что

для α = 1, любых x ∈ S и y ∈ S+ выполнены условия предложения 2.1.2,

где Ω(t) ≡ R. Таким образом,

∀(x, y) ∈ S× S+ (x, y) ∈ Covα[Nĝ0;S], где α = 1.

Предложение 2.1.3. Пусть заданы x, y ∈ S, β ≥ 0 и измеримое

многозначное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R. Пусть при п.в. t ∈ [0, τ ]

выполнено

∀u ∈ Ω(t) g(t, u) = y(t) ⇒ θ
(
y(t), g(t, x(t))

)
≤ β

∣∣u− x(t)
∣∣. (2.1.17)

Тогда (x, y) ∈ Lipβ[Ng; Sel(Ω)], где оператор Ng : Sθ0 → Sθ определен

соотношением (2.3.1).

Доказательство. Пусть для некоторой функции û ∈ Sel(Ω) выпол-

нено Ngû = y. Тогда из соотношения (2.1.17) следует, что

d θ
(
y,Ngx

)
= vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
y(t), g(t, x(t))

)
≤ βvrai sup

t∈[0,τ ]

∣∣û(t)−x(t)∣∣ = βρ(û, x).

Таким образом, (x, y) ∈ Lipβ[Ng; Sel(Ω)]. �
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З а м е ч а н и е 2.1.2. Соотношение (2.1.17) означает, что

выполнено включение

(x(t), y(t)) ∈ Lipβ[g(t, ·),Ω(t)], g(t, ·) : R → Rθ, t ∈ [0, τ ]. (2.1.18)

Поэтому предложение 2.1.2 можно сформулировать следующим образом:

если для x, y ∈ S и β ≥ 0 выполнено (2.1.18), то (x, y) ∈ Lipβ[Ng; Sel(Ω)],

Ng : Sθ0 → Sθ.

Следствие 2.1.1. Пусть задано измеримое многозначное отображе-

ние Ω : [0, τ ] ⇒ R. Предположим, что при п.в. t ∈ [0, τ ] отображение

g(t, ·) : R → Rθ является β -липшицевым на множестве Ω(t), т. е. для

любых x, u ∈ Ω(t) выполнено неравенство

θ
(
g(t, u), g(t, x)

)
≤ β

∣∣u− x
∣∣. (2.1.19)

Тогда при всех функциях x ∈ Sel(Ω), y ∈ Sθ справедливо включение

(x, y) ∈ Lipβ[Ng; Sel(Ω)], где Ng : Sθ0 → Sθ, т. е. оператор Ng является

β -липшицевым на множестве Sel(Ω).

Пример 2.1.3. Как и в примере 2.1.1, определим функцию θ формула-

ми (2.1.10), (2.1.11). В силу неравенства θ(z1, z2) ≥ |z1−z2| любая функция

g : [0, 1]×R → R, удовлетворяющая при некотором β ≥ 0 условию (2.1.19)

будет также удовлетворять и «обычному условию Липшица»

|g(t, u)− g(t, x)| ≤ β|u− x|, x, u ∈ Ω(t). (2.1.20)

Обратное неверное. Так для функции g(t, x) = x соотношение (2.1.20)

имеет место при Ω(t) ≡ R с коэффициентом Липшица равным 1, но усло-

вие (2.1.19) не выполняется ни при каком β ≥ 0 даже если Ω(t) ≡ [0, ε],
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где ε > 0 сколь угодно малое. Действительно, для любого x > 0 имеем

θ
(
g(t, 0), g(t, x)

)
=

√
x = βx|x− 0|, где βx = 1/

√
x→ ∞ при x→ 0 + .

Теперь рассмотрим функцию, удовлетворяющую условию (2.1.19).

Пусть заданы: функция p ∈ S такая, что p(t) ≥ 1/2 при п.в. t ∈ [0, 1], и

число β ≥ 0. Положим

g2 : [0, 1]× R → R, g2(t, x) = β|x|+ p(t), x ∈ R, t ∈ [0, 1]. (2.1.21)

Значения этой функции при любых аргументах t, x, удовлетворяют нера-

венству g2(t, x) ≥ 1/2, поэтому в силу формулы (2.1.10) при всех x, u ∈ R

и t ∈ [0, 1] имеем

θ
(
g2(t, u), g2(t, x)

)
=

∣∣g2(t, u)− g2(t, x)
∣∣ = β

∣∣|u| − |x|
∣∣ ≤ β|u− x|.

Итак, выполнены предположения следствия 2.1.1 (где Ω(t) ≡ R ) и

поэтому определяемый функцией g2 оператор Немыцкого Ng2 : Sθ0 → Sθ

является липшицевым с константой β на всем пространстве Sθ0. Заметим

также, что согласно предложению 2.1.1 оператор Ng2 замкнут.

Пример 2.1.4. Как и в примере 2.1.2, определим функцию θ фор-

мулами (2.1.14), (2.1.15) и функцию ĝ0 : [0, 1] × R → R соотношением

(2.1.16). Для этой функции справедливо неравенство (2.1.19) с коэффици-

ентом β = 4 при всех x, u ∈ R. Согласно следствию 2.1.1 определяемый

функцией ĝ0 оператор Немыцкого Nĝ0 : Sθ0 → Sθ является липшицевым с

константой β = 4 на всем пространстве Sθ0.

Сформулируем условия липшицевости еще одного отображения, необ-

ходимого для исследования различных функциональных уравнений с от-

клоняющимся аргументом.
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Пусть задана функция h : [0, τ ] → [0, τ ] такая, что

∀E ⊂ [0, τ ] µ(E) = 0 ⇒ µ(h−1(E)) = 0. (2.1.22)

Это условие обеспечивает измеримость функции u(h(·)) для любой изме-

римой функции u : [0, τ ] → R (см. [19, §1.3], [41, с. 707]), что позволяет

определить оператор

Sh : S → S, (Shu)(t) = u(h(t)), t ∈ [0, τ ].

Используя предложение 2.1.3, исследуем множество β -липшицевости ком-

позиции

NgSh : Sθ0 → Sθ, (NgShx)(t) = g
(
t, x(h(t))

)
, t ∈ [0, τ ]. (2.1.23)

Для этого исследования нам потребуется следующее утверждение.

Л е м м а 2.1.1. Для измеримого многозначного отображения Ω :

[0, τ ] ⇒ R композиция Ωh : [0, τ ] ⇒ R также измерима. Если функция

ω ∈ S является сечением отображения Ω, т. е. ω(t) ∈ Ω(t) при п.в.

t ∈ [0, τ ], то функция Shω измерима и является сечением отображения

Ωh, т. е. выполнено ω(h(t)) ∈ Ω(h(t)) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Доказательство. Многозначное отображение измеримо тогда и

только тогда, когда оно обладает представлением Кастена (см. [35, тео-

рема 1.5.6 и замечание 1.5.7]. Поэтому существует такой счетный набор

измеримых сечений ωn, n = 1, 2, . . . , отображения Ω, что

Ω(t) =
∞∪
n=1

{ωn(t)} при п.в. t ∈ [0, τ ]
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(чертой обозначено замыкание множества в пространстве R ). В силу усло-

вия (2.1.22) функции Shωn, n = 1, 2, . . . , измеримы. Докажем, что выпол-

нено соотношение

Ω(h(t)) =
∞∪
n=1

{ωn(h(t))} при п.в. t ∈ [0, τ ]. (2.1.24)

Определим множество I =
{
t ∈ [0, τ ] | Ω(h(t)) ̸=

∞∪
n=1

{ωn(h(t))}
}
. Оче-

видно, выполнено

I = h−1(E),

где E =
{
s ∈ [0, τ ] | Ω(s) ̸=

∞∪
n=1

{ωn(s)}
}
. Так как µ(E) = 0, в силу

условия (2.1.22), имеем µ(I) = 0. Итак, соотношение (2.1.24) выполнено.

Таким образом, для многозначного отображения Ωh : [0, τ ] ⇒ R имеет

место представление Кастена, поэтому это отображение измеримо.

Пусть для некоторой функции ω ∈ S при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено

включение ω(t) ∈ Ω(t). Определим множество

I =
{
t ∈ [0, τ ] | ω(h(t)) /∈ Ω(h(t))

}
.

Это множество представим в виде

I = h−1(E),

где E =
{
s ∈ [0, τ ] | ω(s) /∈ Ω(s)

}
. Так как µ(E) = 0, в силу условия

(2.1.22), имеем µ(I) = 0. Итак, ω(h(t)) ∈ Ω(h(t)) при п.в. t ∈ [0, τ ]. �

Предложение 2.1.4. Пусть заданы x, y ∈ S, β ≥ 0 и измеримое

многозначное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R. Пусть при п.в. t ∈ [0, τ ] вы-

полнено включение (x(h(t)), y(t)) ∈ Lipβ[g(t, ·),Ω(h(t))], g(t, ·) : R → Rθ,
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т. е. справедливо соотношение

∀u∈Ω(h(t)) g(t, u)=y(t) ⇒ θ
(
y(t), g(t, x(h(t)))

)
≤β

∣∣u− x(h(t))
∣∣. (2.1.25)

Тогда (x, y) ∈ Lipβ[NgSh; Sel(Ω)], где оператор NgSh : Sθ0 → Sθ определен

соотношением (2.1.23).

Доказательство. Пусть для некоторой функции û ∈ Sel(Ω) выпол-

нено NgShû = y. Согласно лемме 2.1.1, û(h(t)) ∈ Ω(h(t)) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Из соотношения (2.1.25) следует, что

d θ
(
y,NgShx

)
= vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
y(t), g(t, x(h(t)))

)
≤

≤ βvrai sup
t∈[0,τ ]

∣∣û(h(t))− x(h(t))
∣∣. (2.1.26)

Определим множество

I =
{
t ∈ [0, τ ] |

∣∣û(h(t))− x(h(t))
∣∣ > ρ(x, û)

}
.

Представим это множество в виде

I = h−1(E), E =
{
s ∈ [0, τ ] |

∣∣û(s)− x(s)
∣∣ > ρ(û, x)

}
.

Так как µ(E) = 0, получаем µ(I) = 0, и поэтому
∣∣û(h(t)) − x(h(t))

∣∣ ≤
ρ(û, x) при п.в. t ∈ [0, τ ]. Учитывая это неравенство, из соотношения

(2.1.26) получаем

d θ
(
y,NgShx

)
≤ βρ(û, x).

Таким образом, (x, y) ∈ Lipβ[NgSh; Sel(Ω)]. �

Следствие 2.1.2. Пусть задано измеримое многозначное отображе-

ние Ω : [0, τ ] ⇒ R. Предположим, что при п.в. t ∈ [0, τ ] отображение
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g(t, ·) : R → Rθ является β -липшицевым на множестве Ω(h(t)), т. е.

для любых x, u ∈ Ω(h(t)) выполнено неравенство (2.1.19). Тогда для опре-

деленного соотношением (2.1.23) оператора NgSh : Sθ0 → Sθ при всех

x ∈ Sel(Ω), y ∈ Sθ справедливо включение (x, y) ∈ Lipβ[NgSh; Sel(Ω)],

т. е. NgSh является β -липшицевым на множестве Sel(Ω) оператором.

Пример 2.1.5. Пусть функция θ : R × R → R+ задана формулами

(2.1.10), (2.1.11), а функция g2 : [0, 1] × R → R — соотношением (2.1.21),

где β ≥ 0 и p(t) ≥ 1/2 при п.в. t ∈ [0, 1]. Как показано в примере 2.1.3,

эта функция удовлетворяет условию (2.1.19) при всех x, u ∈ R. Поэтому в

силу следствия 2.1.2 композиция

Ng2Sh : Sθ0 → Sθ, (Ng2Shx)(t) = β
∣∣x(h(t))∣∣+ p(t),

является β -липшицевым на всем пространстве S оператором.

2.1.2 Разрешимость функциональных уравнений

Применим полученные в п. 2.1.1 утверждения к исследованию функцио-

нального уравнения с отклоняющимся аргументом. Пусть задана функция

f : [0, τ ] × R × R → R, являющаяся измеримой по первому аргументу

и непрерывной по совокупности второго и третьего аргументов, функция

h : [0, τ ] → [0, τ ], удовлетворяющая условию (2.1.22), и измеримая функ-

ция ŷ : [0, τ ] → R. Рассмотрим уравнение

f
(
t, x(h(t)), x(t)

)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ], (2.1.27)

относительной неизвестной измеримой функции x : [0, τ ] → R.

З а м е ч а н и е 2.1.3. В исследованиях функциональных уравнений

обычно рассматриваются уравнения с правой частью, равной 0, посколь-
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ку функцию ŷ, очевидно, можно перенести в левую часть и «включить»

в функцию f. При этом в стандартных метриках функциональных про-

странств расстояние между функциями f
(
·, x(h(·)), x(·)

)
и ŷ(·), совпа-

дает с расстоянием от функции f
(
·, x(h(·)), x(·)

)
− ŷ(·) до 0. Однако, для

введенной в пункте 2.1.1 метрики d θ пространства измеримых функций

эти расстояния различны, т. е. возможна ситуация, когда некоторые

условия выполнены для заданной правой части ŷ, однако будут наруше-

ны если ŷ перенести в левую часть и «включить» в f. Именно поэтому

здесь рассматривается уравнение с ненулевой правой частью. Ниже по

той же причине рассматриваются дифференциальные и интегральные

уравнения с ненулевой правой частью.

Для произвольного v ∈ S определим функции g
[v]
1 , g

[v]
2 : [0, τ ]× R → R

соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(h(t)), x), g

[v]
2 (t, x) = f(t, x, v(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Функции g
[v]
1 , g

[v]
2 , очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Т е о р е м а 2.1.1. Пусть заданы α > β ≥ 0, x0 ∈ S такие, что

R :=
1

α− β
vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
ŷ(t), f(t, x0(h(t)), x0(t))

)
<∞. (2.1.28)

Пусть для каждого v ∈ BSθ0(x0, R) функция g
[v]
1 удовлетворяет усло-

вию (2.1.8) при любом x ∈ BSθ0(x0, R), заданном y = ŷ и Ω(t) ≡ R, а

функция g
[v]
2 — условию (2.1.25) при тех же функциях x, y, но с иным

многозначным отображением: Ω(t) = BR(x0(t), R) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Тогда существует решение x̂ ∈ BSθ0(x0, R) уравнения (2.1.27).
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Доказательство. Обозначим через Nf : Sθ0 × Sθ0 → Sθ оператор

Немыцкого

(Nf(x, u))(t) = f(t, u(t), x(t)), t ∈ [0, τ ],

и определим отображения

F : Sθ0 × Sθ0 → Sθ, F (x, u) = Nf(x, Shu); G : Sθ0 → Sθ, G(x) = F (x, x).

Докажем замкнутость отображений F,G. Пусть для произвольных после-

довательностей {xi}, {ui} ⊂ Sθ0, элементов x, u ∈ Sθ0 и w ∈ Sθ при i→ ∞

выполнено ρ(x, xi) → 0, ρ(u, ui) → 0 и d θ
(
w,F (xi, ui)

)
→ 0. Тогда, как

показано при доказательстве предложения 2.1.1, при п.в. t ∈ [0, τ ] имеют

место сходимости

xi(t) → x(t), ui(t) → u(t), (F (xi, ui))(t) → w(t).

В силу второго из этих трех соотношений при п.в. t ∈ [0, τ ] имеем

ui(h(t)) → u(h(t)). Поэтому вследствие непрерывности функции f(t, ·, ·)

при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено f(t, ui(h(t)), xi(t)) → f(t, u(h(t)), x(t)).

Итак, (F (xi, ui))(t) → (F (x, u))(t) и (F (xi, ui))(t) → w(t), следователь-

но, (F (x, u))(t) = w(t), t ∈ [0, τ ]. Доказано, что отображение F является

замкнутым, а следовательно, отображение G также замкнуто.

Для произвольной функции v ∈ BSθ0(x0, R) оператор F (·, v) : Sθ0 → Sθ

является оператором Немыцкого N
g
[v]
1
, порожденным функцией g

[v]
1 . Этот

оператор удовлетворяет условиям предложения 2.1.2 при y = ŷ, любом

x ∈ BSθ0(x0, R) и многозначном отображении t ∈ [0, τ ] 7→ Ω(t) = R. Со-

гласно предложению 2.1.2 пара (x, ŷ) при любом x ∈ BSθ0(x0, R) принад-

лежит множеству Covα[F (·, v); S]. Следовательно, пара (v, ŷ) также при-

надлежит множеству Covα[F (·, v);S].
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Оператор F (v, ·) : Sθ0 → Sθ — это композиция N
g
[v]
2
Sh, удовлетворя-

ющая условиям предложения 2.1.4 при y = ŷ, любом x ∈ BSθ0(x0, R)

и многозначном отображении t ∈ [0, τ ] 7→ Ω(t) = BR(x0(t), R). В си-

лу предложения 2.1.4 для любого x ∈ BSθ0(x0, R) выполнено (x, ŷ) ∈

Lipβ[F (v, ·);BSθ0(x0, R)]. Следовательно, (v, ŷ) ∈ Lipβ[F (v, ·);BSθ0(x0, R)].

В заключение напомним, что пространство Sθ0 является полным. Итак,

выполнены все условия теоремы 1.2.1, и согласно этой теореме существует

решение x̂ ∈ BSθ0(x0, R) уравнения (2.1.27). �

З а м е ч а н и е 2.1.4. В теореме 2.1.1 предполагается, что

функция g
[v]
2 удовлетворяет условию (2.1.25), где y = ŷ, x ∈ BSθ0(x0, R)

и Ω(t) = BR(x0(t), R). Согласно следствию 2.1.2, для выполнения этого

условия достаточно, чтобы при п.в. t ∈ [0, τ ] отображение g
[v]
2 (t, ·) :

R → Rθ было β -липшицевым на множестве [x0(h(t))−R, x0(h(t)) +R].

Пример 2.1.6. Пусть заданы функции p, ŷ ∈ S+, γ ≥ 0 и функция h :

[0, 1] → [0, 1], удовлетворяющая условию (2.1.22) (где τ = 1 ). Рассмотрим

уравнение

x2(t)
(
p(t) + γx(h(t))

)
= ŷ(t), t ∈ [0, 1]. (2.1.29)

Нас будет интересовать существование неотрицательного решения этого

уравнения, принадлежащего некоторой окрестности функции x0(t) ≡ 0 в

пространстве S. Отображения

x(·) ∈ S 7→ x2(·) ∈ S, x(·) ∈ S 7→ x(h(t)) ∈ S,

составляющие левую часть уравнения (2.1.29), ни при каком α > 0 не яв-

ляются α -накрывающими относительно «обычной метрики» ρ = d θ0 про-

странства S. Таким образом, к рассматриваемому здесь уравнению нельзя
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применить теоремы о таких отображениях. Продемонстрируем возможно-

сти теоремы 2.1.1 в исследовании уравнения (2.1.29).

Положим

R = 2vrai sup
t∈[0,1]

ŷ(t). (2.1.30)

Покажем, что при выполнении условий

p(t) ≥ 1 при п.в. t ∈ [0, 1]; 2γ R < 1 и 2γ R2 < 1

уравнение (2.1.29) имеет решение x ∈ S+ такое, что x(t) ≤ R п.в. на [0, 1].

Определим вспомогательное уравнение

x2(t)
(
p(t) + γ

∣∣x(h(t))∣∣) = ŷ(t), t ∈ [0, 1]. (2.1.31)

Для любого решения x ∈ S уравнения (2.1.31) функция |x(·)| будет реше-

нием уравнения (2.1.29), и по решению x ∈ S+ уравнения (2.1.29) очевидно

определяются решения уравнения (2.1.31). Итак, разрешимости в S+ урав-

нений (2.1.29), (2.1.31) равносильны, но областью определения функции

f(t, x1, x2) = x22
(
p(t) + γ|x1

∣∣)
является [0, 1]× R× R, поэтому нам удобнее будет исследовать вспомога-

тельное уравнение (2.1.31).

Определим формулой (2.1.10) функцию θ : R × R → R+ и зададим

соответствующее расстояние d θ в пространстве S.

Для произвольного v ∈ S определим функции g
[v]
1 , g

[v]
2 : [0, 1]×R → R,

g
[v]
1 (t, x) = x2

(
p(t) + γ|v(h(t))|

)
, g

[v]
2 (t, x) = v2(t)

(
p(t) + γ|x|

)
.

Положим α = 1, β = 1/2 и x0(t) ≡ 0 на [0, 1]. Вычисленное по формуле

(2.1.28) значение R совпадает с (2.1.30). Как показано в примере 2.1.1,
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функция g
[v]
1 удовлетворяет условию (2.1.8), в котором Ω(t) ≡ R, а x, y ∈ S

— любые функции (в том числе, если x ∈ BSθ0(x0, R) и y = ŷ — заданная

правая часть уравнения (2.1.29)).

Согласно примеру 2.1.3, функция g2(t, x) = p(t)+γ|x| при всех x, u ∈ R

удовлетворяет условию (2.1.19) с коэффициентом γ. А из неравенств

(2.1.12), (2.1.13) следует, что при любом v ∈ BSθ0(x0, R) функция g
[v]
2 удо-

влетворяет условию (2.1.19) с коэффициентом

max
{
γ R2, γ R

}
≤ 1/2 = β.

В соответствии с теоремой 2.1.1 уравнение (2.1.31), а следовательно и

уравнение (2.1.29) имеет решение x ∈ S+ такое, что x(t) ≤ R п.в. на [0, 1].

2.1.3 Корректность решений функциональных уравнений

Используя теорему 2.1.1, получим условия устойчивости решений урав-

нения (2.1.27) к малым изменениям функции f : [0, τ ]× R× R → R.

Пусть при каждом n ∈ N задана функция fn : [0, τ ]×R×R → R, явля-

ющаяся измеримой по первому аргументу и непрерывной по совокупности

второго и третьего аргументов, функция hn : [0, τ ] → [0, τ ], удовлетворя-

ющая условию (2.1.22), и измеримая функция ŷn : [0, τ ] → R. Рассмотрим

уравнение

fn
(
t, x(hn(t)), x(t)

)
= ŷn(t), t ∈ [0, τ ], (2.1.32)

относительной неизвестной измеримой функции x : [0, τ ] → R.

Для произвольной измеримой функции v ∈ S определим функции

g
[v]
1n, g

[v]
2n : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1n(t, x) = fn(t, v(hn(t)), x), g

[v]
2n(t, x) = fn(t, x, v(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.
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Функции g
[v]
1n, g

[v]
2n, очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Рассмотрим задачу о сходимости при n → ∞ решений уравнения

(2.1.32) к решению уравнения (2.1.27) в случае, если есть некоторая сходи-

мость fn к f, hn к h и ŷn к ŷ. В следующем утверждении предлагаются

условия такой сходимости.

Т е о р е м а 2.1.2. Пусть при всех n ∈ N заданы числа 0 ≤ βn < αn,

известно решение x̂ уравнения (2.1.27). Положим

rn =
1

αn − βn
d
(
ŷn, fn(t, x̂(hn(t)), x̂(t))

)
.

Пусть для каждого v ∈ BSθ0(x̂, rn) функция g
[v]
1n удовлетворяет условию

(2.1.8) при любом x ∈ BSθ0(x̂, rn), заданном y = ŷn и Ω(t) ≡ R, а функция

g
[v]
2n — условию (2.1.25) при тех же функциях x, y, но с иным многознач-

ным отображением: Ωn(t) = BR(x̂(t), rn) при п.в. t ∈ [0, τ ]. Если при

n→ ∞ выполнено rn → 0, то при любом n ∈ N уравнение (2.1.32) разре-

шимо и существует такое его решение x̂n ∈ S, что при n → ∞ имеет

место сходимость x̂n → x̂ в пространстве Sθ0.

Доказательство. При любом n ∈ N для уравнения (2.1.32) выпол-

нены все условия теоремы 2.1.1. Согласно теореме 2.1.1 при любом n ∈ N

существует решение x̂n уравнения (2.1.32) такое, что x̂n ∈ BSθ0(x̂, rn), т. е.

ρ(x̂, x̂n) ≤ rn. Из этого неравенства, в силу предположения сходимости

rn → 0, получаем x̂n → x̂. �
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§ 2.2. Задача Коши

В этом параграфе рассматривается задача Коши для обыкновенного

дифференциального уравнения первого порядка, не разрешенного относи-

тельно производной искомой функции. Исследование основано на получен-

ных в первой главе результатах об операторных уравнениях с накрываю-

щими отображениями, действующими из метрического пространства в мно-

жество, снабженное расстоянием. Задача Коши сводится к интегральному

уравнению с отображением, действующим из пространства суммируемых

функций L в пространство измеримых функций S. Для применения со-

ответствующих теорем в пространстве L вводится метрика ρ = dθ0, а в

пространстве S — расстояние dθ, затем используются утверждения о мно-

жествах накрывания и липшицевости оператора Немыцкого, полученные

в пункте 2.1.1

Параграф разделен на два пункта. В пункте 2.2.1 получена теорема

существования решения задачи Коши. В пункте 2.2.2 исследуется устойчи-

вость решений задачи Коши к изменениям функции, порождающей диф-

ференциальное уравнение, и начального условия.

2.2.1 Существование решений задачи Коши

В пространстве S = S([0, τ ],R) выделим подпространство L =

L([0, τ ],R) суммируемых (по Лебегу) функций. Это пространство с опре-

деленным формулой (2.1.2) расстоянием d θ будем обозначать Lθ. Отобра-

жение ρ = dθ0 является метрикой в L, соответствующее метрическое про-

странство Lθ0 является полным. Отметим, что для любых x ∈ L, r ∈ R+

выполнено BLθ0(x, r) = BSθ0(x, r). Обозначим AC = AC([0, τ ],R) — про-
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странство абсолютно непрерывных функций x : [0, τ ] → R, имеющих п.в.

на [0, τ ] производную ẋ ∈ L.

Пусть функция ŷ : R+ → R измерима, функция f : R+× R × R → R

измерима по первому аргументу и непрерывна по совокупности второго и

третьего аргументов. Рассмотрим дифференциальное уравнение

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t), t ≥ 0. (2.2.1)

Пусть τ > 0. Решением уравнения (2.2.1), определенным на [0, τ ],

называем функцию x ∈ AC([0, τ ],R), удовлетворяющую этому уравне-

нию при п.в. t ∈ [0, τ ]. Получим условия существования решения x ∈

AC([0, τ ],R) уравнения (2.2.1), удовлетворяющего при заданном A ∈ R

начальному условию

x(0) = A. (2.2.2)

Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R) опре-

делим функции g
[v]
1 , g

[w]
2 : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = f(t, v(t), x), g

[w]
2 (t, x) = f(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Определенные здесь функции, очевидно, удовлетворяют условиям Кара-

теодори.

Т е о р е м а 2.2.1. Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0, τ > 0

такие, что βτ < α, и функция x0 ∈ AC([0, τ ],R), удовлетворяющая

условию (2.2.2). Пусть

R :=
1

α− βτ
vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
ŷ(t), f(t, x0(t), ẋ0(t))

)
<∞. (2.2.3)

Определим многозначные отображения V, V̇ : [0, τ ] ⇒ R соотношениями

V (t) = BR(x0(t), Rt), V̇ (t) = BR(ẋ0(t), R), t ∈ [0, τ ]. (2.2.4)
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Предположим, что для любой абсолютно непрерывной функции v ∈

Sel(V ) функция g
[v]
1 удовлетворяет условию (2.1.8) при y = ŷ

∣∣
[0,τ ]

, всех

x ∈ Sel(V̇ ), Ω(t) ≡ R; для любого w ∈ Sel(V̇ ) функция g
[w]
2 удовлетворя-

ет условию (2.1.17) при y = ŷ
∣∣
[0,τ ]

, всех абсолютно непрерывных функци-

ях x ∈ Sel(V ) и Ω = V. Тогда существует определенное на [0, τ ] решение

x задачи Коши (2.2.1), (2.2.2) такое, что ẋ ∈ BLθ0(ẋ0, R).

Доказательство. Запишем задачу (2.2.1), (2.2.2) в виде уравнения

f
(
t, A+

∫ t

0

u(s)ds, u(t)
)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ]. (2.2.5)

относительно неизвестной функции u = ẋ ∈ L([0, τ ],R). Определим отоб-

ражение F : Lθ0 × Lθ0 → Sθ соотношением

(F (u, z))(t) = f
(
t, A+

∫ t

0

z(s)ds, u(t)
)
, t ∈ [0, τ ],

и отображение

G : Lθ0 → Sθ, G(u) = F (u, u).

При таком определении отображения G уравнение (2.2.5) принимает вид

(1.2.1) и его разрешимость можно доказать на основании теоремы 1.2.1.

Проверим выполнение ее условий.

Докажем замкнутость отображений F,G. Пусть для произвольных

{ui}, {zi} ⊂ Lθ0, u, z ∈ Lθ0 и y ∈ Sθ выполнено ρ(u, ui) → 0, ρ(z, zi) → 0

и d θ
(
y, F (ui, zi)

)
→ 0. Из последнего соотношения следует сходимость

(F (ui, zi))(t) → y(t) при п.в. t ∈ [0, τ ] (см. доказательство предложения

2.1.1). А из второго соотношения получаем
∫ t

0 zi(s)ds→
∫ t

0 z(s)ds при п.в.

t ∈ [0, τ ]. Далее, в силу непрерывности функции f(t, ·, ·) при п.в. t ∈ [0, τ ]

выполнено (F (ui, zi))(t) → (F (u, z))(t). А так как (F (ui, zi))(t) → y(t),
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получаем (F (u, z))(t) = y(t), t ∈ [0, τ ]. Итак, доказано, что отображение

F является замкнутым, соответственно, отображение G также замкнуто.

Для произвольной функции w ∈ Sel(V̇ ) оператор F (·, w) : Lθ0 → Sθ

является оператором Немыцкого N
g
[v]
1
, порожденным функцией g

[v]
1 , где

v(t) = A +
∫ t

0 w(s)ds. Очевидно, v ∈ Sel(V ) и v ∈ AC([0, τ ],R). Со-

гласно принятым предположениям оператор N
g
[v]
1

удовлетворяет условиям

предложения 2.1.2 при y = ŷ, любом x ∈ Sel(V̇ ) и Ω(t) ≡ R. Согласно

предложению 2.1.2 выполнено вложение Sel(V̇ ) × {ŷ} ⊂ Covα[F (·, w);S],

следовательно, (w, ŷ) ∈ Covα[F (·, w);S].

Теперь рассмотрим оператор F (w, ·) : Lθ0 → Sθ, где w — любое изме-

римое сечение многозначного отображения V̇ . Оператор F (w, ·) являет-

ся композицией интегрального оператора K : Lθ0 → Lθ0, определяемого

формулой (Kz)(t) =
∫ t

0 z(s)ds, и оператора Немыцкого N
g
[w]
2

: Lθ0 → Sθ,

порожденного функцией g
[w]
2 . Оператор K является липшицевым с коэф-

фициентом τ на множестве Sel(V̇ ) и выполнено K(Sel(V̇ )) ⊂ AC∩Sel(V ).

Функция g
[w]
2 удовлетворяет условиям предложения 2.1.3 при y = ŷ, лю-

бом x ∈ AC ∩ Sel(V ) и Ω = V. Поэтому, в силу предложения 2.1.3 для

любого x ∈ AC ∩ Sel(V ) выполнено (x, ŷ) ∈ Lipβ[Ng
[w]
2
; Sel(V )]. Следо-

вательно, для любого z ∈ Sel(V̇ ) выполнено (z, ŷ) ∈ Lipβτ [Ng
[w]
2
K; Sel(V̇ )].

Таким образом, Sel(V̇ )× ŷ ⊂ Lipβτ [Ng
[w]
2
K; Sel(V̇ )], следовательно, (w, ŷ) ∈

Lipβτ [Ng
[w]
2
K; Sel(V̇ )].

Итак, для уравнения (2.2.5) выполнены условия теоремы 1.2.1, поэтому

это уравнение имеет решение û ∈ Sel(V̇ ) = BLθ0(ẋ0, R). А значит суще-

ствует определенное на [0, τ ] решение x задачи (2.2.1), (2.2.2) такое, что

ẋ ∈ BLθ0(ẋ0, R). �
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Пример 2.2.1. Пусть заданы измеримые неотрицательные функции

p, ŷ : R+ → R+ и число γ ≥ 0. Предполагаем, что p(t) ≥ 1 при п.в. t ≥ 0.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ2(t)
(
p(t) + γ|x(t)|

)
= ŷ(t), t ≥ 0. (2.2.6)

Предположим, что

R := 2vrai sup
t∈[0,1]

ŷ(t) <∞. (2.2.7)

Покажем, что для любого τ > 0 такого, что

2γ Rτ < 1, 2γ R2τ < 1, (2.2.8)

существует определенное на [0, τ ] решение x уравнения (2.2.6), удовлетво-

ряющее начальному условию x(0) = 0 и такое, что |ẋ(t)| ≤ R при п.в.

t ∈ [0, τ ].

Зафиксируем произвольное τ > 0, удовлетворяющее неравенствам

(2.2.8). Определим формулой (2.1.10) функцию θ : R × R → R+ и зада-

дим соответствующее расстояние d θ в пространстве S. Для произвольных

функций v ∈ AC и w ∈ L определим функции g
[v]
1 , g

[w]
2 : [0, τ ] × R → R

соотношениями

g
[v]
1 (t, x) = x2

(
p(t)+γ|v(t)|

)
, g

[w]
2 (t, x) = w2(t)

(
p(t)+γ|x|

)
, t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Положим x0(t) ≡ 0 на [0, τ ]. Определим многозначные отображения V, V̇ :

[0, τ ] ⇒ R формулами (2.2.4).

Для любой функции v ∈ AC (в том числе для v ∈ Sel(V )∩AC ) функ-

ция g
[v]
1 удовлетворяет условию (2.1.8) с коэффициентом α = 1 при любых

x, y ∈ S (включая y = ŷ и все x ∈ Sel(V̇ ) ), Ω(t) ≡ R (см. пример 2.1.6).
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Для любого w ∈ Sel(V̇ ) функция g
[w]
2 удовлетворяет условию (2.1.17) с ко-

эффициентом β = max{γR, γR2} при y = ŷ, всех абсолютно непрерывных

x ∈ Sel(V ) и Ω = V (см. пример 2.1.6).

В силу неравенств (2.2.8) выполнено неравенство β ≤ (2τ)−1. Таким

образом, α − βτ ≥ 2−1. Следовательно, вычисленное по формуле (2.2.7)

значение R не превосходит значения (2.2.3). В соответствии с теоремой

2.2.1 существует определенное на [0, τ ] решение x уравнения (2.2.6) такое,

что x(0) = 0 и |ẋ(t)| ≤ R п.в. на [0, τ ].

2.2.2 Корректность решений задачи Коши

Используя теорему 2.2.1, получим условия устойчивости решений зада-

чи Коши (2.2.1), (2.2.2) к малым изменениям функции f : R+×R×R → R

и начального значения A.

Пусть при каждом n ∈ N заданы: функция fn : R+×R×R → R, явля-

ющаяся измеримой по первому аргументу и непрерывной по совокупности

второго и третьего аргументов, измеримая функция ŷn : R+ → R и число

An. Рассмотрим уравнение

fn
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷn(t), t ≥ 0, (2.2.9)

с начальным условием

x(0) = An. (2.2.10)

Пусть задано определенное на некотором отрезке [0, τ ] решение x̂ за-

дачи (2.2.1), (2.2.2). Сформулируем достаточные условия существования

при любом n ∈ N определенного на [0, τ ] решения x̂n задачи (2.2.9),

(2.2.10) такого, что последовательность { ˙̂xn} сходится к ˙̂x в пространстве

L([0, τ ],R).
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Для произвольных функций v ∈ AC([0, τ ],R) и w ∈ L([0, τ ],R) опре-

делим функции g
[v]
1n, g

[w]
2n : [0, τ ]× R → R соотношениями

g
[v]
1n(t, x) = fn(t, v(t), x), g

[w]
2n (t, x) = fn(t, x, w(t)), t ∈ [0, τ ], x ∈ R.

Функции g
[v]
1n, g

[v]
2n, очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Т е о р е м а 2.2.2. Пусть x̂ ∈ AC([0, τ ],R) — определенное на [0, τ ]

решение задачи Коши (2.2.1), (2.2.2). Пусть при каждом n ∈ N заданы

числа αn > 0 и βn ≥ 0 такие, что βnτ < αn. Положим

rn :=
1

αn − βnτ
d
(
ŷn(t), fn

(
t, x̂(t) + An − A, ˙̂x(t)

))
,

определим многозначные отображения Vn, V̇n : [0, τ ] ⇒ R соотношения-

ми

Vn(t) = BR
(
x̂(t) + An − A, rnt

)
, V̇n(t) = BR

(
˙̂x(t), rn

)
, t ∈ [0, τ ]. (2.2.11)

Предположим, что для любой абсолютно непрерывной функции v ∈

Sel(Vn) функция g
[v]
1n удовлетворяет условию (2.1.8) при y = ŷ

∣∣
[0,τ ]

, всех

x ∈ Sel(V̇n), Ω(t) ≡ R; для любого w ∈ Sel(V̇n) функция g
[w]
2n удовле-

творяет условию (2.1.17) при y = ŷ
∣∣
[0,τ ]

, всех абсолютно непрерывных

функциях x ∈ Sel(Vn) и Ω = Vn. Если при n→ ∞ выполнено rn → 0, то

при любом n ∈ N задача (2.2.9), (2.2.10) разрешима и существует такое

ее решение x̂n∈AC([0, τ ],R), что при n→ ∞ имеет место сходимость
˙̂xn → ˙̂x в пространстве Lθ0([0, τ ],R).

Доказательство. Заметим, что функция x̂(t) + An − A удовлетво-

ряет начальному условию (2.2.10). При любом n для уравнения (2.2.9)

выполнены условия теоремы 2.1.1 (с функцией x0(t) = x̂(t) + An − A ).
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Согласно этой теореме при любом n существует решение x̂n уравнения

(2.2.9) такое, что ρ( ˙̂xn, ˙̂x) ≤ rn. Из этого неравенства, в силу сходимости

rn → 0, получаем ˙̂xn → ˙̂x при n→ ∞ . �
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§ 2.3. Интегральные уравнения и краевые задачи

Здесь рассматриваются интегральные уравнения, не разрешенные отно-

сительно искомой функции. Используются полученные в первой главе ре-

зультаты об абстрактных уравнениях с отображениями, действующими из

метрического пространства в пространство, на котором задано расстояние,

а также утверждения пункта 2.1.1 второй главы об операторе Немыцкого в

пространствах измеримых функций. В пункте 2.3.1 исследуются множества

накрывания и липшицевости отображений, порождаемых интегральными

уравнениями. В пункте 2.3.2 получены условия существования решений ин-

тегральных уравнений в пространстве измеримых (не обязательно сумми-

руемых) функций и найдены оценки таких решений. В пункте 2.3.3 получе-

ны утверждения об устойчивости решений к изменениям функций, порож-

дающих интегральное уравнение. В заключительном пункте 2.3.4 резуль-

таты об интегральных уравнениях применяются к исследованию краевых

задач для дифференциального уравнения, не разрешенного относительно

производной. Рассматриваемая краевая задача сводится к интегральному

уравнению, что позволяет воспользоваться результатами, полученными в

пунктах 2.3.2 и 2.3.3.

2.3.1 Множества накрывания и липшицевости отображений, по-

рождаемых интегральными уравнениями, в пространствах

измеримых функций

Мы будем рассматривать интегральные уравнения в классе измеримых

по Лебегу функций. Если окажется, что интеграл от некоторой измеримой

функции не существует, будем писать, что этот интеграл равен ∞. Поэто-
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му нам потребуется расширить вещественную прямую символом ∞. Обо-

значим такое множество через R, т. е. R = R∪{∞}. Определим разность

двух элементов, среди которых есть ∞, соотношениями

∞−∞ = 0, ∀x ∈ R x−∞ = ∞− x = ∞.

Определим также множество R+ = [0,+∞] и операцию вычисления моду-

ля | · | : R → R+, причем, будем полагать, что |∞| = +∞.

Пусть задана функция θ : R×R → R+, удовлетворяющая условию (A).

Функция θ определяет расстояние в R, это пространство будем обозначать

через Rθ
:= (R, θ). В частности, «стандартная» метрика в R определяется

функцией

θ0 : R× R → R+, ∀z1, z2 ∈ R θ0(z1, z2) = |z1 − z2|,

т. е. «обычное» метрическое пространство действительных чисел в приня-

тых здесь обозначениях — это пространство Rθ0
:= (R, θ0).

Отметим, что сходимости в R относительно расстояния θ и «стандарт-

ной» метрики θ0 совпадают. Действительно, если для некоторых z ∈ R,

{zi} ⊂ R, выполнено θ(zi, z) → 0, и тем не менее θ0(zi, z) := |zi − z| ̸→ 0,

то существует δ > 0 и подпоследовательность {zij} такие, что |zij−z| ≥ δ.

Из (2.1.1) следует, что найдется γ > 0, для которого θ(zij , z) ≥ γ, что

противоречит соотношению θ(zi, z) → 0. Обратно, в силу непрерывности

функции θ(·, z) в точке z получаем, что из сходимости |zi−z| → 0 следует

θ(zi, z) → θ(z, z) = 0.

Так как сходимости в Rθ и Rθ0 совпадают, то для действующих в R

функций свойства непрерывности не зависят от того, какое из расстояний

θ или θ0 задано в R. Также следствием доказанной эквивалентности схо-

димостей относительно расстояния θ и метрики θ0 является совпадение

94



замкнутых множеств пространств Rθ и Rθ0 (соответственно, и совпаде-

ние открытых множеств этих пространств). Поэтому мы будем говорить о

непрерывности функций, замкнутости (или открытости) множеств в R, не

упоминая конкретное расстояние в этом пространстве.

Обозначим через S = S([0, τ ],R) множество измеримых (по Лебегу)

функций u : [0, τ ] → R. Для определения расстояния в S будем предпо-

лагать, что функция θ суперпозиционно измерима, т. е. θ(z1, z2) ∈ S для

любых z1, z2 ∈ S (полученные в [46, с. 110], [80] условия суперпозиционной

измеримости для функций, принимающих конечные значения, остаются

верными, если функции принимают значения из пространства R ). Рассто-

яние в S зададим формулой

d θ : S× S → R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ(z1, z2) = vrai sup
t∈[0,τ ]

θ(z1(t), z2(t)).

Обозначим S θ
= (S, d θ). Рассмотренное выше в пункте 2.1.1 пространство

S θ является подпространством определенного здесь пространства S θ
.

Используя функцию θ0, получим следующее расстояние в S :

d θ0 : S× S → R+, ∀z1, z2 ∈ S d θ0(z1, z2) = vrai sup
t∈[0,τ ]

|z1(t)− z2(t)|.

Очевидно d θ0 — это метрика в S. Обозначим ρ := d θ0, Sθ0 := (S, ρ). Рас-

смотренное в пункте 2.1.1 метрическое пространство S θ0 есть подпростран-

ства пространства S θ0
. Метрическое пространство Sθ0 является полным,

шар BSθ0(z0, r) =
{
z ∈ S | ρ(z, z0) ≤ r

}
в этом пространстве — это множе-

ство измеримых функций z : [0, τ ] → R со значениями, удовлетворяющими

включению z(t) ∈ [z0(t)− r, z0(t) + r] при п.в. t ∈ [0, τ ].

Теперь рассмотрим отображения, действующие в определенных здесь
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пространствах измеримых функций, которые будут использованы в иссле-

довании интегральных уравнений.

Пусть задана удовлетворяющая условиям Каратеодори функция g :

[0, τ ] × R → R (т. е. для любых x ∈ R и п.в. t ∈ [0, τ ] функция g(·, x) :

[0, τ ] → R измерима, а функция g(t, ·) : R → R непрерывна). Отметим,

что для такой функции при любом фиксированном t ∈ [0, τ ] выполнено

∃x̃ ∈ R g(t, x̃) ̸= ∞ ⇒ ∀x ∈ R g(t, x) ̸= ∞.

Это прямо следует из замкнутости следующих двух множеств: множества

{x ∈ R | g(t, x) ̸= ∞} и его дополнения {x ∈ R | g(t, x) = ∞} (замкнутость

этих множеств очевидна: если xi → x, то g(t, xi) → g(t, x), при этом в

случае g(t, xi) ∈ R получаем g(t, x) ∈ R, а в случае g(t, xi) = ∞ получаем

g(t, x) = ∞ ).

Определим оператор Немыцкого соотношением

Ng : Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Ngu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ [0, τ ]. (2.3.1)

Приведем два утверждения об операторе Ng : Sθ0 → Sθ, которые рас-

пространяют соответствующие результаты пункта 2.1.1 (см. предложения

2.1.1 и 2.1.2) на определенные здесь пространства измеримых функций.

Предложение 2.3.1. Определенный соотношением (2.3.1) оператор

Ng : Sθ0 → Sθ является замкнутым.

Несмотря на то, что функция θ здесь удовлетворяет менее ограничи-

тельным условиям, чем в предложении 2.1.1, доказательство сформулиро-

ванного предложения не отличается от предложения 2.1.1, поэтому мы его

опускаем.
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Пусть задано измеримое многозначное отображение Φ : [0, τ ] ⇒ R,

значения которого Φ(t) ̸= ∅, t ∈ [0, τ ], являются замкнутыми в R множе-

ствами. Определим множество измеримых сечений этого отображения

Sel(Φ) :=
{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ]

}
.

Имеем Sel(Φ) ̸= ∅.

Следующее предложение устанавливает связь множества накрывания

оператора Немыцкого Ng : Sθ0 → Sθ относительно Sel(Φ) ⊂ Sθ0 и множе-

ства накрывания функции g(t, ·) : Rθ0 → Rθ относительно Φ(t) ⊂ Rθ0.

Предложение 2.3.2. Пусть заданы x ∈ S, z ∈ S, α > 0. Если при

п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено
(
x(t), z(t)

)
∈ Covα

[
g(t, ·); Φ(t)

]
, т. е. имеет

место соотношение

∃u ∈ Φ(t) g(t, u) = z(t) и |x(t)− u| ≤ α−1θ
(
g(t, x(t)), z(t)

)
,

то (x, z) ∈ Covα
[
Ng; Sel(Φ)

]
. В частности, если справедливо включение(

x(t), z(t)
)
∈ Covα

[
g(t, ·);R

]
, то (x, y) ∈ Covα

[
Ng; S

]
.

Сформулированное утверждение аналогично полученному в пункте

2.1.1 при более ограничительных требованиях на функцию θ предложе-

нию 2.1.2 о множестве накрывания оператора Немыцкого Sθ0 → Sθ. Тем

не менее, доказательство этого результата сохраняется практически без из-

менений для оператора Sθ0 → Sθ, и поэтому здесь не приводятся.

Теперь рассмотрим нелинейный интегральный оператор следующего

вида. Пусть задана удовлетворяющая условиям Каратеодори функция

g : [0, τ ] × R → R и измеримая функция K : [0, τ ] × [0, τ ] → R. Опре-

делим отображение

Υ: Sθ0 → Sθ, ∀u ∈ Sθ0 (Υu)(t) = g
(
t,

∫ τ

0

K(t, s)u(s)ds
)
, t ∈ [0, τ ]. (2.3.2)
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Этот оператор можно представить в виде композиции Υ = NgK линейного

интегрального оператора

K : Sθ0 → Sθ0, ∀u ∈ S (Ku)(t) =

∫ τ

0

K(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, τ ],

и оператора Немыцкого

Ng : S
θ0 → Sθ, ∀y ∈ S (Ngy)(t) = g(t, y(t)), t ∈ [0, τ ].

Исследуем множество липшицевости оператора Ng : S
θ0 → Sθ. Устано-

вим его связь с множеством липшицевости функции g : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ
,

порождающей этот оператор.

Пусть задано многозначное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R такое, что

Ω(t) ̸= ∅, t ∈ [0, τ ]. Будем предполагать, что это отображение имеет изме-

римое сечение, т. е.

Sel(Ω):=
{
u ∈ S | u(t) ∈ Ω(t) при п.в. t ∈ [0, τ ]

}
̸= ∅.

Предложение 2.3.3. Пусть заданы v, z ∈ S, β ≥ 0. Если при п.в.

t ∈ [0, τ ] выполнено
(
v(t), z(t)

)
∈ Lipβ

[
g(t, ·); Ω(t)

]
, т. е. имеет место

соотношение

∀u ∈ Ω(t) g(t, u) = z(t) ⇒ θ
(
g(t, v(t)), z(t)

)
≤ β

∣∣v(t)− u
∣∣, (2.3.3)

то (v, z) ∈ Lipβ
[
Ng; Sel(Ω)

]
.

Доказательство предложения 2.3.3 с очевидностью следует из опреде-

ления множества липшицевости. Предложение 2.3.3 аналогично сформу-

лированному в пункте 2.1.1 предложению 2.1.3, в котором было описано

множество липшицевости порожденного функцией g : [0, τ ] × R → R опе-

ратора Немыцкого в пространстве S.
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Предложение 2.3.4. Пусть

k0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds <∞, (2.3.4)

заданы x ∈ S, z ∈ S, β ≥ 0 и многозначное отображение Φ : [0, τ ] ⇒ R,

со значениями Φ(t) ̸= ∅, t ∈ [0, τ ], и такое, что

Sel(Φ) :=
{
u ∈ S | u(t) ∈ Φ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ]

}
̸= ∅.

Пусть для пары функций v = Kx ∈ S, z ∈ S и многозначного отображе-

ния Ω : [0, τ ] ⇒ R,

Ω(t) = (KΦ)(t) :=
{∫ τ

0

K(t, s)u(s)ds, ∀u ∈ Sel(Φ)
}
, t ∈ [0, τ ],

при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено (2.3.3). Тогда (x, z) ∈ Lipk0β[Υ; Sel(Φ)].

Доказательство. Для любого u ∈ Sel(Φ) функция Ku ∈ S явля-

ется измеримым сечением многозначного отображения Ω, поэтому множе-

ство Sel(Ω) ⊂ S не пусто.

Пусть для некоторой функции û ∈ Sel(Φ) выполнено NgKû = z.

Определим u := Kû. Очевидно выполнено u ∈ Sel(Ω), Ngu = z. По-

скольку справедливо соотношение (2.3.3), в силу предложения 2.3.3 имеем

(v, z) ∈ Lipβ[Ng; Sel(Ω)]. Согласно определению множества липшицевости

Lipβ[Ng; Sel(Ω)] получаем

d θ
(
NgKx, z

)
= d θ

(
Ngv, z

)
≤ βρ(v, u) = βρ(Kx,Kû).

Следовательно,

d θ
(
NgKx, z

)
≤ β vrai sup

s∈[0,τ ]

∣∣x(s)− û(s)
∣∣ vrai sup

t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds = k0βρ(x, û).

Итак, (x, z) ∈ Lipk0β[NgK; Sel(Φ)]. �
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З а м е ч а н и е 2.3.1. Условие (2.3.4) выполнено, например, в слу-

чае, если ядро K(t, s) линейного интегрального оператора K : Sθ0 → Sθ0

мажорируется суммируемой функцией, т. е. существует такая функ-

ция M ∈ S, что выполнено соотношение

|K(t, s)| ≤M(s) при п.в. (t, s) ∈ [0, τ ]×[0, τ ] и
∫ τ

0

M(s)ds <∞. (2.3.5)

2.3.2 Существование решений интегральных уравнений

Применим полученные утверждения к исследованию разрешимости ин-

тегрального уравнения. Как и выше предполагаем, что задана измеримая

функция K : [0, τ ] × [0, τ ] → R, которая удовлетворяет условию (2.3.4).

Пусть также заданы ẑ ∈ S и функция f : [0, τ ]× R× R → R, измеримая

по первому аргументу и непрерывная по совокупности второго и третьего

аргументов. Рассмотрим уравнение

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s)x(s)ds, x(t)
)
= ẑ(t), t ∈ [0, τ ], (2.3.6)

относительной неизвестной функции x ∈ S.

Для произвольного x ∈ S определим функции g[x] : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ

и g[x] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t, u, x(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x](t, u) = f(t,

∫ τ

0

K(t, s)x(s)ds, u).

Функции g[x], g[x], очевидно, удовлетворяют условиям Каратеодори.

Т е о р е м а 2.3.1. Пусть задана функция x0 ∈ S такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ẑ(t), f(t, v0(t), x0(t))

)
<∞,
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где

v0(t) := (Kx0)(t) =

∫ τ

0

K(t, s)x0(s)ds.

Пусть α > 0, σ ∈ (0, α). Положим R = σ−1R0 и определим многознач-

ное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R соотношением

∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [v0(t)− k0R, v0(t) + k0R].

Пусть при любом x ∈ BSθ0(x0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения

(
x(t), ẑ(t)

)
∈ Covα

[
g[x](t, ·);R

]
,

(
(Kx)(t), ẑ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[x](t, ·); Ω(t)

]
,

где β := k0
−1(α− σ). Тогда в шаре BSθ0(x0, R) существует решение урав-

нения (2.3.6).

Доказательство. Определим отображение F : Sθ0 × Sθ0 → Sθ,

∀x, u ∈ Sθ0 (F (x, u))(t) = f
(
t, (Ku)(t), x(t)

)
, t ∈ [0, τ ].

и отображение G : Sθ0 → Sθ,

∀x ∈ Sθ0 G(x) = F (x, x).

Уравнение (2.3.6), таким образом, записывается в виде (1.2.1). Проверим

для такого уравнения выполнение условий теоремы 1.2.1.

Прежде всего отметим, что пространство Sθ0 является полным.

Покажем, что отображения F,G замкнуты. Пусть для произвольных

последовательностей {xi}, {ui} ⊂ Sθ0, элементов x, u ∈ Sθ0 и z ∈ Sθ при

i→ ∞ имеют место сходимости

ρ(x, xi) → 0, ρ(u, ui) → 0, d θ
(
z, F (xi, ui)

)
→ 0.

101



Так как ρ(Ku,Kui) ≤ k0ρ(u, ui), в силу второго из перечисленных соотно-

шений получаем ρ(Ku,Kui) → 0. Согласно определению расстояний ρ, d θ

при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено

θ0
(
x(t), xi(t)

)
→ 0, θ0

(
(Ku)(t), (Kui)(t)

)
→ 0, θ

(
z(t), (F (xi, ui))(t)

)
→ 0.

А так как сходимости в пространствах Rθ и Rθ0 совпадают, получаем

xi(t) → x(t), (Kui)(t) → (Ku)(t), (F (xi, ui))(t) → z(t).

Отсюда в силу непрерывности при п.в. t ∈ [0, τ ] функции f(t, ·, ·) (по

совокупности двух аргументов) получаем, что

f(t, (Kui)(t), xi(t)) → f(t, (Ku)(t), x(t)) ⇔ (F (xi, ui))(t) → (F (x, u))(t).

В то же время, (F (xi, ui))(t) → z(t), следовательно, (F (x, u))(t) = z(t),

t ∈ [0, τ ]. Таким образом, доказано, что отображение F является замкну-

тым, следовательно, отображение G также замкнуто.

Для произвольного x ∈ BSθ0(x0, R) оператор F (x, ·) — это оператор Υ:

Sθ0 → Sθ, определяемый формулой (2.3.2), в которой g := g[x]. Определим

многозначное отображение

Φ : [0, τ ] ⇒ R, ∀t ∈ [0, τ ] Φ(t) := [x0(t)−R, x0(t) +R].

Очевидно, что Ω(t) := (KΦ)(t) ⊂ Ω(t). Следовательно (см. (1.1.9)),

(
(Kx)(t), ẑ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[x](t, ·); Ω(t)

]
.

Согласно предложению 2.3.4 имеем (x, ẑ) ∈ Lipk0β[F (x, ·); Sel(Φ)]. Учиты-

вая, что Sel(Φ) = BSθ0(x0, R), получаем (x, ẑ) ∈ Lipk0β[F (x, ·);BSθ0(x0, R)].

Заметим, что здесь коэффициент липшицевости k0β = α− σ.
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Для произвольного x ∈ BSθ0(x0, R) оператор F (·, x) : Sθ0 → Sθ яв-

ляется оператором Немыцкого Ng[x] : Sθ0 → Sθ, порожденным функцией

g[x] : [0, τ ]×Rθ0 → Rθ
. Согласно предложению 2.3.2 имеет место включение

(x, ẑ) ∈ Covα[F (·, x);S].

Таким образом, для уравнения (2.3.6) выполнены все условия теоремы

2.1.1. Согласно этой теореме в шаре BSθ0(x0, R) существует решение урав-

нения (2.3.6). �

З а м е ч а н и е 2.3.2. В условиях теоремы 2.3.1 утверждается

существование решения x интегрального уравнения (2.3.6), принадлежа-

щего шару BSθ0(x0, R) в пространстве измеримых на [0, τ ] функций. Это

включение означает, что для решения при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнено нера-

венство x0(t)−R ≤ x(t) ≤ x0(t)+R. Из полученной оценки следует, что

если функция x0 суммируема с некоторой p -ой степенью на [0, τ ], то

решение x также суммируемо с p -ой степенью на [0, τ ].

2.3.3 Корректность решений интегральных уравнений

Рассмотрим задачу об устойчивости решений интегрального уравнения

(2.3.6) к изменениям функций f,K, ŷ.

Пусть заданы измеримые функции Kn : [0, τ ] × [0, τ ] → R, n ∈ N,

удовлетворяющие условию

kn := vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|Kn(t, s)|ds <∞, n ∈ N . (2.3.7)

Пусть также заданы функции ŷn ∈ S и функции fn : [0, τ ] × R × R → R,

n ∈ N, измеримые по первому аргументу и непрерывные по совокупности

103



второго и третьего аргументов. Рассмотрим последовательность уравнений

fn
(
t,

∫ τ

0

Kn(t, s)x(s)ds, x(t)
)
= ŷn(t), t ∈ [0, τ ]. (2.3.8)

Получим условия существования при каждом n решения x = ξn ∈ S урав-

нения (2.3.8) такого, что последовательность {ξn} ⊂ S сходится к решению

x = ξ ∈ S уравнения (2.3.6) в метрике ρ = d θ0.

Для произвольной функции x ∈ S при любом n ∈ N определим функ-

ции g
[x]
n : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ

, g
[x]
n : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x]n (t, u) = fn(t, u, x(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[x]n (t, u) = fn(t,

∫ τ

0

Kn(t, s)x(s)ds, u).

Заданные здесь функции g
[x]
n , g

[x]
n , очевидно, измеримы по первому аргу-

менту и непрерывны по второму аргументу. Определим также при любом

n ∈ N операторы Kn : Sθ0 → Sθ0 соотношением

∀u ∈ S (Knu)(t) =

∫ τ

0

Kn(t, s)u(s)ds, t ∈ [0, τ ].

Т е о р е м а 2.3.2. Пусть задано решение ξ ∈ S уравнения (2.3.6).

Предположим, что при каждом n ∈ N существует σn > 0 такое, что

при n→ ∞ имеет место сходимость

Rn :=
1

σn
vrai sup

t∈[0,1]
θ
(
ŷn(t), fn

(
t, (Knξ)(t), ξ(t)

))
→ 0.

Далее, пусть для всех n ∈ N существует αn > σn такое, что для любой

функции x ∈ Un := BSθ0(ξ, Rn) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения(
x(t), ŷn(t)

)
∈ Covαn

[
g[x]n (t, ·);R

]
, (2.3.9)(

(Knx)(t), ŷn(t)
)
∈ Lipβn

[
g[x]n (t, ·); Ωn(t)

]
, (2.3.10)
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где βn := kn
−1(αn−σn), Ωn(t) := [(Knξ)(t)− knRn, (Knξ)(t)+ knRn]. Тогда

для любого n ∈ N существует решение x = ξn ∈ Sθ0 уравнения (2.3.8)

такое, что последовательность {ξn} при n → ∞ сходится в простран-

стве Sθ0 к заданному решению ξ уравнения (2.3.6).

Доказательство. При любом n ∈ N для уравнения (2.3.8) выпол-

нены все условия теоремы 2.3.1. Согласно теореме 2.3.1 при любом n ∈ N

существует решение ξn уравнения (2.3.8) такое, что ξn ∈ BSθ0(ξ, Rn), т. е.

ρ(ξ, ξn) ≤ Rn. Из этого неравенства, в силу предположения сходимости

Rn → 0, получаем ξn → ξ. �

З а м е ч а н и е 2.3.3. В большинстве работ по интегральным

уравнениям исследуется уравнения, разрешенное относительно неизвест-

ной функции. Такие уравнения обычно рассматриваются в банаховых про-

странствах непрерывных или суммируемых функций. Полученные здесь

теорема 2.3.2, как и рассмотренная выше теорема 2.3.1, позволяет иссле-

довать не разрешенное относительно неизвестной функции интеграль-

ное уравнение не только в классе измеримых функций, но и в простран-

стве Lp суммируемых со степенью p ∈ [1,∞] на отрезке [0, τ ] функ-

ций. При выполнении предположений теоремы 2.3.2, если дополнительно

известно, что решение ξ «предельного уравнения» (2.3.6) принадлежит

пространству Lp, то для любого n ∈ N существует решение ξn ∈ Lp

уравнения (2.3.8) такое, что последовательность {ξn} сходится к функ-

ции ξ равномерно, а следовательно и по норме пространства Lp.
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2.3.4 Краевые задачи для дифференциального уравнения, не раз-

решенного относительно производной

Применим результаты об интегральном уравнении, изложенные в пунк-

тах 2.3.2, 2.3.3, к исследованию краевой задачи для дифференциального

уравнения, не разрешенного относительно производной.

В рассматриваемых ниже функциональных пространствах элементами

являются функции, определенные на [0, τ ] и имеющие значения в R, по-

этому в обозначениях функциональных пространств области определения

и значений функций — их элементов будем опускать.

Итак, пусть заданы: измеримая функция ŷ : [0, τ ] → R и функция

f : R+× R × R → R, измеримая по первому аргументу и непрерывная

по совокупности второго и третьего аргументов. Рассмотрим дифференци-

альное уравнение (2.2.1) при t ∈ [0, τ ]. Получим условия существования

решения x ∈ AC этого уравнения, удовлетворяющего краевому условию

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A. (2.3.11)

Здесь λ,A ∈ R, Λ ∈ L∞. Отметим, что любой линейный непрерывный

функционал, определенный на пространстве AC со стандартной нормой

∥x∥AC = |x(0)| + ∥ẋ∥L, ∥v∥L =
∫ τ

0 |v(s)|ds, представим в виде L с един-

ственными λ ∈ R и Λ ∈ L∞ (см. [19, § 2.1]).

Покажем, что краевая задача (2.2.1), (2.3.11) может быть записана в

виде эквивалентного интегрального уравнения (2.3.6), и поэтому к иссле-

дованию краевой задачи (2.2.1), (2.3.11) применимы теоремы 2.3.1, 2.3.2.

Естественно, далее предполагается, что функция Λ не нулевая (иначе

краевое условие превратится в начальное, а задача Коши выше рассмотре-

на и здесь нас не интересует). Рассмотрим две ситуации λ ̸= 0 и λ = 0,
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в каждой из которых воспользуемся заменой переменных, определяемой

вспомогательной однозначно разрешимой краевой задачей с тем же крае-

вым условием (2.3.11). Такой метод редукции краевых задач к интеграль-

ным уравнениям был предложен Н.В. Азбелевым и носит название «W-под-

становка Азбелева» (подробнее для более общих функционально-диффе-

ренциальных уравнений W-подстановка описана в [19, с. 53]).

Сначала пусть λ ̸= 0. В этом случае рассмотрим вспомогательное диф-

ференциальное уравнение простейшего вида

(Lx)(t) := ẋ(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.3.12)

Это уравнение сопоставляет каждой абсолютно непрерывной функции, удо-

влетворяющей условию (2.3.11), функцию v ∈ L. Единственным решением

задачи (2.3.12), (2.3.11) является

x(t) =
A

λ
−

∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds. (2.3.13)

Соотношение (2.3.13) сопоставляет каждой функции v ∈ L абсолютно

непрерывную функцию, удовлетворяющую условию (2.3.11). Таким обра-

зом, подставив (2.3.13) в уравнение (2.2.1), получим уравнение

f
(
t,
A

λ
−

∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds, v(t)
)
= ŷ(t), (2.3.14)

которое эквивалентно краевой задаче (2.2.1), (2.3.11) в следующем смысле.

Краевая задача (2.2.1), (2.3.11) имеет решение тогда и только тогда, когда

разрешимо в L уравнение (2.3.14), а формула (2.3.13) позволяет выразить

решение x ∈ AC задачи (2.2.1), (2.3.11) через решение v ∈ L уравнения

(2.3.14).

Уравнение (2.3.14) является интегральным, к его исследованию можно

применить полученные в пунктах 2.3.2, 2.3.3 результаты. Действительно,
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обозначим
f(t, x, v) = f(t,

A

λ
+ x, v),

K(t, s) =

 1− Λ(s)
λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)
λ при 0 ≤ t < s ≤ τ,

(2.3.15)

и запишем уравнение (2.3.14) следующим образом:

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s)v(s)ds, v(t)
)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ],

то есть представим его в виде (2.3.6). Если для полученного уравнения спра-

ведливы условия теоремы 2.3.1 c суммируемой функцией x0, то существу-

ет суммируемое решение интегрального уравнения (2.3.14) (см. замечание

2.3.2), а следовательно, задача (2.2.1), (2.3.11) разрешима.

Рассмотрим краевую задачу (2.2.1), (2.3.11), предполагая в краевом

условии коэффициент λ = 0, т. е. это условие теперь будет иметь вид

Lx :=

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A, (2.3.11′)

где A ∈ R, Λ ∈ L∞. В этом случае уравнение (2.3.12) в качестве вспомога-

тельного использовать нельзя, так как для него краевая задача с условием

(2.3.11′) разрешима не при всех y ∈ L. Для рассматриваемого здесь усло-

вия в качестве вспомогательного выберем дифференциальное уравнение

(Lx)(t) := ẋ(t)− Λ(t)x(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.3.16)

При любой функции v ∈ L существует единственное решение краевой

задачи для уравнения (2.3.16) с условием (2.3.11′) , найдем его. Общим

решением уравнения (2.3.16) является функция

x(t) = CM(t) +

∫ t

0

M(t)

M(s)
v(s)ds, где M(t) = exp

(∫ t

0

Λ(s)ds
)
.
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Производную этой функции

ẋ(t) = v(t) + CM(t)Λ(t) +

∫ t

0

Λ(t)M(t)

M(s)
v(s)ds

подставим в условие (2.3.11′)∫ τ

0

Λ(s)v(s)ds+ C

∫ τ

0

M(s)Λ(s)2ds+

∫ τ

0

Λ(ν)

∫ ν

0

Λ(ν)M(ν)

M(s)
v(s)dsdν = A.

Из этого уравнения найдем постоянную C. Предварительно поменяем по-

рядок интегрирования в двойном интеграле∫ τ

0

Λ(ν)

∫ ν

0

Λ(ν)M(ν)

M(s)
v(s)dsdν =

∫ τ

0

v(s)

M(s)

∫ τ

s

Λ(ν)2M(ν)dνds

и обозначим

∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ].

Отметим, что поскольку M(t) > 0 при всех t ∈ [0, τ ], а функция Λ не

нулевая на [0, τ ], справедливо неравенство ∆(0) ̸= 0. Итак,

C =
A

∆(0)
−

∫ τ

0

Λ(s)

∆(0)
v(s)ds−

∫ τ

0

∆(s)

M(s)∆(0)
v(s)ds,

и решением задачи (2.3.16), (2.3.11′) является

x(t) =
AM(t)

∆(0)
−
∫ τ

0

M(t)Λ(s)

∆(0)
v(s)ds−

∫ τ

0

M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
v(s)ds+

∫ t

0

M(t)

M(s)
v(s)ds.

Определим функцию (называемую функцией Грина данной задачи)

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ,

(2.3.17)

и запишем через нее решение задачи (2.3.16), (2.3.11′) :

x(t) =
AM(t)

∆(0)
+

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds. (2.3.18)
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Определим функции f, f : [0, τ ]× R× R → R,

f(t, x, v) = f(t, x, v + Λ(t)x), f(t, x, v) = f(t,
AM(t)

∆(0)
+ x, v). (2.3.19)

Подставим (2.3.18) в уравнение (2.2.1), получим интегральное уравнение

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)
= ŷ(t), (2.3.20)

которое эквивалентно краевой задаче (2.2.1), (2.3.11′) .

Итак, и в случае λ ̸= 0, и в случае λ = 0 краевая задача (2.2.1), (2.3.11)

записывается в виде интегрального уравнения (2.3.20). В первом случае в

этом уравнении функции K, f определяются соотношениями (2.3.15), во

втором случае — соотношениями (2.3.17), (2.3.19).

Для формулировки утверждения о разрешимости краевой задачи

(2.2.1), (2.3.11) введем следующие дополнительные обозначения. Для лю-

бого v ∈ L обозначим

(Kv)(t) =

∫ τ

0

K(t, s)v(s)ds.

Далее, положим

k0 = vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds.

Для любой функции v ∈ L определим функции g[v] : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ
,

g[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, u, v(t)), g[v](t,∞) = ∞,

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t,

∫ τ

0

K(t, s)v(s)ds, u).

Из теоремы 2.3.1 выводится следующее утверждение.

110



Т е о р е м а 2.3.3. Пусть задана функция v0 ∈ L такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷ(t), f(t, u0(t), v0(t))

)
<∞,

где

u0(t) := (Kv0)(t) =

∫ τ

0

K(t, s)v0(s)ds.

Пусть α > 0, σ ∈ (0, α). Положим R = σ−1R0 и определим многознач-

ное отображение Ω : [0, τ ] ⇒ R соотношением

∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [u0(t)− k0R, u0(t) + k0R].

Пусть при любом v ∈ BLθ0(v0, R) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения(
v(t), ŷ(t)

)
∈ Covα

[
g[v](t, ·);R

]
,

(
(Kv)(t), ŷ(t)

)
∈ Lipβ

[
g[v](t, ·); Ω(t)

]
,

где β := k0
−1(α−σ). Тогда существует решение x краевой задачи (2.2.1),

(2.3.11) такое, что Lx ∈ BLθ0(v0, R).

Аналогично, используя эквивалентное краевой задаче (2.2.1), (2.3.11)

интегральное уравнение (2.3.20), из теоремы 2.3.2 в качестве следствия

можно получить условия устойчивости решения краевой задачи к изме-

нениям функций, определяющих дифференциальное уравнение и краевое

условие.

При каждом n ∈ N для уравнения (2.2.9) рассмотрим краевую задачу

с условием

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = An. (2.3.21)

Здесь λ,An ∈ R, Λ ∈ L∞. Пусть задано решение x̂ задачи (2.2.1), (2.3.11).

Сформулируем достаточные условия существования при любом n ∈ N ре-

шения x̂n задачи (2.2.9), (2.3.21) такого, что последовательность {x̂n} схо-

дится некоторым образом к x̂.
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Краевая задача (2.2.9), (2.3.21) записывается в виде эквивалентного ин-

тегрального уравнения (2.3.8) следующим образом.

В случае λ ̸= 0, обозначим

fn(t, x, v) = fn(t,
An

λ
+ x, v),

K(t, s) =

 1− Λ(s)
λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)
λ при 0 ≤ t < s ≤ τ.

Если же λ = 0, то полагаем

M(t) = exp
(∫ t

0

Λ(s)ds
)
, ∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ].

fn(t, x, v) = fn(t,
AnM(t)

∆(0)
+ x, v +

AnΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x),

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ.

В этих обозначениях краевая задача (2.2.9), (2.3.21) относительно функции

v = Lx ∈ L эквивалентна интегральному уравнению

fn
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)
= ŷn(t).

Применим к этому уравнению теорему 2.3.2.

Обозначим

k0=vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds.

Для любого v∈L положим (Kv)(t) =
∫ τ

0 K(t, s)v(s)ds и определим функ-

ции g
[v]
n : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ

, g
[v]
n : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v]n (t, u) = fn(t, u, v(t)), g[v]n (t,∞) = ∞,

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v]n (t, u) = fn(t, (Kv)(t), u).
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Т е о р е м а 2.3.4. Пусть задано решение x̂∈AC краевой задачи

(2.2.1), (2.3.11). Обозначим v̂(t) := (Lx̂)(t), û(t) := (Kv̂)(t), t ∈ [0, τ ].

Предположим, что при каждом n∈N существует такое σn > 0, что

при n→ ∞ имеет место сходимость

Rn :=
1

σn
vrai sup

t∈[0,τ ]
θ
(
ŷn(t), fn(t, û(t), v̂(t))

)
→ 0.

Далее, пусть для всех n ∈ N существует αn > σn такое, что для любой

функции v ∈ BLθ0(v̂, Rn) при п.в. t ∈ [0, τ ] выполнены включения

(
v(t), ŷn(t)

)
∈ Covαn

[
g[v]n (t, ·);R

]
,

(
(Kv)(t), ŷn(t)

)
∈ Lipβn

[
g[v]n (t, ·); Ωn(t)

]
,

где βn := k0
−1(αn − σn), Ωn(t) := [û(t) − k0Rn, û(t) + k0Rn]. Тогда для

любого n ∈ N существует решение x̂n ∈ AC краевой задачи (2.2.9),

(2.3.21) такое, что последовательность {Lx̂n} при n → ∞ сходится в

пространстве Lθ0 к функции v̂ = Lx̂.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Диссертация направлена на исследование дифференциальных уравне-

ний, не разрешенных относительно производной, использующее утвержде-

ния о накрывающих отображениях. Основные результаты диссертации за-

ключаются в следующем.

• Получены утверждения о существовании, оценках, устойчивости то-

чек совпадения отображений, действующих из метрического про-

странства в пространство с расстоянием.

• Получены утверждения о существовании, непрерывной зависимости

от параметра решений уравнения G(x) = y с отображением G, дей-

ствующим из метрического пространства в пространство с расстоя-

нием и представимом в виде G(x) = F (x, x), где отображение F

является накрывающим по первому аргументу и липшицевым по вто-

рому аргументу.

• Получены утверждения о накрывающих свойствах оператора Немыц-

кого, действующего в пространствах измеримых функций.

• Получены утверждения о существовании, оценках, решений функци-

ональных уравнений в пространствах измеримых функций, их устой-

чивости к изменениям функций, порождающих уравнение.

• Получены утверждения о существовании, оценках и корректности ре-

шений интегральных уравнений в пространствах измеримых функ-

ций.
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• Получены утверждения о существовании, оценках и корректности ре-

шений задачи Коши для дифференциального уравнения, не разрешен-

ного относительно производной.

• Получены утверждения о существовании, оценках и корректности ре-

шений краевой задачи для дифференциального уравнения, не разре-

шенного относительно производной.

В дальнейших исследованиях планируется близкими методами полу-

чить утверждения о точках совпадения многозначных отображений, дей-

ствующих из метрического пространства в пространство с расстоянием, и

утверждения о включении G(x) ∋ y с многозначным отображением G,

действующим из метрического пространства в пространство с расстоянием

и представимом в виде G(x) = F (x, x), где F является накрывающим по

первому аргументу и липшицевым по второму аргументу. Эти утвержде-

ния позволят исследовать дифференциальные включения вида

f(t, x, ẋ) ∋ 0,

получить условия существования решений задачи Коши и краевых задач.

Также планируется исследование задач управления для дифференциаль-

ных уравнений, не разрешенных относительно производной искомой функ-

ции. Такое исследование может использовать редукцию задачи управления

к дифференциальному включению.
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