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Введение

Актуальность темы исследования.
Полулинейные уравнения — классический объект теории дифференциаль­

ных уравнений в частных производных. Вопросы существования (см. [16; 20;
26; 32; 41—44; 59—62; 70; 71; 83]) или несуществования решений (см. [17; 76; 77;
91; 101; 107]), их качественных свойств (см. [28; 37; 45; 47; 58; 81; 96]) привле­
кают большое внимание исследователей с начала второй половины XX века. В
последние несколько десятилетий многократно возрос интерес к нелокальным
уравнениям с операторами дробного порядка, простейшими примерами кото­
рых являются дробные лапласианы (см. [15; 19; 33; 48; 73; 74; 78; 79; 111]).

Бурное развитие этой области может объясняться как развитием само­
стоятельной теории уравнений в частных производных, так и запросом на
соответствующий аппарат с точки зрения прикладных задач: классические
уравнения в частных производных не позволяют описывать сложные нело­
кальные взаимодействия, поэтому для реализации таких моделей используются
нелокальные операторы. Примеры математических моделей, основанных на опе­
раторах дробного порядка, можно обнаружить в различных областях науки:
задачи с тонкими препятствиями, математическая биология, гидрогеология,
физика частиц, случайные процессы со скачками (“полеты Леви”), задачи опти­
мизации, минимальные поверхности, исследования в области полупроводников,
изучение фазовых переходов, законы сохранения, финансовые модели и др. (см.
[13; 18; 23; 25; 30; 46; 49; 80; 84]).

Степень разработанности темы исследования.
История дробных производных берет свое начало еще в XVII веке. Пер­

вым упоминанием понятия о дробной производной принято считать переписку
Лопиталя с одним из создателей классического анализа Лейбницем в 1695 го­
ду. В письме к Лейбницу Лопиталь интересовался следующим вопросом: что
может означать производная порядка 1/2? В ответном письме [55] Лейбниц
предположил тесную связь между производными и расходящимися рядами. В
том же 1695 году Лейбниц в письме к Бернулли [56] отмечает, что можно рас­
пространить классическую формулу 𝑑𝑛𝑒𝑚𝑥

𝑑𝑥𝑛 = 𝑚𝑛𝑒𝑚𝑥 на случай нецелых 𝑛 и
попробовать с ее помощью определить дробную производную. Наконец, пер­
вым полновесным результатом в теории дробных производных можно считать
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работу Эйлера [35] первой половины XVIII века, в которой на основе Гамма­
функции определяется дробная производная от степени.

Дальнейшие результаты теории дробного исчисления и выделение его в
самостоятельный раздел математического анализа относятся к XIX – началу
XX века. В это время появляется множество работ с разнообразными дробны­
ми производными и дифферинтегралами: это производные Римана–Лиувилля,
Грюнвальда–Летникова, Сонина–Летникова, Вейля, Фурье, Рисса, Адамара,
Эрдейи–Кобера, Маршо. Со второй половины XX века дробные производные
становятся все более популярным объектом для исследований, и ряд классиче­
ских дробных производных пополнили производные Джрбашяна–Капуто, Дэви­
сона–Эссекса, Гилфера, Канавати, Капуто–Катугампола, Капуто–Ортигейры,
Катугампола, Коимбры, Колванкара–Гангала, Коссара, Мачадо, Миллера–Рос­
са, Олдхема–Спанье, Ослера, Рисса–Капуто, Умари, Чена, Чена–Мачадо, Янга
и др. В 1987 году была выпущена первая полноценная монография по теории
дробных производных [108], однако уже после ее выхода в свет появилось мно­
жество новых определений.

С развитием теории дробных операторов связано развитие теории про­
странств дробной гладкости. Эти пространства впервые возникли в работах
Бабича и Слободецкого [87] и Ароншайна [14] как пространства следов, потом
были разработаны Гальярдо [38] и Слободецким [109] в гильбертовом случае и
Бесовым [88; 89] в общем случае. Нынешняя литература по дробным простран­
ствам Соболевского типа весьма обширна.

В отличие от классического оператора Лапласа, дробный лапласиан в об­
ласти можно определить несколькими естественными способами: в литературе
известны по меньшей мере два дробных лапласиана Дирихле (спектральный и
суженный (restricted); см., например, [64]) и не менее трех дробных лапласианов
Неймана (спектральный, суженный и полусуженный (semirestricted); см., на­
пример, [68]). Однако в случае, когда область совпадает со всем пространством
R𝑛, эти определения дают один и тот же оператор: в [54] было сформулиро­
вано 10 различных определений дробного лапласиана в R𝑛 и была показана
их эквивалентность. В диссертации рассматриваются уравнения с дробными
лапласианами трех видов: спектральным лапласианом Дирихле, суженным ла­
пласианом Дирихле и спектральным лапласианом Неймана.
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Эффект множественности решений краевых задач для полулинейных
уравнений был впервые открыт Коффманом [29]: при 𝑛 = 2 задача

−Δ𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢 в K𝑛
𝑟 = B𝑛

𝑟+1 ∖ B𝑛
𝑟 , 𝑢|𝜕K𝑛

𝑟
= 0

имеет любое наперед заданное число различных (здесь и далее: не получающих­
ся друг из друга поворотом) положительных решений для 𝑞 > 2 и достаточно
больших 𝑟. В работе Ли [57] аналогичный результат был получен для 𝑛 > 4

при 2 < 𝑞 < 2*𝑛,1 =
2𝑛

(𝑛−2)+
, а также рассматривался вопрос существования нера­

диальных решений при 𝑞 > 2*𝑛,1. Множественность решений для случая 𝑛 = 3

была получена Бьеном [21]. В дальнейшем в работах Назарова [103] и Колониц­
кого [95] похожие результаты были получены для уравнения с 𝑝-лапласианом.

В отличие от уравнений с докритической нелинейностью в правой части, в
критическом случае теорема существования решения нетривиальна, поскольку
вложение соответствующего энергетического пространства в пространство Ле­
бега не является компактным. Таким образом, вопрос существования решений
в задачах с критической нелинейностью всегда зависит от специфики задачи (в
частности, от геометрии области) и требует отдельного рассмотрения.

Классическими работами о разрешимости задачи Неймана с критическим
ростом правой части

−Δ𝑢+ 𝑢 = |𝑢|2*𝑛,1−2𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑛⃗

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕Ω

= 0,

являются работы Адимурти и Манчини [12] и Ванга [86]: при 𝑛 > 3 в 𝒞2-гладкой
ограниченной области Ω задача имеет положительное решение с миинималь­
ной энергией. В работе Демьянова и Назарова [93] аналогичный результат
был получен для задачи с 𝑝-лапласианом в левой части. Вопрос о постоянстве
построенного решения с минимальной энергией в зависимости от размера обла­
сти Ω был изучен в работе Назарова и Щегловой [106].

Для задачи Дирихле с критической правой частью типа Харди–Соболева

Δ𝑢 =
|𝑢|2*𝑛,1−2𝑢

|𝑥|(1−σ)2*𝑛,σ
, 𝑢|𝑥∈𝜕Ω = 0

разрешимость были установлена Госсубом и Кангом [41], Госсубом и Робе­
ром [42; 43] и, при менее ограничительных условиях, Демьяновым и Назаро­
вым [92]. Также отметим работы Эгнелла [34] и Назарова [102], в которых была



7

получена разрешимость задачи в конусе в R𝑛 с лапласианом и 𝑝-лапласианом
соответственно.

Цели и задачи. Основной целью работы является изучение условий
существования и качественных свойств решений полулинейных уравнений с
различными дробными лапласианами. Задача состоит в получении теорем мно­
жественности для уравнений с дробными лапласианами и докритическими и
критическими показателями в правой части, а также достаточно общих усло­
вий существования решений и условий постоянства и непостоянства решений
с минимальной энергией.

Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются новыми
и получены автором самостоятельно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит
теоретический характер. Результаты представляют интерес для специалистов
по теории уравнений в частных производных и теории случайных процессов.

Методология и методы исследования. При доказательстве основ­
ных результатов данной диссертации были использованы: метод обобщенного
гармонического продолжения для дробных лапласианов в области [82]; метод
(𝑚,𝑘)-разложений и априорные оценки решений из классов с различными сим­
метриями; принцип симметричной критичности Пале [71]; модификация прин­
ципа концентрации–компактности Лионса [59—62] для дробных лапласианов;
метод построения специальных пробных функций; модификация тождества По­
хожаева [107] для дробных лапласианов.

Положения, выносимые на защиту.
1. Показано, что для задачи (−Δ)𝑠𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢 с дробным лапласианом

Дирихле (спектральным или суженным) имеет место эффект множе­
ственности решений в кольцах большого радиуса.

2. Доказано существование решений с минимальной энергией в
𝒞2-гладкой ограниченной области Ω для критической задачи Неймана
(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢+ 𝑢 = |𝑢|2*𝑛,𝑠−2𝑢 при 2𝑠 > 1.

3. Получены условия постоянства и непостоянства решений с мини­
мальной энергией для задачи Неймана (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 + 𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢 в

зависимости от размера липшицевой области Ω.

4. Исследована разрешимость задачи со спектральным дробным лапласи­
аном Дирихле (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 = |𝑥|(σ−𝑠)2*𝑛,σ𝑢2

*
𝑛,σ−1.
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Степень достоверности и апробация. Все результаты диссертации
снабжены подробными доказательствами и опубликованы в ведущих научных
изданиях. Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах
и конференциях:

– School and Workshop «PDEs and Applications», Universitá Federico II,
Naples, Italy (2016).

– Международная конференция по дифференциальным уравнениям и ди­
намическим системам, Суздаль, Россия (2016, 2018; 2020, онлайн).

– Seminar «Nonlinear Dynamics», Freie Universität Berlin, Berlin, Germany,
chair: B. Fiedler (2016).

– International Conference on PDEs «Silkroad Mathematics Center Series
International Conferences», Beijing, China (2017).

– Общегородской семинар по математической физике им. В. И. Смирнова,
Санкт-Петербург, Россия, рук.: А. И. Назаров, Т. А. Суслина (2017,
2018).

– Международная конференция «Singular Problems, Blow-up, and Regimes
with Peaking in Nonlinear PDEs», Москва, Россия (2019).

– Финал двадцать третьего Конкурса Мёбиуса, Москва, Россия (2019).
– Семинар по вариационному исчислению, ПОМИ РАН, Санкт-Петер­

бург, Россия, рук.: А. И. Назаров, В. Г. Осмоловский (2019, 2020).
– Seminar on nonlinear problems of PDE and mathematical physics, RUDN,

Moscow, chair: A. E. Shishkov (2020, online).
– Семинар по дифференциальным и функционально-дифференциальным

уравнениям, РУДН, Москва, рук.: А. Л. Скубачевский (2021, онлайн).
Публикации. Результаты данной диссертации опубликованы в рабо­

тах [1—5], [6—11]. Работы [3—5] опубликованы в журналах из перечня ВАК. Ра­
боты [1; 2] опубликованы в изданиях, удовлетворяющих достаточному условию
включения в перечень ВАК: издание “Transactions of the American Mathematical
Society” и переводная версия второго издания “Journal of Mathematical Sciences”
входят в систему цитирования Scopus.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пя­
ти глав, содержащих 24 параграфа, заключения и списка литературы. Общий
объем работы составляет 120 страниц. Список литературы содержит 113 на­
именований.
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Во введении описаны актуальность темы исследования и степень ее раз­
работанности, поставлены цели и задачи, аргументирована научная новизна,
достоверность, теоретическая и практическая значимость результатов, перечис­
лены использованные методы, выносимые на защиту положения, публикации и
доклады по теме диссертации, кратко изложена структура работы.

В главе 1 даются основные определения и понятия, связанные с различ­
ными дробными лапласианами.

Определение 1. Пространства Соболева–Слободецкого ℋ𝑠(R𝑛), ℋ𝑠(Ω) и̃︀ℋ𝑠(Ω) (см. [109]; также [110, §2.3.3, 4.2.1, 4.2.3, 4.3.2]) при 𝑠 > 0 опреде­
ляются как (здесь ℱ𝑢 — это преобразование Фурье функции 𝑢)

ℋ𝑠(R𝑛) =
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2(R𝑛) | ‖𝑢‖2ℋ𝑠(R𝑛) :=

∫︁
R𝑛

(1 + |ξ|2𝑠) · |ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ < ∞
}︀
;

ℋ𝑠(Ω) = {𝑢|Ω : 𝑢 ∈ ℋ𝑠(R𝑛)} ; ̃︀ℋ𝑠(Ω) =
{︀
𝑢 ∈ ℋ𝑠(R𝑛) | supp(𝑢) ⊂ Ω

}︀
.

Определение 2. Дробный лапласиан (−Δ)𝑠 в R𝑛 на классе гладких финитных
функций задается формулой

(−Δ)𝑠𝑢 := ℱ−1(|ξ|2𝑠ℱ𝑢(ξ)), 𝑢 ∈ 𝒞∞
0 (R𝑛),

а на пространстве ℋ𝑠(R𝑛) восстанавливается по квадратичной форме

⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩ =
∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠|ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ. (1)

Определение 3. Суженный (restricted) дробный лапласиан Дирихле (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅

— это самосопряженный оператор, восстановленный по квадратичной фор­
ме (1) c областью определения ̃︀ℋ𝑠(Ω) :

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ := ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ при 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω).

Определение 4. Спектральный дробный лапласиан Дирихле (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 — это

𝑠-тая степень оператора Лапласа с условием Дирихле в области Ω в смыс­
ле спектральной теории. Его квадратичная форма в ограниченной области Ω

равна

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2,

где λ𝐷,𝑗 и ϕ𝐷,𝑗 — собственные числа и ортонормированные в 𝐿2(Ω) собствен­
ные функции задачи Дирихле для оператора Лапласа соответственно.
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Определение 5. Спектральный дробный лапласиан Неймана (−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 — это

𝑠-ая степень оператора Лапласа с условием Неймана в области Ω в смысле
спектральной теории. Его квадратичная форма в ограниченной липшицевой
области Ω равна

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∞∑︁
𝑗=2

λ𝑠𝑁,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝑁,𝑗⟩2,

где λ𝑁,𝑗 и ϕ𝑁,𝑗 — собственные числа и ортонормированные в 𝐿2(Ω) соб­
ственные функции задачи Неймана для оператора Лапласа соответственно
(напомним, что в случае условия Неймана λ𝑁,1 = 0 для собственной функции
ϕ𝑁,1 ≡ 𝐶).

При 𝑠 ∈ (0, 1) дробные лапласианы (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅, (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 и (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 могут

быть получены с помощью обобщенного гармонического продолжения.

Определение 6. Продолжением Каффарелли–Сильвестра [24] называется ре­
шение 𝑤𝑅 задачи

ℒ𝑠[𝑤](𝑥,𝑡) ≡ − div(𝑡1−2𝑠∇𝑤(𝑥,𝑡)) = 0 в R𝑛 × R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢

с конечной энергией

ℰ𝑠,R𝑛[𝑤] := C𝑠 ·
∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

𝑡1−2𝑠|∇𝑤(𝑥,𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 при C𝑠 :=
4𝑠Γ(1+𝑠)
2𝑠·Γ(1−𝑠) .

Оно существует, единственно, и для достаточно гладких 𝑢

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝐷
𝑅

𝜕ν𝑠
(𝑥,0) := −C𝑠 · lim

𝑡→0+
𝑡1−2𝑠𝜕𝑡𝑤𝑅(𝑥,𝑡).

Определение 7. Продолжением Стинга—Торреа [82] для оператора (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝

называется решение 𝑤𝐷
𝑆𝑝 задачи

ℒ𝑠[𝑤](𝑥,𝑡) ≡ − div(𝑡1−2𝑠∇𝑤(𝑥,𝑡)) = 0 в Ω× R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢; 𝑤|𝑥∈𝜕Ω = 0

с конечной энергией

ℰ𝑠,Ω[𝑤] := C𝑠 ·
∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑥,𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡.

Оно существует, единственно, и для достаточно гладких 𝑢

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝐷
𝑆𝑝

𝜕ν𝑠
(𝑥,0).
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Определение 8. Продолжением Стинга—Торреа [82] для оператора (−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝

называется единственное решение 𝑤𝑁
𝑆𝑝 задачи

ℒ𝑠[𝑤](𝑥,𝑡) = 0 в Ω× R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢;
𝜕𝑤

𝜕𝑛⃗

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕Ω

= 0

с конечной энергией ℰ𝑠,Ω
[︀
𝑤𝑁

𝑆𝑝

]︀
, и для достаточно гладких 𝑢

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝑁
𝑆𝑝

𝜕ν𝑠
(𝑥,0).

В параграфе 1.3 сформулированы и доказаны следующие утверждения:

Лемма 1 (Неравенства Фридрихса). При 𝑠 ∈ (0, 1) для любой функции
𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω) выполнены неравенства

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ > λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

и ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

.

Лемма 2 (Замена 𝑢 → |𝑢| уменьшает норму; [67, теорема 3]). Пусть
𝑠 ∈ (0,1). Тогда преобразование 𝑢 → |𝑢| не выводит функцию 𝑢 за пределы
соответствующего пространства, и выполнены неравенства

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω);

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω);

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ 𝒟𝑠(Ω).

Кроме того, если функция 𝑢 меняет знак в области Ω, то знак в соответ­
ствующем неравенстве строгий.

Лемма 3 (Принцип максимума; [27, лемма 2.6], [52, теорема 2.5], [69,
предложение A.1]). Пусть 𝑠 ∈ (0,1) и 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω) или 𝑢 ∈ 𝒟𝑠(R𝑛), 𝑢 ̸≡ 0. Если
выполнено (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅𝑢 > 0 или (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 > 0 (в смысле обобщенных функций),

то 𝑢 > 0 на любом компактном подмножестве 𝐾 ⊂ Ω.

Далее под решениями задач мы всегда будем понимать слабые (ва­
риационные) решения.

В главе 2 исследуется множественность положительных решений для
уравнений с дробными лапласианами Дирихле в кольце единичной шири­
ны K𝑛

𝑟 = B𝑛
𝑟+1 ∖ B𝑛

𝑟 :

(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑅𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ); (2)

(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) (3)
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при 𝑛 ̸= 3, 𝑠 ∈ (0,1) и 2 < 𝑞 < 2*𝑛,𝑠 = 2𝑛
(𝑛−2𝑠)+

.

Для получения эффекта множественности используется подход Ли [57],
впоследствии усовершенствованный Назаровым [103]. Этот подход ос­
нован на методе (𝑚,𝑘)-разложений и оценок энергии минимайзеров по
(𝑚,𝑘)-инвариантным подпространствам. Минимайзеры по таким подпро­
странствам являются положительными решениями уравнений (2) и (3), что
обеспечивается принципом симметричной критичности Пале [71].

Определение 9. Пусть 𝒢 — замкнутая подгруппа ортогональной груп­
пы O(𝑛). Тогда L𝑠

𝒢 и 𝐿𝑞,𝒢(K𝑛
𝑟 ) — это подпространства функций из ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )

и 𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 ), инвариантных относительно 𝒢 :

L𝑠
𝒢 :=

{︁
𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) | 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑔𝑥),∀𝑔 ∈ 𝒢
}︁
;

𝐿𝑞,𝒢(K𝑛
𝑟 ) := {𝑢 ∈ 𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 ) | 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑔𝑥), ∀𝑔 ∈ 𝒢} .

Определение 10. Допустимым (𝑚,𝑘)-разложением пространства R𝑛 мы бу­
дем называть разложение R𝑛 = (R𝑚)𝑙 ⊕ R𝑘, где

𝑚𝑙 + 𝑘 = 𝑛; 𝑚 > 2; 𝑘 = 0 или 𝑘 > 𝑚; 𝑙,𝑚 ∈ N, 𝑘 ∈ Z+.

Функция 𝑢(𝑥) называется (𝑚,𝑘)-радиальной, если она радиальна по каж­
дой из 𝑙 + 1 составляющих и инвариантна относительно всех переста­
новок 𝑙 переменных размерности 𝑚. Группу, порождающую пространство
(𝑚,𝑘)-радиальных функций, мы обозначим 𝒢𝑚,𝑘.

Определим функционалы 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] :

𝒥𝑅[𝑢] :=
⟨(−Δ𝐷

K𝑛
𝑟
)𝑠𝑅𝑢, 𝑢⟩

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

; 𝒥𝑆𝑝[𝑢] :=
⟨(−Δ𝐷

K𝑛
𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

.

Лемма 4 (Принцип симметричной критичности). Пусть 𝒢— замкнутая
подгруппа O(𝑛), для которой вложение L𝑠

𝒢 →˓ 𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 ) компактно. Тогда ми­

нимайзеры функционалов 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] по подпространству L𝑠
𝒢 существуют

и являются положительными решениями задач (2) и (3).

В параграфе 2.4 получены оценки на энергию минимайзеров по подпро­
странствам (𝑚,𝑘)-радиальных функций. В частности, доказаны следующие
утверждения:
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Лемма 5 (Уровень энергии для радиальных функций). При 𝑛 > 2 для
всех 𝑞 ∈ [2, 2*1,𝑠] выполнена оценка

min
𝑢𝑟∈L𝑠

O(𝑛)

𝒥𝑆𝑝[𝑢𝑟] > min
𝑢𝑟∈L𝑠

O(𝑛)

𝒥𝑅[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟(𝑛−1)(1− 2

𝑞 ), 𝑟 → ∞.

Лемма 6 (Уровень энергии для (2, 𝑛 − 2)-радиальных функций). При
𝑛 > 4 выполнены следующие оценки при 𝑟 → ∞ :

min
𝑢𝑟∈L𝑠

O(2)×O(𝑛−2)

𝒥𝑅[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟1−

2
𝑞 и min

𝑢𝑟∈L𝑠
O(2)×O(𝑛−2)

𝒥𝑆𝑝[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟1−

2
𝑞 .

Леммы 5 и 6 показывают, что при больших 𝑟 минимайзеры по подпро­
странству L𝑠

O(2)×O(𝑛−2) не являются радиальными.
Основные результаты главы 2 следующие:

Теорема 1 (Cуществование радиального решения). При 𝑞 ∈ [1, 2*1,𝑠),

𝑞 ̸= 2, у каждой из задач (2) и (3) существует положительное радиальное
решение.

Теорема 2 (Cуществование (𝑚,𝑘)-радиальных решений). При 𝑛 > 4 и
𝑞 ∈ (2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠) существует такой радиус 𝑟0, что для всех 𝑟 > 𝑟0 в кольце K𝑛

𝑟

для каждой из задач (2) и (3) существует положительное (𝑚,𝑘)-радиальное
решение (при различных 𝑚 решения различны).

Теорема 3 (Эффект множественности). Пусть 𝑛 ̸= 3, 𝑞 ∈ (2, 2*𝑛,𝑠) и 𝑁 —
некоторое натуральное число. Тогда существует такое 𝑟1(𝑁), что при любом
𝑟 > 𝑟1 у каждой из задач (2) и (3) существует не менее 𝑁 не совмещающихся
поворотом положительных решений.

В главе 3 получено существование решений с минимальной энергией в
𝒞2-гладкой ограниченной области Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 3 для задачи Неймана с кри­
тической правой частью

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢+ 𝑢 = |𝑢|2*𝑛,𝑠−2𝑢, (4)

где 𝑠 ∈ (1/2, 1) и 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω).

Решение задачи (4) с минимальной энергией — это (с точностью до домно­
жения на константу) минимайзер функционала ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑛,𝑠,Ω
[𝑢] :

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑛,𝑠,Ω

[𝑢] :=
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿2*𝑛,𝑠(Ω)

, 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω := inf

𝑢∈ℋ𝑠(Ω)
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑛,𝑠,Ω

[𝑢]. (5)
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Доказательство существования получается как развитие подхода из работ
Адимурти и Манчини [12], Ванга [86] и Демьянова и Назарова [93]. В пара­
графе 3.2 модификацией предельного принципа концентрации–компактности
Лионса [59; 60] для нелокального оператора (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 (с использованием продол­

жений Стинга-Торреа) мы получаем альтернативу: в пространстве мер ℳ(Ω)

для минимизирующей последовательности 𝑢𝑘(𝑥) для функционала (5) может

иметь место либо концентрация в точке 𝑥0 (в этом случае |𝑢𝑘|2
*
𝑛,𝑠

ℳ(Ω)
⇁ δ(𝑥0)),

либо компактность (в этом случае |𝑢𝑘|2
*
𝑛,𝑠

ℳ(Ω)
⇁ |𝑢|2*𝑛,𝑠).

Далее, в параграфе 3.2 также показано, что в случае компактности для
предельной функции 𝑢 выполнено равенство ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑛,𝑠,Ω
[𝑢] = 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω . Другими сло­
вами, в случае компактности функция 𝑢 минимизирует функционал (5), и,
после домножения на подходящую константу, является решением задачи (4) с
минимальной энергией.

В параграфе 3.3 доказана справедливость следующей леммы:

Лемма 7. В случае концентрации выполнено неравенство 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω > 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,R𝑛
+
.

Параграф 3.4 посвящен построению пробной функции 𝑢̌ ∈ ℋ𝑠(Ω), для
которой при 𝑛 > 3 и 2𝑠 > 1 выполнено неравенство

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑛,𝑠,Ω

[𝑢̌] < 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
.

Согласно лемме 7, существование такой функции исключает возможность кон­
центрации и доказывает основное утверждение главы 3:

Теорема 4. Пусть Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 3 — 𝒞2-гладкая ограниченная область,
и 2𝑠 > 1. Тогда задача (4) имеет неотрицательное нетривиальное решение с
минимальной энергией.

В главе 4 изучается постоянство решений с минимальной энергией для
полулинейной задачи Неймана в ограниченной области Ω ⊂ R𝑛 с липшицевой
границей при 𝑛 > 1 :

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢+ 𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω), 𝑠 ∈ (0, 1). (6)
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Эта задача обобщает задачу (4): показатель 𝑞 в правой части не обязан быть
критическим; допустимы показатели

𝑞 ∈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[1, 2*𝑛,𝑠] при 𝑛 > 2 или 𝑛 = 1, 𝑠 < 1

2 ;

[1,∞) при 𝑛 = 1, 𝑠 = 1
2 ;

[1,∞] при 𝑛 = 1, 𝑠 > 1
2 .

По аналогии с функционалом (5), определяется функционал ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ω [𝑢], по­

рождаемый теоремой вложения ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿𝑞(Ω) :

inf
𝑢∈ℋ𝑠(Ω)

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ω [𝑢] := inf

𝑢∈ℋ𝑠(Ω)

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

> 0. (7)

Поскольку при 𝑞 ∈ [1, 2*𝑛,𝑠) вложение компактно, у функционала ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ω [𝑢] су­

ществует минимайзер, который является решением с миинимальной энергией
для задачи (6). При 𝑞 = 2*𝑛,𝑠 существование решения с минимальной энерги­
ей в 𝒞2-гладкой ограниченной области Ω при 𝑛 > 3 и 2𝑠 > 1 обеспечивается
теоремой 4.

Очевидно, что функция 𝑢 = 1 (тождественно равная единице) является
решением задачи (6), поскольку (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝1 = 0. Главный вопрос, на который

отвечает глава 4, таков: совпадает ли решение 𝑢 = 1 с решением с мини­
мальной энергией?

В локальном случае 𝑠 = 1 ответ на этот вопрос был получен в работе Наза­
рова и Щегловой [106]. Оказывается, что постоянство решения с минимальной
энергией определяется формой и размером области Ω. Более того, оказывается,
что исходный вопрос удобно переформулировать с использованием дополни­
тельного параметра ε: будем считать, что область Ω имеет единичный объем, и
рассмотрим вложения (7) для семейства областей Ωε := {ε𝑥 | 𝑥 ∈ Ω}. Положим
𝑢ε(𝑦) := 𝑢(ε−1𝑦), тогда

ℐε𝑠,𝑞[𝑢] :=
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ωε

[𝑢ε]

ε𝑛−2𝑠− 2𝑛
𝑞

=
ε𝑛−2𝑠⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ε𝑛‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

ε𝑛−2𝑠− 2𝑛
𝑞 ε

2𝑛
𝑞 ‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

=
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

,

и легко видеть, что вопрос о постоянстве решения с минимальной энергией
для задачи (6) в области Ωε эквивалентен вопросу о постоянстве минимайзера
функционала ℐε𝑠,𝑞 с параметром ε.
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Основные результаты, полученные в главе 4, таковы:

Теорема 5. 1. При 𝑞 ∈ [1,2] для любого ε > 0 функция 1 является единствен­
ным минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢];
2. Eсли же 𝑞 ∈ (2,2*𝑛,𝑠], то:

– при ε < ε𝑠(𝑞) := [ λ𝑠𝑁,2/(𝑞 − 2)]1/(2𝑠) (напомним, что λ𝑁,2 — первое
ненулевое собственное число оператора Лапласа с условием Неймана)
функция 1 дает локальный минимум функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢], а при всех
ε > ε𝑠(𝑞) не дает;

– существует непрерывная, монотонно убывающая функция ℰ𝑠(𝑞) > 0,

такая, что при ε 6 ℰ𝑠(𝑞) функция 1 дает глобальный минимум функ­
ционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢], а при ε > ℰ𝑠(𝑞) не дает.

Для построенных функций очевидно неравенство ℰ𝑠(𝑞) 6 ε𝑠(𝑞). В локаль­
ном случае 𝑠 = 1 известны следующие результаты: при 𝑛 = 1 выполнено
ℰ1(𝑞) = ε1(𝑞) (см. работы Назарова [104; 105]), а при 𝑛 > 2 существуют как
области с ℰ1(𝑞) < ε1(𝑞) (см. работу Назарова и Щегловой [106]), так и области с
ℰ1(𝑞) = ε1(𝑞) (см. работу Щегловой [112], посвященную решениям в тонких
цилиндрах).

В параграфе 4.2 доказана следующая теорема:

Теорема 6. Пусть 𝑠 < 𝑛/2, 𝑞 = 2*𝑛,𝑠 и ε = ε𝑠(2
*
𝑛,𝑠). Тогда функция 1 не

является глобальным минимайзером функционала ℐε𝑠𝑠,2*𝑛,𝑠[𝑢] в кубе (0,1)𝑛.

Из этой теоремы следует, что при 𝑞, близких к 2*𝑛,𝑠 снизу, для куба (0,1)𝑛

выполнено неравенство ℰ𝑠(𝑞) < ε𝑠(𝑞).

В главе 5 найдены достаточные условия существования решений с ми­
нимальной энергией в 𝒞1-гладкой ограниченной области Ω ⊂ R𝑛 для задачи
Дирихле с критической особенностью типа Харди–Соболева в правой части
при 𝑛 > 2 и 0 < σ < 𝑠 < 1 :

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) =

𝑢2
*
𝑛,σ−1(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*𝑛,σ
в Ω, 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω). (8)

Решение задачи (8) с минимальной энергией — это (с точностью до домножения
на константу) минимайзер функционала ℐ𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω[𝑢] :

ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[𝑢] :=

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

‖|𝑥|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*𝑛,σ(Ω)

, 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω := inf

𝑢∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω)
ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[𝑢].
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Если 0𝑛 ̸∈ Ω, то соответствующее вложение компактно, и задача (8) имеет
решение с минимальной энергией. В дальнейшем мы будем считать, что 0𝑛 ∈ Ω.

В параграфе 5.2 доказана теорема:

Теорема 7. Выполнены следующие утверждения:
1. Если 0𝑛 ∈ Ω, то задача (8) не имеет решений с минимальной энерги­

ей.
2. Для звездных относительно 0𝑛 областей Ω задача (8) не имеет неот­

рицательных решений.

Для доказательства этого результата устанавливается нелокальный ана­
лог тождества Похожаева [107] для лапласиана (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝.

Параграф 5.4 посвящен следующему результату:

Теорема 8. В R𝑛
+ задача (8) имеет решение с минимальной энергией.

В параграфе 5.5 обсуждаются свойства полученного решения Φ(𝑦) и его
продолжения Стинга–Торреа 𝒲(𝑌 ). Основной результат заключается в следу­
ющем:

Лемма 8. Выполнены следующие оценки:

Φ(𝑦) 6
𝐶𝑦𝑛

1 + |𝑦|𝑛−2𝑠+2
, 𝑦 ∈ R𝑛

+; 𝒲(𝑌 ) 6
𝐶𝑦𝑛

1 + |𝑌 |𝑛−2𝑠+2
, 𝑌 ∈ R𝑛

+ × R+;

𝒱(𝑦) := C𝑠 ·
∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝒲(𝑌 )|2𝑑𝑧 6 𝐶

1 + |𝑦|2𝑛−2𝑠+2
, 𝑦 ∈ R𝑛

+,

где константы 𝐶 зависят от 𝑛, 𝑠,σ и выбора решения Φ.

Доказательство существования решений с минимальной энергией в за­
даче (8) для ограниченной области Ω похоже на рассуждение из главы 3.
Модификацией локально–компактного принципа концентрации–компактности
Лионса [61; 62] для нелокального оператора (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 (с использованием

продолжений Стинга-Торреа) мы получаем альтернативу: имеет место либо
концентрация в начале координат 0𝑛, либо компактность.

В параграфе 5.6 показывается, что в случае компактности выполнено
равенство ℐ𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω[𝑢] = 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω, и функция 𝑢(𝑥) является решением с минимальной

энергией для задачи (8).
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В параграфе 5.6 также объясняется, что в случае концентрации име­
ет место неравенство 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω > 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
. Таким образом, как и в главе 3, для

завершения доказательства достаточно исключить возможность концентра­
ции, построив пробную функцию ̃︀Φε(𝑥), для которой

ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[

̃︀Φε(𝑥)] < 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
. (9)

Для ее построения требуется наложить условия на границу 𝜕Ω : параметризуем
ее в окрестности начала координат 0𝑛 уравнением 𝑥𝑛 = 𝐹 (𝑥′). Следуя работе
Демьянова и Назарова [92], предположим, что:

– граница вогнута в среднем в нуле: при малых τ > 0 выполнено

𝑓(τ) :=
1

|S𝑛−2
τ |

∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 (𝑦′) 𝑑𝑦′ < 0. (10)

– функция 𝑓 имеет регулярное поведение в нуле порядка α ∈ [1, 𝑛 −
2𝑠+ 3) : при любом 𝑑 > 0 выполнено

lim
τ→0

𝑓(𝑑τ)

𝑓(τ)
= 𝑑α. (11)

– выполнено условие

lim
τ→0

τ ·
∫︀
S𝑛−2
τ

|∇𝑦′𝐹 (𝑦′)|2 𝑑𝑦′

|S𝑛−2
τ | · 𝑓(τ)

= 0. (12)

Пробная функция ̃︀Φε(𝑥) строится на основе решения Φ(𝑦) задачи (8) в R𝑛
+,

существование которого было доказано в теореме 8. Из условий (10)–(12) и
оценок решения Φ(𝑦) из Леммы 8, в параграфах 5.7 и 5.8 для функции ̃︀Φε(𝑥)
доказывается справедливость неравенства (9).

Таким образом, доказан основной результат главы 5:

Теорема 9. Пусть граница 𝜕Ω удовлетворяет условиям (10)–(12). Тогда зада­
ча (8) имеет положительное решение с минимальной энергией в области Ω.

В заключении перечисляются основные результаты диссертации, а также
предлагаются возможные направления для дальнейшей работы.

Результаты, изложенные в диссертации, получены при поддержке Рос­
сийского фонда фундаментальных исследований: результаты из глав 2 и 5
получены в рамках проекта 17-01-00678A, а результаты из глав 3 и 4 получены
в рамках проекта 20-01-00630A.
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Глава 1. Предварительные сведения

1.1 Обозначения

В диссертации используются следующие обозначения:
– 𝑛 — размерность пространства, 𝑠 и σ— числа, являющиеся параметрами

задач.
– 2*𝑠 ≡ 2*𝑛,𝑠 :=

2𝑛
(𝑛−2𝑠)+

— предельный показатель вложения Соболева.
– R𝑛

+ := {𝑥 ≡ (𝑥′,𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑛 > 0} — полупространство, 0𝑛 — начало
координат.

– B𝑛
𝑟 (𝑥),S𝑛−1

𝑟 (𝑥) ⊂ R𝑛 — шар и сфера радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑥

соответственно.
– K𝑛

𝑟,ℎ(𝑥) := B𝑛
𝑟+ℎ(𝑥) ∖ B𝑛

𝑟 (𝑥) — кольцо радиуса 𝑟 и ширины ℎ с центром в
точке 𝑥.

– Для краткости обозначим B𝑟 := B𝑛
𝑟 (0𝑛), S𝑟 := S𝑛−1

𝑟 (0𝑛), K𝑛
𝑟 := K𝑛

𝑟,1(0𝑛),

B+
𝑟 := B𝑟 ∩ R𝑛

+, K+
𝑟,ℎ := K𝑛

𝑟,ℎ(0𝑛) ∩ R𝑛
+ и K+

𝑟 := K+
𝑟,1.

– 𝜔𝑛−1 := |S𝑛−1
1 | = 𝑛π𝑛/2

Γ(𝑛/2+1) — площадь единичной сферы в R𝑛.

– ϕ𝑟(𝑥) — гладкая функция-срезка

ϕ𝑟(𝑥) :=

⎧⎨⎩1, |𝑥| < 𝑟/2

0, |𝑥| > 𝑟
, |∇𝑥ϕ𝑟(𝑥)| 6 𝐶𝑟−1. (1.1)

– Запись 𝑎 = 𝑜ε(𝑏) означает, что величина 𝑎/𝑏 стремится к нулю при ε→ 0

или ε → ∞. Аналогично, запись 𝑎 = 𝑂ε(𝑏) означает, что величина 𝑎/𝑏

ограничена сверху при ε→ 0 или ε→ ∞.

– Запись 𝑎
ε≍ 𝑏 означает, что выполнена оценка 𝐶1𝑏 6 𝑎 6 𝐶2𝑏 с констан­

тами, не зависящими от ε.
– K𝑠(τ) — модифицированная функция Бесселя второго рода. Для нее

выполнены следующие асимптотики (см., напр., [82, (3.7)]):

K𝑠(τ) ∼ Γ(𝑠)2𝑠−1τ−𝑠 при τ→ 0; (1.2)

K𝑠(τ) ∼
(︁ π
2τ

)︁1/2
𝑒−τ
(︀
1 +𝑂τ(τ

−1)
)︀

при τ→ ∞. (1.3)

– Через 𝐶 мы будем обозначать константы, зависящие только от пара­
метров 𝑛, 𝑠 и σ, значение которых для нас несущественно; в случае
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зависимости константы от дополнительного параметра мы будем ука­
зывать его в скобках.

– Через ⌈𝑥⌉и ⌊𝑥⌋ мы будем обозначать верхнюю и нижнюю целые части
числа 𝑥 соответственно.

– Для функции 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω) функция 𝑓 определяется равенством

𝑓(𝑥) := 𝑓(𝑥)− |Ω|−1 ·
∫︁
Ω

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

∫︁
Ω

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (1.4)

– Если функция 𝑤(𝑥,𝑡) в Ω × R+ является продолжением функции 𝑢(𝑥)

в Ω (т.е. 𝑤(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥)), то мы используем обозначение 𝑋 ≡ (𝑥, 𝑡).

– Для функции 𝑢(𝑥) в R𝑛
+ и ее продолжения 𝑤(𝑥,𝑡) в R𝑛

+×R+ определим
нечетные продолжения по переменной 𝑥𝑛 :

при 𝑥𝑛 > 0 : 𝑢𝑜𝑑𝑑(𝑥) := 𝑢(𝑥′, 𝑥𝑛), 𝑤𝑜𝑑𝑑(𝑥,𝑡) := 𝑤(𝑥′, 𝑥𝑛, 𝑡);

при 𝑥𝑛 6 0 : 𝑢𝑜𝑑𝑑(𝑥) := −𝑢(𝑥′,−𝑥𝑛), 𝑤𝑜𝑑𝑑(𝑥,𝑡) := −𝑤(𝑥′,−𝑥𝑛, 𝑡).

– Пусть граница области 𝜕Ω содержит начало координат 0𝑛 и является
𝒞1-гладкой в его окрестности Bε. Параметризуем ее графиком функции
𝑥𝑛 = 𝐹 (𝑥′), 𝐹 ∈ 𝒞1 : имеем 𝐹 (0𝑛−1) = 0, ∇𝑥′𝐹 (0𝑛−1) = 0𝑛−1 при
|𝑥| < ε. Построим преобразование координат Θ1(𝑥), распрямляющее
границу области Ω в окрестности нуля:

Θ1(𝑥) := (𝑥′, 𝑥𝑛 − 𝐹 (𝑥′)) = 𝑥− 𝐹 (𝑥′)𝑒𝑛, (1.5)

точка 𝑥 ∈ 𝜕Ω∩Bε переходит в точку с нулевой последней координатой.
Обратная замена имеет вид Θ−1

1 (𝑥) = (𝑥′, 𝑥𝑛+𝐹 (𝑥′)), и якобианы обеих
замен единичны. На основе Θ1(𝑥) определим замены переменных Θε(𝑥)

и Θε(𝑥,𝑡) :

Θε(𝑥) := Θ1(𝑥)/ε, Θε(𝑥,𝑡) := [Θε(𝑥), 𝑡/ε] = [(𝑥− 𝐹 (𝑥′)𝑒𝑛)/ε, 𝑡/ε] .

(1.6)
Эти замены распрямляют границу, растягивая ее с коэффициентом ε−1 :

якобианы этих замен равны ε−𝑛 и ε−𝑛−1 соответственно.
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1.2 Определения и основные понятия

Пусть 𝑠 > 0, определим пространства Соболева–Слободецкого ℋ𝑠(R𝑛),

ℋ𝑠(Ω) и ̃︀ℋ𝑠(Ω) (см. [109]; также [110, §2.3.3, 4.2.1, 4.2.3, 4.3.2]):

ℋ𝑠(R𝑛) =

⎧⎨⎩𝑢 ∈ 𝐿2(R𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ‖𝑢‖2ℋ𝑠(R𝑛) :=

∫︁
R𝑛

(1 + |ξ|2𝑠) · |ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ < ∞

⎫⎬⎭ ;

ℋ𝑠(Ω) = {𝑢|Ω : 𝑢 ∈ ℋ𝑠(R𝑛)} ;̃︀ℋ𝑠(Ω) =
{︀
𝑢 ∈ ℋ𝑠(R𝑛) | supp(𝑢) ⊂ Ω

}︀
,

где преобразование Фурье ℱ задается формулой

ℱ𝑢(ξ) := (2π)−𝑛/2

∫︁
R𝑛

𝑒−𝑖ξ·𝑥𝑢(𝑥)𝑑𝑥.

Дробный лапласиан (−Δ)𝑠 в R𝑛 определяется формулой

(−Δ)𝑠𝑢 := ℱ−1(|ξ|2𝑠ℱ𝑢(ξ)), 𝑢 ∈ 𝒞∞
0 (R𝑛),

а его квадратичная форма имеет вид

⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩ =
∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠|ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ. (1.7)

При 𝑠 ∈ (0,1) дробный лапласиан в R𝑛 допускает представление через гипер­
сингулярный интеграл (см., напр., [99]):

(−Δ)𝑠𝑢(𝑥) = 𝐶𝑛,𝑠 · P.V.
∫︁
R𝑛

𝑢(𝑥)− 𝑢(𝑦)

|𝑥− 𝑦|𝑛+2𝑠
𝑑𝑦 с 𝐶𝑛,𝑠 =

𝑠22𝑠Γ((𝑛+ 2𝑠)/2)

π𝑛/2Γ(1− 𝑠)
,

и поэтому квадратичную форму (1.7) можно записать в виде

⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩ = 𝐶𝑛,𝑠

2
·
∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

(𝑢(𝑥)− 𝑢(𝑦))2

|𝑥− 𝑦|𝑛+2𝑠
𝑑𝑦𝑑𝑥.

Стандартная норма в пространстве ℋ𝑠(R𝑛) определяется равенством

‖𝑢‖2ℋ𝑠(R𝑛) := ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(R𝑛). (1.8)
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Норма в пространстве ℋ𝑠(Ω) — это инфимум-норма по всем продолжениям:

‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω) := inf
𝑢̃∈ℋ𝑠(R𝑛), 𝑢̃|Ω=𝑢

‖𝑢̃‖2ℋ𝑠(R𝑛). (1.9)

Норма в пространстве ̃︀ℋ𝑠(Ω) индуцируется нормой в ℋ𝑠(R𝑛), однако в силу
неравенства Фридрихса (см. §1.3, предложение 1.1) в ограниченной области Ω

стандартной нормой в ̃︀ℋ𝑠(Ω) можно считать

‖𝑢‖2̃︀ℋ𝑠(Ω)
:= ⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩. (1.10)

Отметим также, что пространство ̃︀ℋ𝑠(Ω) может быть определено как замыка­
ние пространства 𝒞∞

0 (Ω) по норме (1.10). Однако (см. [110, теорема 4.3.2/1])
пространство ̃︀ℋ𝑠(Ω) совпадает с замыканием 𝒞∞

0 (Ω) по норме (1.9) в ℋ𝑠(Ω)

только при 𝑠 − 1/2 ̸∈ Z, а для 𝑠 − 1/2 ∈ Z является подпространством это­
го замыкания.

При 𝑠 < 𝑛/2 для дробного лапласиана в R𝑛 имеют место дробное нера­
венство Харди

⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ > 𝒮𝑠,0,R𝑛 · ‖|𝑥|−𝑠𝑢‖2𝐿2(R𝑛), (1.11)

и дробное неравенство Соболева (см. [94, теорема 1.2, (22)])

⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ > 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 · ‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (R
𝑛). (1.12)

Используя неравенство Гельдера, получаем дробное неравенство Харди—Собо­
лева в R𝑛:

⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ > 𝒮𝑠,σ,R𝑛 · ‖|𝑥|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*σ(R
𝑛). (1.13)

Точная константа 𝒮𝑠,0,R𝑛 в неравенстве (1.11) была получена в работе [51], и
хорошо известно (см. [50]), что даже в локальном случае (при 𝑠 = 1) она не
достигается. В работе [31] было показано, что константа 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 достигается на
единственной функции (с точностью до гомотетий, домножений на константу
и переносов)

Φ𝑠,𝑎(𝑥) :=
(︀
𝑎2 + |𝑥|2

)︀ 2𝑠−𝑛
2 с 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 = 22𝑠π𝑠

Γ (𝑛/2 + 𝑠)

Γ (𝑛/2− 𝑠)

[︂
Γ (𝑛/2)

Γ (𝑛)

]︂2𝑠/𝑛
. (1.14)

Значение точной константы 𝒮𝑠,σ,R𝑛 при произвольном σ ∈ (0,𝑠) неизвестно.
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Пользуясь неравенством (1.12), при 𝑠 < 𝑛/2 определим пространства
𝒟𝑠(R𝑛), 𝒟𝑠(Ω) и ̃︀𝒟𝑠(Ω) с нормой, индуцированной квадратичной формой
⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩ :

𝒟𝑠(R𝑛) :=
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2*𝑠(R

𝑛) | ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ < ∞
}︀
;

𝒟𝑠(Ω) :=
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2*𝑠(Ω) | ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ < ∞

}︀
;̃︀𝒟𝑠(Ω) :=

{︀
𝑢 ∈ 𝒟𝑠(R𝑛) | 𝑢 ≡ 0 на R𝑛 ∖ Ω

}︀
.

Пространство 𝒟𝑠(R𝑛) является областью определения квадратичной формы
⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩ и совпадает с замыканием пространства 𝒞∞

0 (R𝑛) по ней. Простран­
ство ̃︀𝒟𝑠(Ω) также совпадает с замыканием 𝒞∞

0 (Ω) по форме ⟨(−Δ)𝑠𝑢,𝑢⟩. Из
определения очевидно, что ̃︀𝒟𝑠(R𝑛

+) ∩ 𝐿2(R𝑛
+) = ̃︀ℋ𝑠(R𝑛

+), а в ограниченной об­
ласти 𝒟𝑠(Ω) ≡ ℋ𝑠(Ω) и ̃︀𝒟𝑠(Ω) ≡ ̃︀ℋ𝑠(Ω).

Суженный дробный лапласиан Дирихле (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅 — самосопря­

женный оператор, восстановленный по квадратичной форме (1.7) c областью
определения ̃︀ℋ𝑠(Ω) :

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ := ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩ при 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω). (1.15)

Спектральный дробный лапласиан Дирихле (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 определяет­

ся как 𝑠-тая степень оператора Лапласа с условием Дирихле в области Ω в
смысле спектральной теории. Это самосопряженный оператор, восстановлен­
ный по квадратичной форме: в случае Ω = R𝑛 она совпадает с квадратичной
формой (1.7) (т.е. спектральный лапласиан (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 совпадает с дробным ла­

пласианом (−Δ)𝑠 в R𝑛); в случае Ω = R𝑛
+ она равна

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∫︁
R𝑛

+

|ξ|2𝑠|ℱ𝑜𝑑𝑑𝑢(ξ)|2𝑑ξ,

где преобразование ℱ𝑜𝑑𝑑 задается формулой

ℱ𝑜𝑑𝑑𝑢(ξ) :=
2

(2π)𝑛/2

∫︁
R𝑛

𝑢(𝑥)𝑒−𝑖ξ′·𝑥′
sin(𝑥𝑛ξ𝑛)𝑑𝑥;

в случае ограниченных Ω она равна

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2, (1.16)
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где λ𝐷,𝑗 и ϕ𝐷,𝑗 — собственные числа и ортонормированные в 𝐿2(Ω) собственные
функции задачи Дирихле для оператора Лапласа соответственно.

Спектральный дробный лапласиан Неймана (−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 определяется

аналогичным образом: это 𝑠-ая степень оператора Лапласа с условием Неймана
в области Ω в смысле спектральной теории. Его квадратичная форма в случае
Ω = R𝑛

+ равна

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∫︁
R𝑛

+

|ξ|2𝑠|ℱ𝑒𝑣𝑢(ξ)|2

где преобразование ℱ𝑒𝑣 задается формулой

ℱ𝑒𝑣𝑢(ξ) :=
2

(2π)𝑛/2

∫︁
R𝑛

+

𝑢(𝑥)𝑒−𝑖⟨ξ′,𝑥′⟩ cos(𝑥𝑛ξ𝑛) 𝑑𝑥;

а в случае ограниченной липшицевой области Ω квадратичная форма равна

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ :=

∞∑︁
𝑗=2

λ𝑠𝑁,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝑁,𝑗⟩2, (1.17)

где λ𝑁,𝑗 — собственные числа, a ϕ𝑁,𝑗 — ортонормированные в 𝐿2(Ω) собствен­
ные функции задачи Неймана для оператора Лапласа (напомним, что в случае
условия Неймана λ𝑁,1 = 0 для собственной функции ϕ𝑁,1 = 𝐶).

Подчеркнем, что все введенные выше операторы при 𝑠 /∈ N являются
нелокальными.

Хорошо известно (см., напр., [64, лемма 1]), что в ограниченной обла­
сти Ω при 𝑠 ∈ [0, 1] область определения квадратичной формы (1.16) совпадает
с ̃︀ℋ𝑠(Ω). В силу неравенства Фридрихса (см. §1.3, предложение 1.1) в ̃︀ℋ𝑠(Ω)

можно задать эквивалентные (1.10) нормы

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ ≡ ‖𝑢‖2̃︀ℋ𝑠(Ω)

≍ ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩. (1.18)

Областью определения квадратичной формы ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ является простран­

ство 𝒟𝑠(Ω). В случае ограниченной области Ω норму в этом пространстве удобно
определить равенством

‖𝑢‖2𝒟𝑠(Ω) ≡ ‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω) := ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

. (1.19)

Такая норма эквивалентна стандартной норме (1.9) (доказательство этого фак­
та практически дословно повторяет доказательство [64, лемма 1]).
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Неравенство Соболева (1.12) при 𝑠 < 𝑛/2 обеспечивает непрерывность
вложения ̃︀ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿2*𝑠(Ω), поэтому в ограниченной области Ω вложение̃︀ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿𝑞(Ω) компактно при 𝑞 < 2*𝑠. Более того, оказывается, что выпол­
нены неравенства

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ > 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 · ‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

и ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 · ‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

, (1.20)

и константа 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 является точной для обоих неравенств: для лапласиана
(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅 точная константа не зависит от области (поэтому совпадает с констан­

той в R𝑛), а равенство точных констант для неравенств (1.20) было получено
при 𝑠 = 2 в [85] и [40], при 𝑠 ∈ N в [39], при 𝑠 ∈ (0,1) в [64] и для произвольного
𝑠 ∈ (0, 𝑛/2) в [67].

Напомним, что при 𝑠 ∈ (0, 1) дробные лапласианы (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅, (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 и

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 могут быть получены с помощью обобщенного отображения Дири­

хле-в-Нейман из пространств более высоких размерностей. Суженный дробный
лапласиан Дирихле (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅 может быть получен посредством продолжения

Каффарелли–Сильвестра [24] (далее, КС-продолжение): решение 𝑤𝑅 задачи

ℒ𝑠[𝑤](𝑋) ≡ − div(𝑡1−2𝑠∇𝑋𝑤(𝑥,𝑡)) = 0 в R𝑛 × R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢 (1.21)

с конечной энергией

ℰ𝑠,R𝑛[𝑤] := C𝑠 ·
∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑥,𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 при C𝑠 :=
4𝑠Γ(1+𝑠)
2𝑠·Γ(1−𝑠) (1.22)

существует, единственно, и для достаточно гладких 𝑢

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝐷
𝑅

𝜕ν𝑠
(𝑥,0) := −C𝑠 · lim

𝑡→0+
𝑡1−2𝑠𝜕𝑡𝑤𝑅(𝑥,𝑡).

Кроме того, 𝑤𝑅 можно получить как минимайзер функционала (1.22) по про­
странству

W𝐷
𝑠,𝑅 (R𝑛 × R+) := {𝑤(𝑋) | ℰ𝑠,R𝑛[𝑤] < ∞, 𝑤|𝑡=0 = 𝑢} ,

и несложно показать, что квадратичная форма (1.15) выражается через (1.22):

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ = ℰ𝑠,R𝑛 [𝑤𝑅] . (1.23)

Также, в работах [24] и [22, замечание 3.10] для задачи

(−Δ)𝑠𝑢(𝑥) = ℎ(𝑥) в R𝑛
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были получены функции Грина, восстанавливающие КС-продолжение по ис­
ходным функциям:

𝑤(𝑋) =

∫︁
R𝑛

̃︀Γ𝑠(𝑥− ξ, 𝑡)𝑢(ξ) 𝑑ξ, где ̃︀Γ𝑠(𝑋) :=
̂︀𝐶𝑛,𝑠𝑡

2𝑠

(𝑥2 + 𝑡2)
𝑛+2𝑠

2

, (1.24)

𝑤(𝑋) =

∫︁
R𝑛

̃︀𝐺𝑠(𝑥− ξ, 𝑡)ℎ(ξ) 𝑑ξ, где ̃︀𝐺𝑠(𝑋) :=
̃︀𝐶𝑛,𝑠

(𝑥2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠

2

. (1.25)

Спектральный дробный лапласиан Дирихле (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 может быть получен

посредством продолжения Стинга—Торреа [82] (далее, СТ-продолжение): ре­
шение 𝑤𝐷

𝑆𝑝 задачи

ℒ𝑠[𝑤](𝑋) ≡ − div(𝑡1−2𝑠∇𝑋𝑤(𝑥,𝑡)) = 0 в Ω× R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢; 𝑤|𝑥∈𝜕Ω = 0

(1.26)
с конечной энергией

ℰ𝑠,Ω[𝑤] := C𝑠 ·
∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑥,𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡 (1.27)

существует, единственно, и для достаточно гладких 𝑢

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝐷
𝑆𝑝

𝜕ν𝑠
(𝑥,0). (1.28)

Продолжение 𝑤𝐷
𝑆𝑝 также является минимайзером функционала (1.27) по про­

странству

W𝐷
𝑠,𝑆𝑝 (Ω× R+) :=

{︀
𝑤(𝑋) | ℰ𝑠,Ω[𝑤] < ∞, 𝑤|𝑡=0 = 𝑢, 𝑤|𝑥∈𝜕Ω = 0

}︀
,

и имеет место (см., напр., [66, (2.6)]) равенство

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ = ℰ𝑠,Ω

[︀
𝑤𝐷

𝑆𝑝

]︀
. (1.29)

Спектральный дробный лапласиан Неймана (−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 также получается

посредством СТ-продолжения: граничное условие Дирихле на боковой границе
цилиндра в задаче (1.26) заменяется на условие Неймана

ℒ𝑠[𝑤](𝑋) = 0 в Ω× R+; 𝑤|𝑡=0 = 𝑢;
𝜕𝑤

𝜕𝑛⃗

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕Ω

= 0, (1.30)
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у этой задачи существует единственное решение 𝑤𝑁
𝑆𝑝 с конечной энергией

ℰ𝑠,Ω
[︀
𝑤𝑁

𝑆𝑝

]︀
, и для достаточно гладких 𝑢 выполнено

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) = C𝑠 ·

𝜕𝑤𝑁
𝑆𝑝

𝜕ν𝑠
(𝑥,0).

Аналогично, 𝑤𝑁
𝑆𝑝 можно получить как минимайзер функционала (1.27) на про­

странстве
W𝑁

𝑠,𝑆𝑝 (Ω× R+) := {𝑤(𝑋) | ℰ𝑠,Ω[𝑤] < ∞, 𝑤|𝑡=0 = 𝑢}

(накладывать условие Неймана здесь не требуется, поскольку оно является есте­
ственным граничным условием), и выполнено равенство

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ = ℰ𝑠,Ω

[︀
𝑤𝑁

𝑆𝑝

]︀
. (1.31)

Функции из пространств W𝐷
𝑠,𝑅,W

𝐷
𝑠,𝑆𝑝 и W𝑁

𝑠,𝑆𝑝 мы будем называть допусти­
мыми продолжениями функции 𝑢. Очевидно, что энергия (1.22) (или (1.27))
любого допустимого продолжения не меньше энергии соответствующего КС­
продолжения (СТ-продолжения).

Напомним определение дробного 𝑠-преобразования Кельвина в про­
странстве W𝐷

𝑠,𝑅 (R𝑛 × R+) :

𝑤*(𝑋) :=
1

|𝑋|𝑛−2𝑠
𝑤

(︂
𝑋

|𝑋|2

)︂
∀𝑋 ≡ (𝑥,𝑡) ∈ [R𝑛 × R+] ∖ {0𝑛+1}.

Для этого преобразования имеют место следующие формулы (см., напр., [36,
предложение 2.6]):⎧⎨⎩ ℒ𝑠 [𝑤

*] (𝑋) = |𝑋|−𝑛−2𝑠−2ℒ𝑠 [𝑤]
(︁

𝑋
|𝑋|2

)︁
∀𝑋 ≡ (𝑥,𝑡) ∈ [R𝑛 × R+] ∖ {0𝑛+1},

𝜕𝑤*

𝜕ν𝑠
(𝑥,0) ≡ |𝑥|−𝑛−2𝑠 𝜕𝑤

𝜕ν𝑠

(︁
𝑥

|𝑥|2 ,0
)︁

∀𝑥 ∈ R𝑛 ∖ {0𝑛}.
(1.32)

1.3 Известные утверждения о дробных лапласианах

Предложение 1.1 (Неравенства Фридрихса). При 𝑠 ∈ (0, 1) для любой
функции 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω) выполнены неравенства

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ > λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

и ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

. (1.33)
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Доказательство. Неравенство для лапласиана (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝 следует из (1.16):

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ =

∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2 >
∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,1 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2 = λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)
.

Неравенство для лапласиана (−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅 достаточно доказывать для функций

𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) (такие функции плотны в ̃︀ℋ𝑠(Ω)). Для них выполнено локальное

неравенство Фридрихса:

‖∇𝑢‖2𝐿2(Ω)
> λ𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

. (1.34)

Определим норму в ̃︀ℋ𝑠(Ω), зависящую от параметра ε > 0 и эквивалентную
норме (1.8):

‖𝑢‖2̃︀ℋ𝑠(Ω),ε
:=

∫︁
R𝑛

(ε+ |ξ|)2𝑠|ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ.

Рассмотрим оператор вложения A и его сопряженный A* (их нормы равны):

A : ̃︀ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿2(Ω) и A* : 𝐿2(Ω) → ( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′

Норма в сопряженном пространстве ( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′ задается формулой

‖𝑣‖2
( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′,ε

:=

∫︁
R𝑛

(ε+ |ξ|)−2𝑠|ℱ𝑣(ξ)|2𝑑ξ,

и в силу неравенства Гельдера имеем

‖𝑣‖2
( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′,ε

6
(︁∫︁

R𝑛

(ε+ |ξ|)−2|ℱ𝑣(ξ)|2𝑑ξ
)︁𝑠(︁∫︁

R𝑛

|ℱ𝑣(ξ)|2𝑑ξ
)︁1−𝑠

= ‖𝑣‖2𝑠
( ̃︀ℋ1(Ω))′,ε

‖𝑣‖2−2𝑠
𝐿2(Ω)

.

Используя локальное неравенство Фридрихса (1.34), получаем

‖A‖ = sup
𝑢∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω)

‖𝑢‖𝐿2(Ω)

‖𝑢‖ ̃︀ℋ𝑠(Ω),ε

= sup
𝑣∈( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′

‖𝑣‖( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′,ε

‖𝑣‖𝐿2(Ω)
6 sup

𝑣∈( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′

‖𝑣‖𝑠
( ̃︀ℋ1(Ω))′,ε

‖𝑣‖1−𝑠
𝐿2(Ω)

‖𝑣‖𝐿2(Ω)

6 sup
𝑣∈( ̃︀ℋ𝑠(Ω))′

(︃
‖𝑣‖( ̃︀ℋ1(Ω))′,ε

‖𝑣‖𝐿2(Ω)

)︃𝑠

= sup
𝑢∈ ̃︀ℋ1(Ω)

(︃
‖𝑢‖𝐿2(Ω)

‖𝑢‖ ̃︀ℋ1(Ω),ε

)︃𝑠

6 λ
− 𝑠

2

𝐷,1,

откуда следует, что для любого ε > 0 выполнено∫︁
R𝑛

(ε+ |ξ|)2𝑠|ℱ𝑢(ξ)|2𝑑ξ = ‖𝑢‖2̃︀ℋ𝑠(Ω),ε
> λ𝑠𝐷,1 · ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

,

и требуемое неравенство получается предельным переходом ε→ 0. �
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Предложение 1.2 ([67, теорема 3]). Пусть 𝑠 ∈ (0,1). Тогда преобразование
𝑢 → |𝑢| не выводит функцию 𝑢 за пределы соответствующего пространства,
и выполнены неравенства

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω);

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω);

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝|𝑢|, |𝑢|⟩ для 𝑢 ∈ 𝒟𝑠(Ω).

Кроме того, если функция 𝑢 меняет знак в области Ω, то знак в соответ­
ствующем неравенстве строгий.

Доказательство. В [67, теорема 3] были доказаны первые два утверждения;
третье утверждение доказывается аналогично: для удобства читателя приведем
его краткое доказательство. Для функций 𝑢 и |𝑢| рассмотрим их СТ-продолже­
ния 𝑤𝑢 и 𝑤|𝑢|. Очевидно, что |𝑤𝑢| является допустимым продолжением функции
|𝑢|, поэтому, с учетом (1.31), имеем

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ = ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑢] = ℰ𝑠,Ω [|𝑤𝑢|] > ℰ𝑠,Ω

[︀
𝑤|𝑢|
]︀
= ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝|𝑢|, |𝑢|⟩. (1.35)

Теперь предположим, что 𝑢 меняет знак. Тогда функция 𝑤𝑢 также меняет знак,
и потому функция |𝑤𝑢| обращается в ноль внутри цилиндра Ω × R+. По прин­
ципу максимума |𝑤𝑢| не является решением задачи (1.30), и неравенство (1.35)
будет строгим. �

Предложение 1.3 ([64, теорема 2]). Пусть 𝑠 ∈ (0,1) и 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω), 𝑢 ̸≡ 0.

Если ̃︀𝒟𝑠(Ω) ̸= 𝒟𝑠(R𝑛), то выполнено неравенство

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩.

Предложение 1.4 ([27, лемма 2.6], [52, теорема 2.5], [69, предложение
A.1]). Пусть 𝑠 ∈ (0,1) и 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω) или 𝑢 ∈ 𝒟𝑠(R𝑛), 𝑢 ̸≡ 0. Если выполнено
(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅𝑢 > 0 или (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 > 0 (в смысле обобщенных функций), то 𝑢 > 0

на любом компактном подмножестве 𝐾 ⊂ Ω.

Предложение 1.5 ([65, замечание 5]). Пусть 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω), и область Ω со­
держит начало координат 0𝑛. Для семейства функций 𝑢ρ(𝑥) := ρ

𝑛−2𝑠
2 𝑢(ρ𝑥)

выполнено равенство

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑅𝑢, 𝑢⟩ = lim

ρ→∞
⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢ρ, 𝑢ρ⟩.
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Глава 2. Множественность положительных решений краевых задач
с дробными лапласианами Дирихле в кольце большого радиуса

2.1 Постановка задачи

Данная глава посвящена исследованию множественности положительных
решений для уравнений с дробными лапласианами Дирихле в кольцах единич­
ной ширины K𝑛

𝑟 :

(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑅𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ); (2.1)

(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) (2.2)

при 𝑛 ̸= 3, 𝑠 ∈ (0,1) и 𝑞 ∈ (2, 2*𝑠). Напомним, что под решениями уравне­
ний (2.1) и (2.2) мы понимаем обобщенные решения: для любых ℎ ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )

выполнены тождества

⟨(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑅𝑢, ℎ⟩ ≡

∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠Re(ℱ𝑢ℱℎ) 𝑑ξ =

∫︁
K𝑛

𝑟

|𝑢|𝑞−2𝑢ℎ 𝑑𝑥, (2.3)

⟨(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢, ℎ⟩ ≡

∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,𝑗⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩⟨ℎ,ϕ𝐷,𝑗⟩ =
∫︁
K𝑛

𝑟

|𝑢|𝑞−2𝑢ℎ 𝑑𝑥 (2.4)

соответственно.
Глава имеет следующую структуру: в §2.2 даются основные определения,

специфичные для текущей главы. В §2.3 доказаны вспомогательные леммы,
с помощью которых в §2.4 получаются оценки энергии при 𝑟 → ∞ на под­
пространствах (𝑚,𝑘)-радиальных функций. Наконец, в §2.5 доказан основной
результат — эффект множественности:

Теорема 2.1. Пусть 𝑛 ̸= 3, 𝑠 ∈ (0,1), 𝑞 ∈ (2, 2*𝑠) и 𝑁 — некоторое натуральное
число. Тогда существует такое 𝑟1(𝑁), что при любом 𝑟 > 𝑟1 у каждой из
задач (2.1) и (2.2) существует не менее 𝑁 не совмещающихся поворотом
положительных решений.

Функцию с носителем в кольце K𝑛
𝑟 мы будем обозначать 𝑢𝑟, подчерки­

вая зависимость от 𝑟. Как отмечалось ранее (см. (1.18)), квадратичные формы
[𝑢]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠(Ω)
:= ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅𝑢,𝑢⟩ и [𝑢]2

𝑆𝑝, ̃︀𝐻𝑠(Ω)
:= ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ задают нормы в ̃︀ℋ𝑠(Ω),

эквивалентные стандартной.
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2.2 (𝑚,𝑘)-радиальные функции

Пусть 𝒢 — замкнутая подгруппа ортогональной группы O(𝑛). Обозначим
через L𝑠

𝒢 подпространство функций из ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 ), инвариантных относительно 𝒢 :

L𝑠
𝒢 :=

{︁
𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) | 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑔𝑥),∀𝑔 ∈ 𝒢
}︁
.

Аналогично определим подпространство функций 𝐿𝑞,𝒢(K𝑛
𝑟 ):

𝐿𝑞,𝒢(K𝑛
𝑟 ) = {𝑢 ∈ 𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 ) | 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑔𝑥), ∀𝑔 ∈ 𝒢} .

Мы будем придерживаться обозначений, введенных в работе [103]: допусти­
мым (𝑚,𝑘)-разложением пространства R𝑛 мы будем называть разложение
R𝑛 = (R𝑚)𝑙 ⊕ R𝑘, где

𝑚𝑙 + 𝑘 = 𝑛; 𝑚 > 2; 𝑘 = 0 или 𝑘 > 𝑚; 𝑙,𝑚 ∈ N, 𝑘 ∈ Z+.

Например, для R7 допустимыми разложениями будут

R7 = (R2)2 ⊕ R3, R7 = (R2)1 ⊕ R5, R7 = (R3)1 ⊕ R4, R7 = (R7)1.

В оценках, содержащих допустимые (𝑚,𝑘)-разложения, точки пространства R𝑛

мы будем обозначать 𝑥, точки пространства R𝑚 — 𝑦, точки пространства R𝑘— 𝑧.
Таким образом, 𝑥 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑙, 𝑧) (в случае 𝑘 = 0 координата 𝑧 отсутству­
ет). В сферических координатах 𝑥 = (𝑟𝑥, θ𝑥), 𝑦 = (𝑟𝑦, θ𝑦) и 𝑧 = (𝑟𝑧, θ𝑧),

поэтому 𝑥 = (𝑟𝑦1, . . . , 𝑟𝑦𝑙, 𝑟𝑧, θ𝑦1, . . . , θ𝑦𝑙, θ𝑧). Мы будем называть функцию
(𝑚, 𝑘)-радиальной, если она зависит только от 𝑟𝑦1, . . . , 𝑟𝑦𝑙, 𝑟𝑧 и инвариантна
относительно всех перестановок 𝑦1, . . . , 𝑦𝑙. Группу, порождающую пространство
(𝑚,𝑘)-радиальных функций, мы обозначим 𝒢𝑚,𝑘.

Определим функционалы 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] :

𝒥𝑅[𝑢] :=
[𝑢]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K𝑛
𝑟 )

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

≡
⟨(−Δ𝐷

K𝑛
𝑟
)𝑠𝑅𝑢, 𝑢⟩

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

; 𝒥𝑆𝑝[𝑢] :=
[𝑢]2

𝑆𝑝, ̃︀𝐻𝑠(K𝑛
𝑟 )

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

≡
⟨(−Δ𝐷

K𝑛
𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

‖𝑢‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

.

Лемма 2.1. Пусть 𝒢— замкнутая подгруппа O(𝑛), для которой вложение
L𝑠
𝒢 →˓ 𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 ) компактно. Тогда минимайзеры функционалов 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢]

по подпространству L𝑠
𝒢 существуют и, с точностью до домножения на кон­

станту, являются положительными решениями задач (2.1) и (2.2).
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Доказательство. Функционалы 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] инвариантны относительно до­
множения 𝑢 на константу, поэтому можно считать 𝑉 [𝑢] := ‖𝑢‖𝑞𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 )
= 1.

Минимизация функционалов 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] эквивалентна минимизации норм
𝑊𝑅[𝑢] := [𝑢]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K𝑛
𝑟 )

и 𝑊𝑆𝑝[𝑢] := [𝑢]2
𝑆𝑝, ̃︀𝐻𝑠(K𝑛

𝑟 )
по слабо замкнутой в L𝑠

𝒢 (ввиду
компактности вложения) поверхности уровня 𝑉 [𝑢] = 1. Существование следу­
ет из общей теоремы о существовании минимайзера у слабо полунепрерывного
снизу коэрцитивного функционала на слабо замкнутом множестве (см., напр.,
[97, теорема 26.8]). Уравнения Эйлера имеют вид

∃α1,α2 : 𝐷𝑊𝑅[𝑢
*
𝑅, ℎ] = α1𝐷𝑉 [𝑢*𝑅, ℎ], 𝐷𝑊𝑆𝑝[𝑢

*
𝑆𝑝, ℎ] = α2𝐷𝑉 [𝑢*𝑆𝑝, ℎ] ∀ℎ ∈ L𝑠

𝒢.

(2.5)
Поскольку функционалы 𝒥𝑅[𝑢] и 𝒥𝑆𝑝[𝑢] инвариантны под действием компакт­
ной замкнутой группы Ли 𝒢, равенства (2.5) для всех ℎ ∈ L𝑠

𝒢 обеспечивают
равенства (2.5) для всех ℎ ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) согласно принципу симметричной кри­
тичности [71, теорема 1.1]. После домножения на подходящие константы, (2.5)
совпадает с (2.3) и (2.4).

Для завершения доказательства остается показать положительность по­
лученных минимайзеров. Их неотрицательность обеспечивается предложени­
ем 1.2, а из неотрицательности минимайзеров следует их положительность из
предложения 1.4. �

Замечание 2.1. При 𝑞 < 2*𝑠 условия леммы 2.1 выполнены для любой замкну­
той подгруппы 𝒢 ⊂ O(𝑛) ввиду компактности вложения ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 ) →˓ 𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 ).

2.3 Общие оценки норм в ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )

Лемма 2.2. В кольце K𝑛
𝑟 выполнены неравенства

⟨(−Δ𝐷
K𝑛

𝑟
)𝑠𝑅𝑢,𝑢⟩ > ‖𝑢‖2𝐿2(K𝑛

𝑟 )
и ⟨(−Δ𝐷

K𝑛
𝑟
)𝑠𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ > ‖𝑢‖2𝐿2(K𝑛

𝑟 )
. (2.6)

Доказательство. Следует из неравенств Фридрихса (1.33) и неравенства
λ𝐷,1 > 1, справедливого для кольца единичной ширины K𝑛

𝑟 . �

Лемма 2.3. Для любой функции 𝑢 ∈ ̃︀ℋ1(K𝑛
𝑟 ) при 𝑠 ∈ (0, 1) выполнены нера­

венства
[𝑢]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 ‖𝑢‖ ̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
и [𝑢]𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 ‖𝑢‖ ̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
.
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Доказательство. Оба неравенства следуют из неравенства Гельдера и соответ­
ствующих неравенств Фридрихса (2.6) при 𝑠 = 1 :

[𝑢]2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
≡
∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠|ℱ𝑢(ξ)|2 𝑑ξ 6
(︁∫︁

R𝑛

|ℱ𝑢(ξ)|2 𝑑ξ
)︁1−𝑠

×

×
(︁∫︁

R𝑛

|ξ|2|ℱ𝑢(ξ)|2 𝑑ξ
)︁𝑠

= ‖𝑢‖2−2𝑠
𝐿2(K𝑛

𝑟 )
· ‖𝑢‖2𝑠̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
6 ‖𝑢‖2̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
;

[𝑢]2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
≡

∞∑︁
𝑗=1

λ𝑠𝐷,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2 6
(︁ ∞∑︁

𝑗=1

⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2
)︁1−𝑠

×

×
(︁ ∞∑︁

𝑗=1

λ𝐷,𝑗 · ⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑗⟩2
)︁𝑠

= ‖𝑢‖2−2𝑠
𝐿2(K𝑛

𝑟 )
· ‖𝑢‖2𝑠̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
6 ‖𝑢‖2̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
. �

Лемма 2.4. Пусть Ω — ограниченная область в R𝑛, 𝑚 ∈ Z+, 𝑠 := 𝑚 + δ,
δ ∈ [0, 1]. Тогда для функций 𝑢 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω), 𝑣 ∈ 𝐶𝑚+1(Ω) выполнено 𝑢𝑣 ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω),

а норма оценивается как

[𝑢𝑣]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(Ω) 6 𝐶[𝑢]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(Ω) · ‖𝑣‖
1−δ
𝐶𝑚(Ω)

‖𝑣‖δ
𝐶𝑚+1(Ω)

. (2.7)

Доказательство. Утверждение для целых 𝑠 = 𝑚 следует из очевидного нера­
венства ∑︁

|α|=𝑚

‖𝐷α(𝑢𝑣)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶
∑︁
|α|=𝑚

‖𝐷α𝑢‖𝐿2(Ω) · ‖𝑣‖𝐶𝑚(Ω).

Утверждение для нецелых 𝑠 (т.е. для δ > 0) получается интерполяцией: из
неравенства выше имеем (здесь ̃︀ℋ0(Ω) ≡ 𝐿2(Ω))

[𝑢𝑣]𝑅, ̃︀ℋ𝑚(Ω) 6 𝐶[𝑢]𝑅, ̃︀ℋ𝑚(Ω)‖𝑣‖𝐶𝑚(Ω)

[𝑢𝑣]𝑅, ̃︀ℋ𝑚+1(Ω) 6 𝐶[𝑢]𝑅, ̃︀ℋ𝑚+1(Ω)‖𝑣‖𝐶𝑚+1(Ω),

поэтому оператор домножения на функцию 𝑣 непрерывен в пространствах̃︀ℋ𝑚(Ω) и ̃︀ℋ𝑚+1(Ω). Согласно [110, теорема 4.3.2/2], имеем

[ ̃︀ℋ𝑚(Ω), ̃︀ℋ𝑚+1(Ω)]δ = ̃︀ℋ𝑚+δ(Ω), (2.8)

откуда следует непрерывность оператора домножения на функцию 𝑣 в простран­
стве ̃︀ℋ𝑚+δ(Ω), а интерполяционное неравенство для нормы этого оператора
совпадает с (2.7). �
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Замечание 2.2. При 𝑠 ∈ [0,1] утверждение леммы 2.4 справедливо и для
нормы [𝑢]𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(Ω).

Лемма 2.5. Пусть 𝑢𝑖(𝑥) ∈ ̃︀ℋ𝑠(Ω) при 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, а 𝑈(𝑥) — их сумма:

𝑈(𝑥) = 𝑢1(𝑥) + · · ·+ 𝑢𝑘(𝑥).

Выполнены неравенства:

[𝑈 ]2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(Ω)

6 𝑘
𝑘∑︁

𝑖=1

[𝑢𝑖]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(Ω)

и [𝑈 ]2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(Ω)

6 𝑘
𝑘∑︁

𝑖=1

[𝑢𝑖]
2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(Ω)

.

Доказательство. Очевидное следствие неравенства о среднем арифметиче­
ском и среднем квадратическом. �

2.4 Оценка энергии для (𝑚,𝑘)-радиальных функций

Напомним, что через K1
𝑟 мы обозначаем кольцо в R1, то есть выполнено

K1
𝑟 ≡ [−𝑟 − 1,−𝑟] ∪ [𝑟, 𝑟 + 1]. Следующая лемма посвящена изучению свойств

нормы [𝑢]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)

для специального семейства одномерных функций 𝑣𝑟(𝑥) :

Лемма 2.6. Пусть 𝑔 ∈ ̃︀ℋ𝑠[0, 1] и 𝑔(𝑥) := 𝑔(−𝑥). Определим семейство функ­
ций 𝑣𝑟 :

𝑣𝑟(𝑥) := 𝑔(𝑥− 𝑟) + 𝑔(𝑥+ 𝑟). (2.9)

При 𝑟 → ∞ имеют место соотношения

[𝑣𝑟]
2
𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
= 2 · [𝑔]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠[0,1]
+ 𝑜𝑟(1); (2.10)

[𝑣𝑟|𝑥|𝑎]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)

𝑟≍ 𝑟𝑎 · [𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)

при всех 𝑎 > 0. (2.11)

Доказательство. Справедливость соотношения (2.10) обеспечивается цепоч­
кой равенств

[𝑣𝑟]
2
𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
=

∫︁
R

|ξ|2𝑠|ℱ𝑣𝑟|2𝑑ξ =

∫︁
R

|ξ|2𝑠
⃒⃒
ℱ𝑔 · 𝑒−𝑖ξ𝑟 + ℱ𝑔 · 𝑒𝑖ξ𝑟

⃒⃒2
𝑑ξ

=

∫︁
R

|ξ|2𝑠|ℱ𝑔|2𝑑ξ+
∫︁
R

|ξ|2𝑠|ℱ𝑔|2𝑑ξ+
∫︁
R

|ξ|2𝑠(ℱ𝑔ℱ𝑔𝑒−2𝑖ξ𝑟 + ℱ𝑔ℱ𝑔𝑒2𝑖ξ𝑟) 𝑑ξ

*
= [𝑔]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠[0,1]
+ [𝑔]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠[−1,0]
+ 𝑜𝑟(1) = 2 · [𝑔]2

𝑅, ̃︀𝐻𝑠[0,1]
+ 𝑜𝑟(1)
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(равенство (*) следует из леммы Римана—Лебега).
Докажем оценку (2.11): требуется показать, что выполнены оценки

𝐶0𝑟
𝑎 · [𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
> [𝑣𝑟|𝑥|𝑎]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
> 𝐶1𝑟

𝑎 · [𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)

с константами 𝐶0 и 𝐶1, не зависящими от 𝑟. Они обе следуют из неравен­
ства (2.7): левая часть оценки получается при 𝑢 = 𝑣𝑟 и 𝑣 = |𝑥|𝑎, а правая
часть получается при 𝑢 = 𝑣𝑟|𝑥|𝑎 и 𝑣 = |𝑥|−𝑎 :

[𝑣𝑟|𝑥|𝑎]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)
6 𝐶0[𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
· ‖𝑟𝑎‖𝐶𝑚(K1

𝑟)
= 𝐶0𝑟

𝑎 · [𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)
;

[𝑣𝑟|𝑥|𝑎]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)
>

[𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1
𝑟)

𝐶‖|𝑥|−𝑎‖𝐶𝑚(K1
𝑟)
> 𝐶1[𝑣𝑟]𝑅, ̃︀𝐻𝑠(K1

𝑟)
𝑟𝑎. �

Полученные соотношения позволяют оценить функционал 𝒥𝑅 на под­
пространстве радиальных функций: любая радиальная функция может быть
отождествлена с функцией на прямой, которая, в свою очередь, порождает се­
мейство функций (2.9) с некоторой функцией 𝑔.

Теорема 2.2. Пусть 𝑣𝑟 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K1
𝑟) — семейство функций (2.9). Восстановим

семейство радиальных функций 𝑢𝑟 ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 ) по формуле 𝑢𝑟(𝑥) := 𝑣𝑟(|𝑥|). Тогда

для 𝑞 ∈ [2, 2*1,𝑠]

𝒥𝑅[𝑢𝑟] =
[𝑢𝑟]

2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )

‖𝑢𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

𝑟≍
𝑟𝑛−1[𝑣0]

2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠[0,1]

𝑟2(𝑛−1)/𝑞‖𝑣0‖2𝐿𝑞[0,1]

при 𝑟 → ∞. (2.12)

Доказательство. Запишем норму функции 𝑢𝑟 в виде (обозначим ε𝑟 := 1/
√
𝑟)

[𝑢𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
=

∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠|ℱ𝑢𝑟|2𝑑ξ = (2π)−𝑛

∫︁
R𝑛

|ξ|2𝑠
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

𝑣𝑟(τ)

∫︁
S𝑛−1
1

𝑒−𝑖τ|ξ|(σ,θξ)𝑑σ𝑑τ
)︁2
𝑑ξ.

Из [90, §2.3, (3)] следует, что имеет место представление∫︁
S𝑛−1
1

𝑒−𝑖|𝑦|(σ,θ)𝑑σ =
(2π)𝑛/2

|𝑦|(𝑛−2)/2
· J𝑛−2

2
(|𝑦|), θ ∈ S𝑛−1

1 ,

откуда имеем

[𝑢𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
=
(︁ ε𝑟∫︁

0

+

∞∫︁
ε𝑟

)︁
𝑡1+2𝑠

(︁ 𝑟+1∫︁
𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)J𝑛−2
2
(τ𝑡)𝑑τ

)︁2
𝑑𝑡 =: 𝐼1 + 𝐼2.
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Покажем, что 𝐼1 = 𝑜𝑟
(︀
𝑟𝑛−1

)︀
:

𝐼1 ≡
ε𝑟∫︁
0

𝑡1+2𝑠
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)J𝑛−2
2
(τ𝑡)𝑑τ

)︁2
𝑑𝑡 6 𝐶ε2+2𝑠

𝑟 ·
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

𝑣𝑟(τ)τ
𝑛/2𝑑τ

)︁2
6 𝐶𝑟𝑛−1−𝑠 · ‖𝑣𝑟‖2𝐿2(K1

𝑟)
6 𝐶𝑟𝑛−1−𝑠 · ‖𝑣0‖2𝐿2[0,1]

= 𝑜𝑟
(︀
𝑟𝑛−1

)︀
.

Оценим теперь 𝐼2. Функция Бесселя первого рода раскладывается в асимптоти­
ческий ряд при 𝑡 → ∞ c остатком |𝑅𝑁(𝑡)| 6 𝐶𝑡−2𝑁− 1

2 (см. [90, с. 199]):

J𝑛−2
2
(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=0

[𝐴𝑘(𝑡) +𝐵𝑘(𝑡)] +𝑅𝑁(𝑡) (2.13)

где 𝐴𝑘(𝑡) :=
√︁

2
π𝑡 · 𝑡

−2𝑘 cos
(︀
𝑡− 𝑛−1

4 π
)︀

и 𝐵𝑘(𝑡) :=
√︁

2
π𝑡 · 𝑡

−2𝑘−1 sin
(︀
𝑡− 𝑛−1

4 π
)︀
.

Поскольку для 𝑡 > ε𝑟 и τ ∈ supp(𝑣𝑟) выполнено τ𝑡 → ∞ при 𝑟 → ∞,

разложение (2.13) применимо. Определим функции A𝑘(𝑡), B𝑘(𝑡) и R𝑁(𝑡) :

A𝑘 :=

𝑟+1∫︁
𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)𝐴𝑘(τ𝑡) 𝑑τ, B𝑘 :=

𝑟+1∫︁
𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)𝐵𝑘(τ𝑡) 𝑑τ,

R𝑁 :=

𝑟+1∫︁
𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)𝑅𝑁(τ𝑡) 𝑑τ.

Таким образом, имеет место представление

𝐼2 =

∞∫︁
ε𝑟

𝑡1+2𝑠
(︁ 𝑁∑︁

𝑘=0

[A𝑘(𝑡) +B𝑘(𝑡)] +R𝑁(𝑡)
)︁2
𝑑𝑡.

В качестве первого приближения к 𝐼2 используем член с A0(𝑡) :

∞∫︁
ε𝑟

A2
0(𝑡)𝑡

1+2𝑠 𝑑𝑡 = 𝐶

∞∫︁
ε𝑟

𝑡1+2𝑠
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

τ𝑛/2𝑣𝑟(τ)
√︁

2
πτ𝑡 cos

(︀
τ𝑡− 𝑛−1

4 π
)︀
𝑑τ
)︁2
𝑑𝑡

= 𝐶

∞∫︁
ε𝑟

𝑡2𝑠
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

τ(𝑛−1)/2𝑣𝑟(τ) cos
(︀
τ𝑡− 𝑛−1

4 π
)︀
𝑑τ
)︁2
𝑑𝑡.
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Пусть 𝑡* := 𝑡+ (𝑛−1)π
4τ . Очевидно, при 𝑡 > ε𝑟 выполнено 𝑡* = 𝑡+ 𝑜𝑟(𝑡), поэтому

∞∫︁
ε𝑟

A2
0(𝑡)𝑡

1+2𝑠 𝑑𝑡
𝑟≍

∞∫︁
ε𝑟−𝑛−1

4𝑟 π

𝑡2𝑠*

(︁ 𝑟+1∫︁
𝑟

τ(𝑛−1)/2𝑣𝑟(τ) cos (τ𝑡*) 𝑑τ
)︁2
𝑑𝑡*

𝑟≍
+∞∫︁

−∞

|𝑡*|2𝑠
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

τ(𝑛−1)/2𝑣𝑟(τ) cos (τ𝑡*) 𝑑τ
)︁2
𝑑𝑡* + 𝑜𝑟

(︀
𝑟𝑛−1

)︀
.

Используя лемму 2.6, получаем, что

∞∫︁
ε𝑟

A2
0(𝑡)𝑡

1+2𝑠 𝑑𝑡
𝑟≍ [𝑣𝑟|𝑥|(𝑛−1)/2]2

𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K1
𝑟)

𝑟≍ 𝑟𝑛−1[𝑣𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K1

𝑟)

𝑟≍ 𝑟𝑛−1[𝑣0]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠[0,1]

.

Поскольку sin
(︀
τ𝑡− 𝑛−1

4 π
)︀
= cos

(︀
τ𝑡− 𝑛+1

4 π
)︀
, то аналогичным образом можно

оченить энергию, связанную с A𝑘 и B𝑘 при 𝑘 6 𝑁 = ⌈𝑠+1⌉. Асимптотики этих
членов будут степенями 𝑟 с меньшими показателями, то есть 𝑜𝑟

(︀
𝑟𝑛−1

)︀
. Наконец,

оценка остатка 𝑅𝑁(𝑡) позволяет оценить член с R𝑁 :

∞∫︁
ε𝑟

R2
𝑁(𝑡)𝑡

1+2𝑠 𝑑𝑡 6 𝐶

∞∫︁
ε𝑟

𝑡−2
(︁ 𝑟+1∫︁

𝑟

τ
𝑛−1
2 −⌈𝑠+1⌉|𝑣𝑡(τ)| 𝑑τ

)︁2
𝑑𝑡

6 𝐶𝑟𝑛−1−2𝑠−2+ 1
2 ·
(︁ 1∫︁

0

|𝑣0(τ)| 𝑑τ
)︁2

= 𝑜𝑟
(︀
𝑟𝑛−1

)︀
· ‖𝑣0‖2𝐿2[0,1]

.

Итоговый результат получается из следующей цепочки:

𝐼2
𝑟≍

∞∫︁
ε𝑟

𝑡1+2𝑠
(︁ 𝑁∑︁

𝑘=0

[︀
A2

𝑘(𝑡) +B2
𝑘(𝑡)
]︀
+R2

𝑁(𝑡)
)︁
𝑑𝑡

𝑟≍ 𝑟𝑛−1 · [𝑣0]2𝑅, ̃︀ℋ𝑠[0,1]
. �

Следствие 2.1. Mинимум функционала 𝒥𝑅 по подпространству радиальных
функций при 𝑟 → ∞ эквивалентен 𝑟(𝑛−1)(1− 2

𝑞 ) для всех 𝑞 ∈ [2, 2*1,𝑠] :

min
𝑢𝑟∈L𝑠

O(𝑛)

𝒥𝑅[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟(𝑛−1)(1− 2

𝑞 ). (2.14)

Доказательство. Оценка сверху очевидно следует из эквивалентности (2.12).
Оценка снизу следует из (2.12) и непрерывности вложения ̃︀ℋ𝑠[0,1] →˓ 𝐿𝑞[0,1].

�
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Наша ближайшая цель — получить двухстороннюю оценку энергии по под­
пространствам L𝑠

𝒢. Следующая теорема дает оценку снизу для подпространства
(𝑚,𝑘)-радиальных функций:

Теорема 2.3. Пусть 𝑢𝑟(𝑥) ∈ ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 ) — (𝑚,𝑘)-радиальная функция c 𝑚 ̸= 𝑛.

Тогда при 𝑞 ∈
[︀
2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠

]︀
выполнены неравенства

[𝑢𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
> 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞) · ‖𝑢𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

и [𝑢𝑟]
2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
> 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞) · ‖𝑢𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
.

(2.15)

Доказательство. Пусть 𝑇0 — тождественный оператор на пространстве 𝐿2,𝒢𝑚,𝑘
:

𝑇0 : 𝐿2,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) → 𝐿2,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ).

Его норма равна единице. Пусть 𝑇1 — оператор вложения пространства L1
𝒢𝑚,𝑘

в

пространство 𝐿𝑝,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) при 𝑝 ∈
[︁
2, 2(𝑛−𝑚+1)

(𝑛−𝑚−1)+

]︁
𝑇1 : L

1
𝒢𝑚,𝑘

→ 𝐿𝑝,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ).

Для произвольного (𝑚, 𝑘)-разложения существует такое 𝐶0, что для любого
𝑣 ∈ L1

𝒢𝑚,𝑘
выполнено неравенство (см. [57] при 𝑚 = 2, 𝑘 = 𝑛− 2 и [103] в общем

случае):
[𝑣]2

𝑅, ̃︀ℋ1(K𝑛
𝑟 )
> 𝐶0𝑟

(𝑚−1)(1− 2
𝑝 )‖𝑣‖2𝐿𝑝(K𝑛

𝑟 )

Таким образом, оператор 𝑇1 непрерывен и его норма оценивается как

‖𝑇1‖ = sup
𝑣∈L1

𝒢𝑚,𝑘

‖𝑇1𝑣‖𝐿𝑝(K𝑛
𝑟 )

‖𝑣‖L1
𝒢𝑚,𝑘

6 𝐶
− 1

2
0 𝑟(𝑚−1)( 1

𝑝−
1
2).

Пространства ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 ) образуют интерполяционную шкалу (см. (2.8)):

[ ̃︀ℋ𝑘(K𝑛
𝑟 ), ̃︀ℋ𝑘+1(K𝑛

𝑟 )]δ = ̃︀ℋ𝑘+δ(K𝑛
𝑟 ).

Пространства Лебега 𝐿𝑝(K𝑛
𝑟 ) также образуют интерполяционную шкалу: для

показателей, связанных соотношением 1
𝑝 =

1−δ
𝑝0

+ δ
𝑝1
, имеем

[𝐿𝑝0(K𝑛
𝑟 ), 𝐿𝑝1(K𝑛

𝑟 )]δ = 𝐿𝑝(K𝑛
𝑟 ).

Обозначим через G(𝑦) орбиту точки 𝑦 под действием группы 𝒢; на ней есть мера
Хаара µ𝑦, инвариантная относительно действия группы. Построим проекторы
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в пространства 𝒢𝑚,𝑘-инвариантных функций при помощи усреднения по мере
Хаара: разложим функцию ℎ в сумму функций ℎ1 и ℎ2

ℎ1(𝑦) :=
1

µ𝑦(G(𝑦))

∫︁
G(𝑦)

ℎ 𝑑µ𝑦, ℎ2(𝑦) := ℎ(𝑦)− ℎ1(𝑦),

∫︁
G(𝑦)

ℎ2 𝑑µ𝑦 = 0. (2.16)

Легко видеть, что функция ℎ1 𝒢𝑚,𝑘-инвариантна, и формулами (2.16) определя­
ются непрерывные проекторы из пространств 𝐿𝑝0(K𝑛

𝑟 ) и 𝐿𝑝1(K𝑛
𝑟 ) в пространства

𝐿𝑝0,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) и 𝐿𝑝1,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) соответственно. Подпространство 𝐿𝑝0,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) являет­
ся дополняемым, поэтому в силу [110, теорема 1.17.1.1] выполнено

[𝐿𝑝0,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ), 𝐿𝑝1,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 )]δ = 𝐿𝑝,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ).

Аналогичным образом, формулой (2.16) определяется непрерывный проектор
из пространствa 𝐿2(K𝑛

𝑟 ) в 𝐿2,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) (также непрерывный как проектор из̃︀ℋ1(K𝑛
𝑟 ) в L1

𝒢𝑚,𝑘
), пространство дополняемо и

[𝐿2,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ),L
1
𝒢𝑚,𝑘

]δ = Lδ𝒢𝑚,𝑘
.

Проинтерполируем оператор вложения (между операторами 𝑇0 и 𝑇1)

𝑇𝑠 : L
𝑠
𝒢𝑚,𝑘

→ 𝐿𝑞,𝒢𝑚,𝑘
(K𝑛

𝑟 ) при 1
𝑞 =

𝑠
𝑝 +

1−𝑠
2 , (2.17)

норма этого оператора оценивается из интерполяционного неравенства

‖𝑇𝑠‖ 6 ‖𝑇0‖1−𝑠‖𝑇1‖𝑠 6 𝐶
− 𝑠

2
0 𝑟(𝑚−1)( 𝑠

𝑝−
𝑠
2) = 𝐶

− 𝑠
2

0 𝑟(𝑚−1)( 1
𝑞−

1
2). (2.18)

При 𝑝 ∈
[︁
2, 2(𝑛−𝑚+1)

(𝑛−𝑚−1)+

]︁
показатель 𝑞 пробегает отрезок [2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠], нера­

венство (2.18) дает оценку на интерполяционную норму (совпадающую со
стандартной нормой в ℋ𝑠(R𝑛))

‖𝑢𝑟‖2̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )
> 𝐶𝑠

0𝑟
(𝑚−1)(1− 2

𝑞)‖𝑢𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
.

Из неравенства Фридрихса (2.6) и предложения 1.3 получаем требуемое:

2[𝑢𝑟]
2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
> 2[𝑢𝑟]

2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
> ‖𝑢𝑟‖2̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
> 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞)‖𝑢𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
. �

Замечание 2.3. Условие 𝑚 ̸= 𝑛 существенно используется в доказатель­
стве: при 𝑚 = 𝑛 предельный показатель 𝑞 равен 2*1,𝑠 ≡ 2

1−2𝑠 , и даже в случае
𝑠 < 1

2 его не получить из интерполяции в пространствах Лебега 𝐿𝑝(K𝑛
𝑟 ) —

равенство (2.17) обеспечивает показатели 𝑞 6 2
1−𝑠 < 2*1,𝑠. Однако, как показы­

вает теорема 2.2, в случае 𝑚 = 𝑛 утверждение теоремы остается верным.
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Оказывается, что оценка энергии (2.15) по подпространству L1
𝒢𝑚,𝑘

, полу­
ченная в предыдущей теореме, является точной:

Теорема 2.4. При 𝑞 ∈ [2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠] для любого радиуса 𝑟 cуществует такая
(𝑚,𝑘)-радиальная функция 𝑢̃𝑟, что выполнены неравенства

[𝑢̃𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞) · ‖𝑢̃𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )

и [𝑢̃𝑟]
2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞) · ‖𝑢̃𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
.

(2.19)

Доказательство. Согласно работам [57] (при 𝑚 = 2, 𝑘 = 𝑛 − 2 и при 𝑚 = 𝑛)
и [103] (для произвольных (𝑚, 𝑘)-разложений) существует такая 𝑢̃𝑟 ∈ L1

𝒢𝑚,𝑘
, для

которой при 𝑞 ∈
[︁
2, 2(𝑛−𝑚+1)

(𝑛−𝑚−1)+

]︁
выполнено неравенство

[𝑢̃𝑟]
2̃︀ℋ1(K𝑛

𝑟 )
6 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞)‖𝑢̃𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
.

Поскольку [2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠] ⊂
[︁
2, 2(𝑛−𝑚+1)

(𝑛−𝑚−1)+

]︁
, утверждение следует из леммы 2.3:

[𝑢̃𝑟]
2
𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 [𝑢̃𝑟]

2
𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
6 [𝑢̃𝑟]

2̃︀ℋ1(K𝑛
𝑟 )
6 𝐶𝑟(𝑚−1)(1− 2

𝑞)‖𝑢̃𝑟‖2𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 )
. �

Следствие 2.2. При 𝑛 > 4 выполнены следующие оценки

min
𝑢𝑟∈L𝑠

O(2)×O(𝑛−2)

𝒥𝑅[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟1−

2
𝑞 и min

𝑢𝑟∈L𝑠
O(2)×O(𝑛−2)

𝒥𝑆𝑝[𝑢𝑟]
𝑟≍ 𝑟1−

2
𝑞 . (2.20)

Доказательство. При 𝑛 > 4 функции из пространств L𝑠
O(2)×O(𝑛−2) являются

(2,𝑛− 2)-радиальными, и оценки следуют из неравенств (2.15) и (2.19). �

2.5 Теоремы существования и множественности

Теорема 2.2 дает двухстороннюю оценку на норму [𝑢𝑟]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )

радиальной
функции 𝑢𝑟 через норму сужения в ̃︀ℋ𝑠[0,1]. Таким образом, пространство L𝑠

O(𝑛)

с нормой [𝑢𝑟]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )

компактно вкладывается в 𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 ) при всех 𝑞 ∈ [1, 2*1,𝑠).

Аналогичный результат для L𝑠
O(𝑛) с нормой [𝑢𝑟]𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
следует из эквивалент­

ности норм. Из утверждения леммы 2.1 следует теорема:

Теорема 2.5 (Cуществование радиального решения). При 𝑞 ∈ [1, 2*1,𝑠),

𝑞 ̸= 2 у каждой из задач (2.1) и (2.2) существует положительное радиальное
решение.
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Пусть 𝑛 > 4. Рассмотрим допустимое (𝑚,𝑘)-разложение. Из теоремы 2.3
следует, что вложение L𝑠

𝒢𝑚,𝑘
→˓ 𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 ) для нормы [𝑢𝑟]𝑅, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )

непрерывно при
𝑞 = 2*𝑛−𝑚+1,𝑠, откуда следует компактность этого вложения при 𝑞 ∈ [1, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠).

Как и в предыдущем рассуждении, утверждение для нормы [𝑢𝑟]𝑆𝑝, ̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )

следует
из эквивалентности норм, а лемма 2.1 гарантирует существование обобщеного
(𝑚,𝑘)-радиального решения 𝑢𝑟 ∈ L𝑠

𝒢𝑚,𝑘
. При 𝑞 > 2 и больших 𝑟 минимумы

функционалов 𝒥𝑅 и 𝒥𝑆𝑝 по подпространствам L𝑠
O(𝑛) и L𝑠

𝒢𝑚,𝑘
различны в силу

оценок (2.14), (2.15) и (2.19). Это означает, что построенное решение не является
радиальным, и доказана теорема:

Теорема 2.6 (Cуществование (𝑚,𝑘)-радиальных решений). При 𝑛 > 4

и 𝑞 ∈ (2, 2*𝑛−𝑚+1,𝑠) существует такой радиус 𝑟0, что для всех 𝑟 > 𝑟0 в
кольце K𝑛

𝑟 для каждой из задач (2.1) и (2.2) существует положительное
(𝑚,𝑘)-радиальное решение (при различных 𝑚 решения различны).

Замечание 2.4. Поскольку 2*𝑛−𝑚+1,𝑠 > 2*𝑛,𝑠, теорема 2.6 обеспечивает су­
ществование нерадиального решения для супер-критических показателей 𝑞.

Максимальный показатель получается при наибольшем допустимом 𝑚, то
есть 𝑚 = ⌊𝑛/2⌋.

Докажем теперь основную теорему о множественности:

Доказательство теоремы 2.1. Рассмотрим семейство групп 𝒯ℓ×O(𝑛−2),

ℓ ∈ [1 : 𝑁 ], где 𝒯ℓ ⊂ O(2) — группа поворотов на углы, кратные 2π/ℓ. Минимай­
зеры по инвариантным подпространствам L𝑠

𝒯ℓ×O(𝑛−2) являются обобщенными
решениями задач (2.1) и (2.2) при 𝑞 < 2*𝑠.

Рассмотрим положительную функцию η(𝑥) ∈ 𝒞∞
0 (B1/2) :

η(𝑥) = η(𝑦, 𝑧) = η(|𝑦|, |𝑧|), 𝑦 ∈ R2, 𝑧 ∈ R𝑛−2, |𝑦|+ |𝑧| 6 1/2.

Обозначим через 𝑦0𝑖 вершины правильного ℓ-угольника на плоскости с центром
в начале координат и 𝑦01 := (𝑟 + 1/2, 0) . Определим функцию 𝑢ℓ равенством

𝑢ℓ(𝑦, 𝑧) :=
ℓ∑︁

𝑘=1

η(𝑦 − 𝑦0𝑖 , 𝑧).

Лемма 2.5 обеспечивает неравенства 𝒥𝑅[𝑢ℓ] < 𝐶 и 𝒥𝑆𝑝[𝑢ℓ] < 𝐶 при больших 𝑟

с константой, не зависящей от 𝑟. Из оценок (2.20) существует такой уровень 𝑟1,
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что при любом 𝑟 > 𝑟1 минимумы функционалов 𝒥𝑅 и 𝒥𝑆𝑝 по подпростран­
ству L𝑠

O(2)×O(𝑛−2) больше 𝐶; таким образом, минимайзеры по подпространствам
L𝑠
𝒯ℓ×O(𝑛−2) при ℓ = 1, . . . , 𝑁 отличаются от минимайзера в L𝑠

O(2)×O(𝑛−2). Остается
показать, что эти минимайзеры попарно различны.

Cвойство инвариантности функции 𝑢 под действием группы 𝒯ℓ×O(𝑛− 2)

переносится на КС-продолжение (СТ-продолжение): если ̃︀𝑤(𝑥, 𝑡) — продолже­
ние функции 𝑢(𝑥), то ̃︀𝑤(𝑔𝑥,𝑡) — продолжение функции 𝑢(𝑔𝑥) ≡ 𝑢(𝑥),∀𝑔 ∈ 𝒯ℓ.
Это продолжения одной и той же функции, в силу единственности они совпа­
дают: ̃︀𝑤(𝑥,𝑡) = ̃︀𝑤(𝑔𝑥,𝑡), ∀𝑔 ∈ 𝒯ℓ ×O(𝑛− 2).

Таким образом, продолжение является минимайзером функционала энергии
ℰ𝑠,K𝑛

𝑟
(𝑤) по подпространству 𝒯ℓ × O(𝑛 − 2)-инвариантных функций в соответ­

ствющем пространстве W𝑠. Пусть ℓ1,ℓ2 ∈ 1, . . . , 𝑁 ℓ1 > ℓ2, рассмотрим два
случая:

Первый случай (ℓ1 делится на ℓ2). Пусть 𝑢ℓ1 и 𝑢ℓ2 — минимайзеры по
L𝑠
𝒯ℓ1×O(𝑛−2) и L𝑠

𝒯ℓ2×O(𝑛−2) с единичной нормой в 𝐿𝑞(K𝑛
𝑟 ), им соответствуют про­

должения 𝑤ℓ1 и 𝑤ℓ2. Определим функцию 𝑣 := 𝑢ℓ1(τ𝑦,
ℓ2
ℓ1
θ𝑦, 𝑧) : очевидно,

𝑣 ∈ L𝑠
𝒯ℓ2×O(𝑛−2), ‖𝑣‖𝐿𝑞(K𝑛

𝑟 )
= 1 и функция 𝑤 := 𝑤ℓ1(τ𝑦,

ℓ2
ℓ1
θ𝑦, 𝑧, 𝑡) является до­

пустимым продолжением 𝑣. Имеем

[𝑢ℓ2]
2̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
/ (C𝑠𝜔𝑛−3) 6 [𝑣]2̃︀ℋ𝑠(K𝑛

𝑟 )
/ (C𝑠𝜔𝑛−3) 6 ℰ𝑠,K𝑛

𝑟
(𝑤)/ (C𝑠𝜔𝑛−3)

=

∞∫︁
0

∞∫︁
0

2π∫︁
0

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠τ𝑦|𝑧|𝑛−3(𝑤2
τ𝑦
+ τ−2

𝑦 𝑤2
θ𝑦
+ 𝑤2

𝑧 + 𝑤2
𝑡 ) 𝑑𝑧 𝑑θ𝑦 𝑑τ𝑦 𝑑𝑡

=

∞∫︁
0

∞∫︁
0

2π∫︁
0

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠τ𝑦|𝑧|𝑛−3((𝑤ℓ1)
2
τ𝑦
+ τ−2

𝑦
ℓ22
ℓ21
(𝑤ℓ1)

2
θ𝑦
+ (𝑤ℓ1)

2
𝑧 + (𝑤ℓ1)

2
𝑡 ) 𝑑𝑧 𝑑θ𝑦 𝑑τ𝑦 𝑑𝑡

*
<

∞∫︁
0

∞∫︁
0

2π∫︁
0

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠τ𝑦|𝑧|𝑛−3((𝑤ℓ1)
2
τ𝑦
+ τ−2

𝑦 (𝑤ℓ1)
2
θ𝑦
+ (𝑤ℓ1)

2
𝑧 + (𝑤ℓ1)

2
𝑡 ) 𝑑𝑧 𝑑θ𝑦 𝑑τ𝑦 𝑑𝑡

= ℰ𝑠,K𝑛
𝑟
(𝑤ℓ1)/ (C𝑠𝜔𝑛−3) = [𝑢ℓ1]

2̃︀ℋ𝑠(K𝑛
𝑟 )
/ (C𝑠𝜔𝑛−3) ,

неравенство (*) строгое, поскольку при 𝑟 > 𝑟1 функция 𝑢ℓ1 не принадлежит
подпространству L𝑠

O(2)×O(𝑛−2). Таким образом, энергии у 𝑢ℓ1 и 𝑢ℓ2 различны, и
эти минимайзеры не могут совпадать.
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Второй случай (ℓ1 не делится на ℓ2). Если минимайзеры по L𝑠
𝒯ℓ1×O(𝑛−2)

и L𝑠
𝒯ℓ2×O(𝑛−2) совпадают, то этот минимайзер принадлежит L𝑠

𝒯HOK(ℓ1,ℓ2)
×O(𝑛−2).

Применяя утверждение первого случая к числам ℓ1 и HOK(ℓ1,ℓ2), получаем
требуемое. �

Замечание 2.5. Для оператора Лапласа и 𝑝-лапласиана теорема 2.1 спра­
ведлива и в случае 𝑛 = 3. Известные доказательства этих утверждений
требуют более продвинутых методов изучения концентрации решений, по­
этому для дробных лапласианов Дирихле вопрос множественности при 𝑛 = 3

остается открытым.
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Глава 3. Разрешимость полулинейной задачи Неймана с
критической правой частью

3.1 Постановка задачи

Данная глава посвящена вопросу существования решений с минимальной
энергией в 𝒞2-гладкой ограниченной области Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 3 для задачи

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢+ 𝑢 = |𝑢|2*𝑠−2𝑢, (3.1)

где 𝑠 ∈ (0, 1) и 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω).

Решение задачи (3.1) с минимальной энергией — это (с точностью до до­
множения на константу) минимайзер функционала ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[𝑢] :

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢] :=
‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω)

‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

≡
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

, 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω := inf

𝑢∈ℋ𝑠(Ω)
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢].

(3.2)
В силу неоднородности ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[𝑢] при гомотетиях, в пространстве (при Ω = R𝑛)

или полупространстве (при Ω = R𝑛
+) инфимум в (3.2) не достигается, поэтому

решений с минимальной энергией у задачи (3.1) не существует. Однако нера­
венство Соболева (1.12) показывает, что

𝒮𝑠,R𝑛 := 𝒮𝑠,𝑠,R𝑛 ≡ min
𝑢∈𝒟𝑠(R𝑛)

⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩
‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (R

𝑛)

> 0,

и этот минимум достигается на единственной (здесь и далее в этой главе: с
точностью до гомотетий, домножений на константу и переносов) функции
Φ𝑠,𝑎(𝑥), см. (1.14). Более того, в полупространстве R𝑛

+ имеет место соотношение
(см. [68, теорема 1.2])

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
= min

𝑢∈𝒟𝑠(R𝑛
+)

⟨(−Δ𝑁
R𝑛

+
)𝑠𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (R
𝑛
+)

с 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
= 2−

2𝑠
𝑛 𝒮𝑠,R𝑛, (3.3)

а минимайзер, как и в R𝑛, единственен и равен Φ𝑠,𝑎(𝑥). В частности, Φ𝑠,𝑎(𝑥) (по­
сле домножения на подходящую константу) является решением с минимальной
энергией для уравнения

(−Δ𝑁
R𝑛

+
)𝑠𝑆𝑝𝑢 = |𝑢|2*𝑠−2𝑢 в R𝑛

+.
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В настоящей главе получен следующий результат:

Теорема 3.1. Пусть Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 3 — 𝒞2-гладкая ограниченная область,
и 2𝑠 > 1. Тогда задача (3.1) имеет неотрицательное нетривиальное решение
с минимальной энергией.

Замечание 3.1. Мы полгагаем, что условия теоремы 3.1 являются точ­
ными, однако этот вопрос остается открытым. Для других определений
дробного лапласиана Неймана (см., напр., [68]) аналогичные задачи не рас­
сматривались.

Глава имеет следующую структуру: в §3.2 мы начинаем доказательство
теоремы 3.1 и выводим существование решения с минимальной энергией в слу­
чае компактности из трех вспомогательных лемм. Доказательства этих лемм
приведены в §3.3. В §3.4 мы строим пробную функцию, существование которой
исключает возможность случая концентрации, что и доказывает теорему 3.1
полностью.

3.2 Начало доказательства теоремы 3.1 — принцип
концентрации-компактности

Напомним, что в ограниченной области Ω областью определения формы
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩ является пространство ℋ𝑠(Ω) с нормой (1.19)

‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω) := ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

.

Также заметим, что решения с минимальной энергией в задаче (3.1) можно
считать неотрицательными. Действительно, как показывает предложение 1.2,
замена 𝑢 → |𝑢| уменьшает значение функционала ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[𝑢].

Доказательство теоремы 3.1. Поскольку вложение ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿2*𝑠(Ω) яв­
ляется критическим, оно требует модификации предельного случая принципа
концентрации-компактности П.–Л. Лионса [59; 60]. Рассмотрим минимизиру­
ющую последовательность 𝑢𝑘(𝑥) для функционала (3.2): согласно предложе­
нию 1.2 можно считать, что 𝑢𝑘(𝑥) > 0 и ‖𝑢𝑘‖𝐿2*𝑠 (Ω)

= 1. По функциям 𝑢𝑘



46

построим СТ-продолжения 𝑤𝑘 (𝑋) и определим функции 𝑈𝑘(𝑥) формулой

𝑈𝑘(𝑥) := C𝑠

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤𝑘(𝑋)|2 𝑑𝑡. (3.4)

Поскольку последовательность {𝑢𝑘} ограничена в ℋ𝑠(Ω), функции 𝑤𝑘 ограниче­
ны по норме, порождаемой квадратичной формой ℰ𝑠,Ω[𝑤]+‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

, а функции
𝑈𝑘 и |𝑢𝑘|2

*
𝑠 ограничены в 𝐿1(Ω). Не умаляя общности, можно считать, что:

– 𝑢𝑘 ⇁ 𝑢 в ℋ𝑠(Ω); отсюда следует, что 𝑢𝑘 → 𝑢 в 𝐿2(Ω);

– ∇𝑋𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑋𝑤 в 𝐿2(Ω × R+, 𝑡
1−2𝑠) (это соотношение определяет 𝑤 с

точностью до константы);
– |𝑢𝑘|2

*
𝑠 ⇁ µ и 𝑈𝑘 ⇁ ℳ в пространстве мер на Ω.

Из построения 𝑢𝑘 и 𝑈𝑘 следует, что выполнена цепочка равенств:∫︁
Ω

1𝑑ℳ+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)
= lim

𝑘→∞

[︁
‖𝑈𝑘‖𝐿1(Ω) + ‖𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)

]︁
= 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω · lim
𝑘→∞

‖𝑢𝑘‖2𝐿2*𝑠 (Ω)
= 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω ·
(︁∫︁

Ω

1𝑑µ
)︁2/2*𝑠

. (3.5)

Следующие утверждения доказаны в §3.3:

Лемма 3.1. Произвольную константу в определении 𝑤 можно выбрать так,
что функция 𝑤 является СТ-продолжением функции 𝑢.

Лемма 3.2. Для мер µ и ℳ справедливы соотношения:

µ = |𝑢|2*𝑠 +
∑︁
𝑗∈𝐽

α𝑗δ𝑥𝑗
; α𝑗 > 0; (3.6)

ℳ > 𝑈 +
∑︁
𝑗∈𝐽

β𝑗δ𝑥𝑗
; β𝑗 > 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω · α2/2*𝑠
𝑗 , (3.7)

где 𝑗 ∈ 𝐽 — не более чем счетный набор индексов, δ𝑥𝑗
— дельта–функции в

точках 𝑥𝑗 ∈ Ω, а функция 𝑈 получается из 𝑤 по формуле (3.4).

Неравенство (3.7), равенство (1.31) и лемма 3.1 показывают, что выполне­
но соотношение∫︁

Ω

1𝑑ℳ > ‖𝑈‖𝐿1(Ω) + 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω ·

∑︁
𝑗∈𝐽

α
2/2*𝑠
𝑗 = ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩+ 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω ·
∑︁
𝑗∈𝐽

α
2/2*𝑠
𝑗
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откуда, с учетом (3.2), получаем оценку на левую часть (3.5)∫︁
Ω

1𝑑ℳ+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)
> ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

+ 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω ·

∑︁
𝑗∈𝐽

α
2/2*𝑠
𝑗

> 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω ·

(︁
‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

+
∑︁
𝑗∈𝐽

α
2/2*𝑠
𝑗

)︁
. (3.8)

Отсюда, преобразуя правую часть (3.5) с учетом (3.6), получаем

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω ·

(︁
‖𝑢‖2

*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
+
∑︁
𝑗∈𝐽

α𝑗

)︁2/2*𝑠
> 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω ·
(︁
‖𝑢‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

+
∑︁
𝑗∈𝐽

α
2/2*𝑠
𝑗

)︁
. (3.9)

Эта оценка может быть выполнена только в том случае, если в ее правой части
есть ровно одно ненулевое слагаемое, а сама оценка обращается в равенство.
Таким образом, у нас есть два варианта:

1 (Компактность). Все α𝑗 равны нулю: будучи частью (3.9), оценка (3.8)
также вырождается в равенство и ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[𝑢] = 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω , поэтому 𝑢 минимизирует
функционал ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[𝑢] и, после домножения на подходящую константу, является

решением задачи (3.1) с минимальной энергией.
2 (Концентрация). Есть ровно одно ненулевое слагаемое α𝑗 : можно счи­

тать, что α0 = 1 и 𝑢 ≡ 0.

Доказательство следующего утверждения также содержится в §3.3:

Лемма 3.3. В случае концентрации выполнено неравенство

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω > min

(︁
𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
,𝒮𝑠,R𝑛

)︁
. (3.10)

Замечание 3.2. Правая часть (3.10) равна 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
, как показывает (3.3).

Таким образом, теорема 3.1 будет доказана, если мы построим пробную
функцию 𝑢̌ ∈ ℋ𝑠(Ω), для которой выполнено неравенство

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢̌] < 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
. (3.11)

Такая функция будет построена в §3.4. �
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3.3 Доказательство лемм 3.1–3.3

Доказательство леммы 3.1. Напомним, что функция 𝑤 определялась схо­
димостью ∇𝑋𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑋𝑤 в 𝐿2(Ω × R+, 𝑡

1−2𝑠), где 𝑤𝑘 являются СТ-продолже­
ниями функций 𝑢𝑘. Для самих функций 𝑢𝑘 выполнено 𝑢𝑘 ⇁ 𝑢 в ℋ𝑠(Ω), и,
следовательно, 𝑢𝑘 → 𝑢 в 𝐿2(Ω).

Для функции 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω) обозначим ее СТ-продолжение через ̃︀𝑤. Это
продолжение может быть разложено в ряд Фурье по собственным функциям
задачи Неймана для оператора Лапласа (см. [82, (3.1)-(3.8)]):

̃︀𝑤(𝑋) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖(𝑡)ϕ𝑁,𝑖(𝑥) с 𝑑𝑖(𝑡) := ⟨𝑢,ϕ𝑁,𝑖⟩ ·Q𝑠(λ
1/2
𝑁,𝑖𝑡), Q𝑠(τ) := τ

𝑠 2
1−𝑠

Γ(𝑠)
K𝑠(τ).

(3.12)
Пользуясь асимптотиками (1.2) и (1.3) для K𝑠(τ), получаем оценку

Q𝑠(τ) 6 𝐶 ·min(1, τ−1), (3.13)

поэтому при любом 𝑖 > 2 выполнено

‖Q𝑠(λ
1/2
𝑁,𝑖𝑡)‖

2
𝐿2(R+)

6

1∫︁
0

Q2
𝑠(λ

1/2
𝑁,𝑖𝑡) 𝑑𝑡+ 𝐶

∞∫︁
1

λ−1
𝑁,𝑖𝑡

−2 𝑑𝑡 6 𝐶(λ𝑁,2). (3.14)

Пусть δ < 1. Покажем, что 𝑤𝑘 → ̃︀𝑤 в 𝐿2

(︀
Ω× [δ, δ−1]

)︀
: из (3.12) и оценок (3.14)

cледует, что

‖ ̃︀𝑤 − 𝑤𝑘‖2𝐿2(Ω×[δ,δ−1]) =
∞∑︁
𝑖=1

⟨𝑢− 𝑢𝑘,ϕ𝑁,𝑖⟩2 · ‖Q𝑠(λ
1/2
𝑁,𝑖𝑡)‖

2
𝐿2[δ,δ−1]

6 (𝐶(δ) + 𝐶(λ𝑁,2)) · ‖𝑢− 𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)
.

С другой стороны, пользуясь разложением (1.4), запишем 𝑤𝑘 как сумму
ортогональных в 𝐿2

(︀
Ω× [δ, δ−1]

)︀
слагаемых:

𝑤𝑘 = 𝑤𝑘 + 𝑐𝑘, 𝑤𝑘 := 𝑤𝑘 − (δ−1 − δ)|Ω|−1 ·
δ−1∫︁
δ

∫︁
Ω

𝑤𝑘 𝑑𝑋.

Поскольку ∇𝑋𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑋𝑤 в 𝐿2

(︀
Ω× [δ, δ−1]

)︀
, получаем сходимость 𝑤𝑘 ⇁ 𝑤 в

𝑊 1
2

(︀
Ω× [δ, δ−1]

)︀
. Отсюда следует сходимость 𝑤𝑘 → 𝑤 в 𝐿2

(︀
Ω× [δ, δ−1]

)︀
, что

влечет 𝑤 = ̃︀𝑤 + 𝐶. �
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Доказательство леммы 3.2. Основано на предельном случае принципа
Лионса [59; 60] и проводится аналогично [113, теорема 1.4.2]. Разберем два слу­
чая: 𝑢 ≡ 0 и 𝑢 ̸≡ 0.

1. Пусть 𝑢 ≡ 0. Воспользуемся представлением (1.4): пусть 𝑢𝑘 := 𝑢𝑘 + 𝑐𝑘.

Поскольку 𝑢𝑘 → 𝑢 ≡ 0 сильно в 𝐿2(Ω), из равенства

‖𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)
= ‖𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)

+ 𝑐2𝑘 · |Ω|

имеем 𝑢𝑘 → 0 в 𝐿2(Ω) и 𝑐𝑘 → 0. Более того, для η ∈ 𝒞1(Ω) и любого ε > 0

выполнено

lim
𝑘→∞

‖𝑢𝑘η‖2
*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
6 lim

𝑘→∞

[︁
(1 + ε) · ‖𝑢𝑘η‖2

*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
+ 𝐶(ε)𝑐

2*𝑠
𝑘 ‖η‖

2*𝑠
𝐿2*𝑠 (Ω)

]︁
= (1 + ε) · lim

𝑘→∞
‖𝑢𝑘η‖2

*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
. (3.15)

Из (1.17) следует, что ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘, 𝑢𝑘⟩ = ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘, 𝑢𝑘⟩, поэтому из (3.15)

при η ≡ 1 получаем

lim
𝑘→∞

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢𝑘] 6 lim
𝑘→∞

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘, 𝑢𝑘⟩+ ‖𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)

(1 + ε)−2/2*𝑠 · ‖𝑢𝑘‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

= (1 + ε)2/2
*
𝑠 · lim

𝑘→∞
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢𝑘] = (1 + ε)2/2
*
𝑠 · 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω .

Поскольку ε произвольно, получаем, что последовательность {𝑢𝑘} является ми­
нимизирующей. Более того, из обратного к (3.15) неравенства

lim
𝑘→∞

‖𝑢𝑘η‖2
*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
6 lim

𝑘→∞

[︁
(1 + ε) · ‖𝑢𝑘η‖2

*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
+ 𝐶(ε)𝑐

2*𝑠
𝑘 ‖η‖

2*𝑠
𝐿2*𝑠 (Ω)

]︁
= (1 + ε) · lim

𝑘→∞
‖𝑢𝑘η‖2

*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
,

следует |𝑢𝑘|2
*
𝑠 ⇁ µ. СТ-продолжения функций 𝑢𝑘 имеют вид 𝑤𝑘 := 𝑤𝑘 − 𝑐𝑘, и

поэтому функции 𝑈𝑘 из формулы (3.4) не меняются при замене 𝑢𝑘 на 𝑢𝑘.

Из того факта, что 𝑤𝑘η — допустимое продолжение 𝑢𝑘η, имеем

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω · ‖𝑢𝑘η‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

6 ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘η, 𝑢𝑘η⟩+ ‖𝑢𝑘η‖2𝐿2(Ω)

6 ℰ𝑠,Ω[𝑤𝑘η] + ‖𝑢𝑘η‖2𝐿2(Ω)
.

Из сходимости 𝑢𝑘 → 0 в 𝐿2(Ω) получаем

C−1
𝑠 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω

(︁∫︁
Ω

η2
*
𝑠(𝑥) 𝑑µ

)︁2/2*𝑠
6 C−1

𝑠 · lim
𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω[𝑤𝑘η]

= lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
Ω

[︁
𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤𝑘|2η2 + 2𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝑤𝑘,∇𝑥η⟩𝑤𝑘η+ 𝑡1−2𝑠|∇𝑥η|2𝑤2

𝑘

]︁
𝑑𝑋.

(3.16)
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Предел первого слагаемого в (3.16) равен

lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤𝑘|2η2 𝑑𝑋 = 𝐶−1
𝑠 ·

∫︁
Ω

η2(𝑥) 𝑑ℳ.

Покажем, что предел третьего слагаемого в (3.16) равен нулю. Воспользуемся
представлением (3.12) для 𝑤𝑘 (здесь суммирование ведется по 𝑖 > 2)

𝑤𝑘(𝑋) =
∞∑︁
𝑖=2

𝑑𝑖𝑘(𝑡)ϕ𝑁,𝑖(𝑥) с 𝑑𝑖𝑘(𝑡) = ⟨𝑢𝑘,ϕ𝑁,𝑖⟩ ·Q𝑠(λ
1/2
𝑁,𝑖𝑡).

Из оценки (3.13) и того факта, что λ𝑁,𝑖 → ∞, имеем∫︁
Ω

𝑤2
𝑘(𝑋)|∇𝑥η|2 𝑑𝑥 6 𝐶(λ𝑁,2) ·

∞∑︁
𝑖=2

⟨𝑢𝑘,ϕ𝑁,𝑖⟩2 ·min(1, 𝑡−2)

откуда получаем требуемое равенство

lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑥η|2𝑤2
𝑘 𝑑𝑋 6 𝐶

(︁ 1∫︁
0

𝑡1−2𝑠𝑑𝑡+

∞∫︁
1

𝑡−1−2𝑠𝑑𝑡
)︁
· lim
𝑘→∞

∫︁
Ω

𝑢2𝑘 𝑑𝑥 = 0.

Второе слагаемое в (3.16) оценивается через первое и третье по неравенству
Коши-Буняковского-Шварца, поэтому неравенство (3.16) принимает вид

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω ·

(︁∫︁
Ω

η2
*
𝑠(𝑥) 𝑑µ

)︁2/2*𝑠
6 lim

𝑘→∞
ℰ𝑠,Ω[𝑤𝑘η] =

∫︁
Ω

η2(𝑥) 𝑑ℳ. (3.17)

Дальнейшие рассуждения совпадают с локальным случаем; приведем их пол­
ностью: аппроксимацией на любом борелевском множестве 𝐸 ⊂ Ω получаем
неравенство

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω · µ(𝐸)2/2

*
𝑠 6ℳ(𝐸). (3.18)

Ввиду конечности меры ℳ множество ее атомов 𝐴 := {𝑥 ∈ Ω | ℳ({𝑥}) > 0}
не более чем счетно. Обозначим множество индексов через 𝐽, тогда имеем 𝐴 =

{𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 ,β𝑗 := ℳ({𝑥𝑗}), и выполнено неравенство ℳ >
∑︀
𝑗∈𝐽
β𝑗δ𝑥𝑗

. Поскольку

из (3.18) следует абсолютная непрерывность µ относительно ℳ, имеем

µ(𝐸) =

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥) 𝑑ℳ, где 𝑓(𝑥) := lim
𝑟→0

µ (B𝑟(𝑥))

ℳ (B𝑟(𝑥))
для ℳ-п.в. 𝑥 ∈ Ω.
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Также в силу (3.18) получаем

lim
𝑟→0

µ (B𝑟(𝑥))

ℳ (B𝑟(𝑥))
6 lim

𝑟→0

ℳ 2𝑠
𝑛−2𝑠 (B𝑟(𝑥))

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω

= 0 ℳ-п.в. на Ω ∖ 𝐴.

Для окончания доказательства обозначим α𝑗 := β𝑗𝑓(𝑥𝑗), неравенства между
α𝑗 и β𝑗 следуют из (3.18).

2. Теперь рассмотрим общий случай. Положим ̂︀𝑢𝑘 := 𝑢𝑘−𝑢, тогда теорема
Брезиса–Либа (см. [113, гл.1, теорема 8]) показывает, что | ̂︀𝑢𝑘|2*𝑠 слабо сходятся
к мере µ − |𝑢|2*𝑠 на Ω. Представление для µ получается применением п.1 для
функций ̂︀𝑢𝑘.

Получим неравенство для меры ℳ. По функциям ̂︀𝑢𝑘 строим СТ-про­
должения ̂︁𝑤𝑘 и функции ̂︁𝑈𝑘(𝑥) из формулы (3.4). Из леммы 3.1 следует, что̂︁𝑤𝑘 = 𝑤𝑘 − 𝑤 (продолжение разности равно разности продолжений), поэтому
для любой η(𝑥) ∈ 𝒞1(Ω) имеем

lim
𝑘→∞

∫︁
Ω

𝑈𝑘 −̂︁𝑈𝑘

C𝑠
· η(𝑥) 𝑑𝑥 = lim

𝑘→∞

∫︁
Ω

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠
(︀
|∇𝑋𝑤𝑘|2 − |∇𝑋(𝑤𝑘 − 𝑤)|2

)︀
η(𝑥) 𝑑𝑋

= lim
𝑘→∞

∫︁
Ω

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠
(︀
2⟨∇𝑋𝑤𝑘,∇𝑋𝑤⟩ − |∇𝑋𝑤|2

)︀
η(𝑥) 𝑑𝑋

*
=

∫︁
Ω

𝑈

C𝑠
· η(𝑥) 𝑑𝑥,

(равенство (*) следует из ∇𝑋𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑋𝑤). Используя п.1, получаем требуемое:

ℳ = lim
𝑘→∞

𝑈𝑘 = 𝑈 + lim
𝑘→∞

̂︁𝑈𝑘 > 𝑈 +
∑︁
𝑗∈𝐽

β𝑗δ𝑥𝑗
. �

Доказательство леммы 3.3. Напомним, что {𝑢𝑘} — минимизирующая по­
следовательность для функционала (3.2), |𝑢𝑘|2

*
𝑠 ⇁ δ𝑥0

в пространстве мер на Ω,

а ℳ = 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω · δ𝑥0

. В частности, это означает, что 𝑢𝑘 ⇁ 0 в ℋ𝑠(Ω), и мы нахо­
димся в условиях доказательства п.1 леммы 3.2. Поэтому {𝑢𝑘} также является
минимизирующей последовательностью для функционала (3.2). Также, далее
будем считать 𝑥0 = 0𝑛.

Напомним, что функция ϕε(𝑥) определяется формулой (1.1). Покажем,
что последовательность {𝑢𝑘ϕε} является минимизирующей. Действительно,
‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

→ 1, а для числителя функционала (3.2) из (3.17) при η = ϕε

получаем

lim
𝑘→∞

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘ϕε, 𝑢𝑘ϕε⟩ 6 lim

𝑘→∞
ℰ𝑠,Ω[𝑤𝑘ϕε] =

∫︁
Ω

ϕ2
ε(𝑥) 𝑑ℳ = 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,Ω .
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Поскольку 𝑢𝑘 → 0 в 𝐿2(Ω), получаем lim
𝑘→∞

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢𝑘ϕε] 6 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω , и поэтому

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω = lim

𝑘→∞
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢𝑘ϕε] = lim
𝑘→∞

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑘ϕε, 𝑢𝑘ϕε⟩

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

= lim
𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑘ϕε]

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

.

Разберем два случая: 0𝑛 ∈ Ω и 0𝑛 ∈ 𝜕Ω.

1. Пусть 0𝑛 ∈ Ω. Продолжим функцию 𝑢𝑘ϕε нулем и обозначим ее КС-про­
должение в R𝑛 через 𝑤̇𝑘. Поскольку 𝑤𝑘ϕε является допустимым продолжением
𝑢𝑘ϕε в R𝑛, имеем

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω = lim

𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑘ϕε]

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

= lim
𝑘→∞

ℰ𝑠,R𝑛 [𝑤𝑘ϕε]

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (R
𝑛)

> lim
𝑘→∞

ℰ𝑠,R𝑛 [𝑤̇𝑘]

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (R
𝑛)

> 𝒮𝑠,R𝑛.

2. Пусть 0𝑛 ∈ 𝜕Ω. При малых ε воспользуемся параметризацией границы
𝑥𝑛 = 𝐹 (𝑥′) и заменой переменных (1.5), распрямляющей эту границу: имеем
𝐹 ∈ 𝒞2 и выполнено соотношение

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω = lim

𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑘ϕε]

‖𝑢𝑘ϕε‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

= lim
𝑘→∞

C𝑠 ·
∞∫︀
0

∫︀
R𝑛

+

𝑡1−2𝑠|∇𝑋 [𝑤𝑘ϕε] (Θ
−1
1 (𝑥), 𝑡)|2 𝑑𝑋 · (1 + 𝑜ε(1))(︀ ∫︀

R𝑛
+

[𝑢𝑘ϕε]
2*𝑠 (Θ−1

1 (𝑥)) 𝑑𝑥
)︀2/2*𝑠

(𝑜ε(1) в числителе возникает из оценки производных 𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑖

при замене перемен­
ных в градиенте). Ввиду того, что функция 𝑤𝑘(Θ

−1
1 (𝑥), 𝑡) ·ϕε(Θ−1

1 (𝑥)) является
допустимым продолжением функции 𝑢𝑘(Θ

−1
1 (𝑥)) ·ϕε(Θ−1

1 (𝑥)), выполнено нера­
венство

𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,Ω > 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,R𝑛
+
· (1 + 𝑜ε(1)).

Поскольку ε может быть выбрано сколь угодно малым, лемма 3.3 доказана. �

3.4 Окончание доказательства теоремы 3.1 — построение пробной
функции

Для построения фунцкии 𝑢̌ ∈ ℋ𝑠(Ω), удовлетворяющей (3.11), сначала
получим оценки на КС-продолжение 𝒲𝑠,𝑎(𝑋) минимайзера Φ𝑠,𝑎(𝑥) (см. (1.14)).
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Оно является решением задачи

− div(𝑡1−2𝑠∇𝑋𝒲𝑠,𝑎(𝑋)) = 0 в R𝑛 × R+; 𝒲𝑠,𝑎|𝑡=0 = Φ𝑠,𝑎(𝑥), (3.19)

а также единственным минимайзером функционала ℰ𝑠,R𝑛 в W𝑠 (R𝑛 × R+) . От­
сюда следует, что продолжение 𝒲𝑠,𝑎(𝑋) является невозрастающей функцией
от |𝑥| : симметризация Шварца по 𝑥 не увеличивает ℰ𝑠,R𝑛 (см. [53, теорема 2.31]
для симметризации Штейнера; симметризация Шварца может быть получена
как предел симметризаций Штейнера), а ее результат является допустимым
продолжением Φ𝑠,𝑎(𝑥). Также отметим, что, в силу симметрии, продолже­
ние 𝒲𝑠,𝑎(𝑋), ограниченное на R𝑛

+ × R+, является СТ-продолжением Φ𝑠,𝑎(𝑥)

в R𝑛
+.

Лемма 3.4. Для функций Φ𝑠,𝑎(𝑥) и 𝒲𝑠,𝑎(𝑋) выполнены равенства

Φ𝑠,𝑎(𝑎𝑥) = 𝑎2𝑠−𝑛 · Φ𝑠,1(𝑥) и 𝒲𝑠,𝑎(𝑎𝑋) = 𝑎2𝑠−𝑛 · 𝒲𝑠,1(𝑋), (3.20)

а также оценки (при |𝑥| > 1 и |𝑋| > 1 соответственно)

Φ𝑠,1(𝑥) 6 𝐶|𝑥|2𝑠−𝑛 и 𝒲𝑠,1(𝑋) 6 𝐶|𝑋|2𝑠−𝑛. (3.21)

Более того, для градиента ∇𝑋𝒲𝑠,𝑎(𝑋) выполнено равенство

∇𝑋𝒲𝑠,𝑎(𝑎𝑋) = 𝑎2𝑠−𝑛−1 · ∇𝑋𝒲𝑠,1(𝑋), (3.22)

а при |𝑋| > 1 и 2𝑠 > 1 имеет место оценка

|∇𝑋𝒲𝑠,1(𝑋)| 6 𝐶|𝑋|2𝑠−𝑛−1. (3.23)

Доказательство. Равенство (3.20) и оценка (3.21) для функции Φ𝑠,𝑎 очевидны
из ее определения. Для доказательства свойств продолжения 𝒲𝑠,𝑎 выпишем его
в явном виде: используя функцию Грина (1.25) и уравнение

(−Δ)𝑠Φ𝑠,𝑎(𝑥) =
𝒮𝑠,R𝑛

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛)

· Φ2*𝑠−1
𝑠,𝑎 (𝑥) в R𝑛, (3.24)

получаем

𝒲𝑠,𝑎(𝑋) =
𝒮𝑠,R𝑛

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛)

·
∫︁
R𝑛

̃︀𝐺𝑠(𝑥− ξ, 𝑡) · Φ2*𝑠−1
𝑠,𝑎 (ξ) 𝑑ξ. (3.25)
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Градиент ∇𝑋𝒲𝑠,𝑎(𝑋) получается из (3.25) дифференцированием:

∇𝑋𝒲𝑠,𝑎(𝑋) =
𝒮𝑠,R𝑛

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛)

·
∫︁
R𝑛

∇𝑋
̃︀𝐺𝑠(𝑥− ξ, 𝑡) · Φ2*𝑠−1

𝑠,𝑎 (ξ) 𝑑ξ.

Равенства (3.20) и (3.22) для функции 𝒲𝑠,𝑎(𝑋) следуют из равенства

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛) = 𝑎−2𝑠 · ‖Φ𝑠,1‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛);

для примера получим (3.20):

𝒲𝑠,𝑎(𝑎𝑋) =
𝒮𝑠,R𝑛 · 𝑎2𝑠

‖Φ𝑠,1‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛)

·
∫︁
R𝑛

𝐶 · 𝑎−(𝑛+2𝑠)Φ
2*𝑠−1
𝑠,1 (ξ) · 𝑎𝑛

(|𝑥− ξ|2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠

2 𝑎𝑛−2𝑠
𝑑ξ = 𝑎2𝑠−𝑛 · 𝒲𝑠,1(𝑋).

Остается получить оценки для 𝒲𝑠,1(𝑋) и ∇𝑋𝒲𝑠,1(𝑋). Они доказываются
идентично; получим, например, оценку (3.23) для ∇𝑋𝒲𝑠,1(𝑋). Поскольку для
|∇𝑋

̃︀𝐺𝑠(𝑋)| выполнено очевидное неравенство

|∇𝑋
̃︀𝐺𝑠(𝑋)| 6 𝐶

(|𝑥|2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠+1

2

,

имеем

|∇𝑋𝒲𝑠,1(𝑋)| 6
(︁ ∫︁
|ξ|6|𝑋|/2

+

∫︁
|ξ|>|𝑋|/2

)︁ 𝐶𝑑ξ

(|𝑥− ξ|2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠+1

2 (1 + |ξ|2)
𝑛+2𝑠

2

=: 𝐴1+𝐴2.

Оценка для 𝐴1 следует из цепочки неравенств
√︀
|𝑥− ξ|2 + 𝑡2 > |𝑋| − |ξ| > |𝑋|

2 :

𝐴1 6
𝐶

|𝑋|𝑛−2𝑠+1
·
∫︁
R𝑛

𝑑ξ

(1 + |ξ|2)
𝑛+2𝑠

2

=
𝐶

|𝑋|𝑛−2𝑠+1
.

Оценка для 𝐴2 следует из неравенств 3|ξ| > |𝑥|+ |ξ| > |𝑥− ξ| и 2𝑠 > 1 :

𝐴2 6
𝐶

|𝑋|𝑛−2𝑠+1
·
∫︁
R𝑛

𝑑ξ

|𝑥− ξ|𝑛−2𝑠+1 (1 + |𝑥− ξ|2)2𝑠−
1
2

=
𝐶

|𝑋|𝑛−2𝑠+1
. �

Приступим к построению фунцкии 𝑢̌. На границе 𝒞2-гладкой области Ω

всегда найдется такая точка ̃︀𝑥, что:
– область выпукла в малой окрестности Bε(̃︀𝑥)
– средняя кривизна H0 границы 𝜕Ω в точке ̃︀𝑥 положительна
– область находится по одну сторону от касательной плоскости в точке ̃︀𝑥
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(например, в качестве ̃︀𝑥 подходит точка касания сферы наименьшего радиуса,
описанной вокруг Ω, и самой Ω). Мы будем считать, что ̃︀𝑥 = 0𝑛, а ось 𝑥𝑛

направлена вдоль внутренней нормали к 𝜕Ω, и, таким образом, Ω ⊂ R𝑛
+. В

таких координатах оказывается, что в качестве искомой функции 𝑢̌ можно взять
функцию Φ𝑠,𝑎(𝑥) с малым параметром 𝑎.

Из уравнения (3.19) интегрированием по частям (с учетом (3.3) и (3.24))
получаем:

0 = C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

div
(︀
𝑡1−2𝑠∇𝑋𝒲𝑠,𝑎

)︀
𝒲𝑠,𝑎 𝑑𝑋 = −C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝒲𝑠,𝑎|2 𝑑𝑋

+
𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2
𝐿2*𝑠 (R

𝑛
+)

·
∫︁
Ω

Φ2*𝑠
𝑠,𝑎 𝑑𝑥+ C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝒲𝑠,𝑎, 𝑛⃗⟩ · 𝒲𝑠,𝑎 𝑑𝑋,

откуда, поскольку 𝒲𝑠,𝑎 — допустимое продолжение Φ𝑠,𝑎 в Ω, имеем

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[Φ𝑠,𝑎] =
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝Φ𝑠,𝑎,Φ𝑠,𝑎⟩+ ‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

6

C𝑠

∞∫︀
0

∫︀
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝒲𝑠,𝑎|2𝑑𝑋 + ‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

= 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
·

(︃
‖Φ𝑠,𝑎‖𝐿2*𝑠 (Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖𝐿2*𝑠 (R
𝑛
+)

)︃2*𝑠−2

+

C𝑠

∞∫︀
0

∫︀
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝒲𝑠,𝑎, 𝑛⃗⟩𝒲𝑠,𝑎 𝑑𝑋

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

+
‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

.

(3.26)

При интегрировании радиальных функций в окрестности нуля для формы объ­
ема выполнено представление (см., например, [93, §2.6])

𝑑𝑥 =
1

2

(︀
𝜔𝑛−1𝑟

𝑛−1 − H0 · 𝜔𝑛−2𝑟
𝑛 + 𝑜(𝑟𝑛)

)︀
𝑑𝑟.

Оценим каждый член в (3.26) по отдельности.
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1. Сперва получим асимптотику ‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
при малых 𝑎 :

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
=

∫︁
Ω

(𝑎2 + |𝑥|2)−𝑛 𝑑𝑥 =
(︁ ∫︁
Ω∩Bε

+

∫︁
Ω∖Bε

)︁
(𝑎2 + |𝑥|2)−𝑛 𝑑𝑥

=

∫︁
Ω∩Bε

(𝑎2 + |𝑥|2)−𝑛 𝑑𝑥+ 𝐶(ε)

=

ε∫︁
0

𝜔𝑛−1𝑟
𝑛−1

2(𝑎2 + 𝑟2)𝑛
𝑑𝑟 −

ε∫︁
0

H0 · 𝜔𝑛−2𝑟
𝑛 + 𝑜(𝑟𝑛)

2(𝑎2 + 𝑟2)𝑛
𝑑𝑟 + 𝐶(ε) =: 𝐵1 −𝐵2 + 𝐶(ε).

Главный член 𝐵1 оценивается как

𝐵1 = 𝑎−𝑛 𝜔𝑛−1

2

(︁
ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀
−

∞∫︁
ε/𝑎

𝑟𝑛−1𝑑𝑟

(1 + 𝑟2)𝑛

)︁
= 𝑎−𝑛 𝜔𝑛−1

2
ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀
− 𝐶(ε).

Оценка 𝐵2 получается следующим образом:

𝐵2 = 𝑎1−𝑛(1 + 𝑜ε(1))H0
𝜔𝑛−2

2

(︁
ℬ
(︀
𝑛+1
2 , 𝑛−1

2

)︀
−

∞∫︁
ε/𝑎

𝑟𝑛𝑑𝑟

(1 + 𝑟2)𝑛

)︁

= 𝑎1−𝑛 𝜔𝑛−1

2
ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀
· 𝐶1(1 + 𝑜ε(1))− 𝐶(ε), где 𝐶1 =

H0Γ
(︀
𝑛+1
2

)︀
π

1
2Γ
(︀
𝑛
2

)︀ .

Объединяя оценки для 𝐵1 и 𝐵2 , мы получаем оценку нормы ‖Φ𝑠,𝑎‖𝐿2*𝑠 (Ω)
:

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠

𝐿2*𝑠 (Ω)
= 𝑎−𝑛 𝜔𝑛−1

2
ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀
· [1− 𝐶1𝑎(1 + 𝑜ε(1))] + 𝐶(ε), (3.27)

а из нее оценку первого члена в (3.26)

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2

𝐿2*𝑠 (Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖2
*
𝑠−2

𝐿2*𝑠 (R
𝑛
+)

=

(︃
𝑎−𝑛 𝜔𝑛−1

2 ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀
· [1− 𝐶1𝑎(1 + 𝑜ε(1))] + 𝐶(ε)

𝑎−𝑛 𝜔𝑛−1

2 ℬ
(︀
𝑛
2 ,

𝑛
2

)︀ )︃ 2𝑠
𝑛

= 1− 𝐶2𝑎 · [1 + 𝑜ε(1) + 𝐶(ε)𝑜𝑎(1)] с константой 𝐶2 =
2𝑠
𝑛 · 𝐶1 > 0. (3.28)

2. Оценка последнего члена в (3.26) зависит от 𝑛 и 𝑠. Выполнено равенство

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)
=
(︁ ∫︁
Ω∩Bε

+

∫︁
Ω∖Bε

)︁
(𝑎2 + |𝑥|2)2𝑠−𝑛 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω∩Bε

(𝑎2 + |𝑥|2)2𝑠−𝑛 𝑑𝑥+ 𝐶(ε).
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Поскольку Ω ∩ Bε содержится в R𝑛
+ ∩ Bε, первый интеграл оценивается сверху

∫︁
Bε∩R𝑛

+

(𝑎2+ |𝑥|2)2𝑠−𝑛 𝑑𝑥 =
𝜔𝑛−1

2

ε∫︁
0

𝑟𝑛−1

(𝑎2 + 𝑟2)𝑛−2𝑠
𝑑𝑟 6 𝐶(ε) ·

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎4𝑠−𝑛 при 𝑛 > 4𝑠,

| ln(𝑎)| при 𝑛 = 4𝑠,

1 при 𝑛 < 4𝑠,

(заметим, что эта оценка точна по порядку), и, с учетом (3.27), имеем

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)

‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)

=
‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2(Ω)

𝐶𝑎2𝑠−𝑛 · [1− 𝐶𝑎(1 + 𝑜ε(1))]
6 𝐶(ε) ·

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎2𝑠 при 𝑛 > 4𝑠,

𝑎𝑛−2𝑠| ln(𝑎)| при 𝑛 = 4𝑠,

𝑎𝑛−2𝑠 при 𝑛 < 4𝑠.

(3.29)
3. Для оценки среднего члена в (3.26) разобьем его числитель на две части:

(︁ ∫︁
𝜕Ω∩Bε

+

∫︁
𝜕Ω∖Bε

)︁ ∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝒲𝑠,𝑎, 𝑛⃗⟩ · 𝒲𝑠,𝑎 𝑑𝑋 =: 𝐸1 + 𝐸2.

Поскольку функция 𝒲𝑠,𝑎 радиальна по 𝑥 и убывает с ростом радиуса, а пере­
сечение Ω ∩ Bε выпукло, получаем, что нормальная производная ⟨∇𝑥𝒲𝑠,𝑎, 𝑛⃗⟩
отрицательна при 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ Bε. Отсюда следует 𝐸1 6 0.

Замечание 3.3. Более тонкие вычисления показывают, что 𝐸1
𝑎≍ 𝑎1+2𝑠−𝑛,

что после деления на ‖Φ𝑠,𝑎‖2𝐿2*𝑠 (Ω)
даст вклад порядка 𝑎 в (3.26). Отрицатель­

ный член такого порядка у нас уже есть, поэтому уточнение оценки 𝐸1 6 0

избыточно.

Для получения оценки на 𝐸2 воспользуемся оценками (3.21) и (3.23):

𝐸2 =

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω∖Bε

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝒲𝑠,𝑎, 𝑛⃗⟩ ·𝒲𝑠,𝑎 𝑑𝑆𝑥𝑑𝑡 6

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω∖Bε

𝑡1−2𝑠|∇𝑥𝒲𝑠,𝑎| · |𝒲𝑠,𝑎| 𝑑𝑆𝑥𝑑𝑡

6 𝐶𝑎1−2𝑠+𝑛−1+1−2𝑛+4𝑠−1

∫︁
𝑎−1(𝜕Ω∖Bε)

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠

(|𝑥|2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠+1

2 (|𝑥|2 + 𝑡2)
𝑛−2𝑠

2

𝑑𝑡𝑑𝑆𝑥

= 𝐶𝑎2𝑠−𝑛

∫︁
𝑎−1(𝜕Ω∖Bε)

|𝑥|−2𝑛+2𝑠+1 𝑑𝑆𝑥 = 𝐶

∫︁
𝜕Ω∖Bε

|𝑥|−2𝑛+2𝑠+1 𝑑𝑆𝑥 6 𝐶(ε). (3.30)
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Из оценок (3.28), (3.29) и (3.30) следует оценка

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[Φ𝑠,𝑎] 6 𝒮𝑆𝑝,𝑁
𝑠,R𝑛

+
·
(︀
1− 𝐶2𝑎 [1 + 𝑜ε(1) + 𝐶(ε)𝑜𝑎(1)]

)︀
+ 𝐶(ε)𝑎𝑛−2𝑠 + 𝐶(ε)𝑎2𝑠(1 + 𝑜𝑎(1)).

Поскольку 𝑛 > 3 и 2𝑠 > 1, имеем min(2𝑠, 𝑛 − 2𝑠) > 1, откуда следует, что при
достаточно малых параметрах ε и 𝑎 выполнено неравенство ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,2*𝑠,Ω
[Φ𝑠,𝑎] < 𝒮𝑆𝑝,𝑁

𝑠,R𝑛
+
.

Таким образом, неравенство (3.10) невозможно, что исключает возможность
концентрации и доказывает теорему 3.1.
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Глава 4. Качественные свойства решений полулинейной задачи
Неймана

4.1 Постановка задачи

Данная глава посвящена качественным свойствам решений полулинейной
задачи Неймана в ограниченной области Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 1 с липшицевой границей:

(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢+ 𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢, 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω), 𝑠 ∈ (0, 1). (4.1)

Эта задача обобщает задачу (3.1): показатель 𝑞 в правой части здесь необяза­
тельно критический; мы будем рассматривать показатели

𝑞 ∈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[1, 2*𝑠] при 𝑛 > 2 или 𝑛 = 1, 𝑠 < 1

2 ;

[1,∞) при 𝑛 = 1, 𝑠 = 1
2 ;

[1,∞] при 𝑛 = 1, 𝑠 > 1
2 .

По аналогии с функционалом ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,2*𝑠,Ω

[𝑢] из главы 3, определим функционал
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ω [𝑢]. Он порожден теоремой вложения ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿𝑞(Ω) :

inf
𝑢∈ℋ𝑠(Ω)

ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ω [𝑢] := inf

𝑢∈ℋ𝑠(Ω)

‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

≡ inf
𝑢∈ℋ𝑠(Ω)

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

> 0.

(4.2)
Поскольку при 𝑞 ∈ [1, 2*𝑠) вложение компактно, у функционала ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,𝑞,Ω [𝑢] суще­
ствует минимайзер, который является решением с миинимальной энергией для
задачи (4.1). При 𝑞 = 2*𝑠 решение с минимальной энергией для задачи (4.1) су­
ществует в 𝒞2-гладкой ограниченной области Ω при 𝑛 > 3 и 𝑞 = 2*𝑠, как было
доказано в теореме 3.1.

Замечание 4.1. Функция 𝑢 = 1 (тождественно равная единице) является
решением задачи (4.1), поскольку из (1.17) следует, что (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝1 = 0.

Главный вопрос настоящей главы таков: совпадают ли построенные выше
решения с минимальной энергией с решением 𝑢 = 1?

Оказывается, что ответ на этот вопрос зависит от формы и размера обла­
сти области Ω. В дальнейшем будем считать, что область Ω имеет единичный
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объем, и рассмотрим вложения (4.2) для семейства областей Ωε := {ε𝑥 | 𝑥 ∈ Ω}.
Положим 𝑢ε(𝑦) := 𝑢(ε−1𝑦), тогда

ℐε𝑠,𝑞[𝑢] :=
ℐ𝑆𝑝,𝑁
𝑠,𝑞,Ωε

[𝑢ε]

ε𝑛−2𝑠− 2𝑛
𝑞

=
ε𝑛−2𝑠⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ε𝑛‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

ε𝑛−2𝑠− 2𝑛
𝑞 ε

2𝑛
𝑞 ‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

=
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

. (4.3)

Таким образом, вопрос о постоянстве решения с минимальной энергией для
задачи (4.1) в области Ωε эквивалентен вопросу о постоянстве минимайзера
функционала ℐε𝑠,𝑞 с параметром ε. Поскольку функционалы ℐε𝑠,𝑞[𝑢] и ℐ𝑆𝑝,𝑁

𝑠,𝑞,Ω [𝑢]

инвариантны относительно домножений 𝑢 на константу, можно считать, что
для минимайзера ‖𝑢‖𝐿𝑞(Ω) = 1.

В локальном случае 𝑠 = 1 про минимайзер функционала (4.3) известно
следующее (в этом случае ℋ1(Ω) совпадает с пространством Соболева 𝑊 1

2 (Ω)

со стандартной нормой):
1. Eсли 𝑞 ∈ [1,2], то при любом ε > 0 функция 1 является единственным

минимайзером функционала ℐε1,𝑞[𝑢];
2. Eсли же 𝑞 ∈ (2,2*1], то:
– при ε > ε1(𝑞) :=

√︀
λ𝑁,2/(𝑞 − 2) (напомним, что λ𝑁,2 — первое ненулевое

собственное число оператора Лапласа с условием Неймана) функция 1

не является локальным (а значит, и глобальным) минимайзером функ­
ционала ℐε1,𝑞[𝑢] (см. [106, предложение 3.1]);

– при ε < ε1(𝑞) функция 1 дает локальный минимум функционала ℐε1,𝑞[𝑢]
(см. [106, предложение 3.2]);

– существует такое ℰ1(𝑞) > 0, что при ε 6 ℰ1(𝑞) функция 1 дает глобаль­
ный минимум функционала ℐε1,𝑞[𝑢], а при ε > ℰ1(𝑞) не дает (см. [106,
предложения 3.5–3.7]);

– функция ℰ1(𝑞) непрерывна и монотонно убывает (см. [106, теорема 3.8])
– при 𝑛 = 1 имеем ℰ1(𝑞) = ε1(𝑞) (см. [105], а также [104]), а при 𝑛 > 2

существуют как области с ℰ1(𝑞) < ε1(𝑞) (см. [106, следствие 3.4] и [106,
(3.6)]), так и области с ℰ1(𝑞) = ε1(𝑞) (см. [112, теорема 3.1]).

В настоящей главе мы получим аналогичные результаты для функциона­
ла (4.3) при условии существования его минимайзера.
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Замечание 4.2. При 𝑞 ∈ [1, 2] из неравенства Гёльдера следует, что
‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

6 ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)
, поэтому ℐε𝑠,𝑞[𝑢] > ε2𝑠 = ℐε𝑠,𝑞[1]. Поскольку для непостоян­

ной функции 𝑢(𝑥) неравенство Гёльдера будет строгим, константа является
единственным минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢] при любом 𝑠 ∈ (0, 1].

Замечание 4.3. Как и в предыдущих главах, решения с минимальной энер­
гией в задаче (4.1) можно считать неотрицательными: замена 𝑢 → |𝑢|
уменьшает значение функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢], как показывает предложение 1.2.

Далее мы считаем, что 𝑞 > 2 и все минимайзеры функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]
неотрицательны.

4.2 Локальное исследование функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]

Определим вспомогательный функционал

𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢] := ‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

·
(︀
ℐε𝑠,𝑞[𝑢]− ℐε𝑠,𝑞[1]

)︀
= ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

−ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)
,

из построения следует, что функция 1 является минимайзером функционала
ℐε𝑠,𝑞[𝑢] тогда и только тогда, когда функционал 𝒥 ε

𝑠,𝑞[𝑢] неотрицателен (очевид­
но, что 𝒥 ε

𝑠,𝑞[1] = 0).
Исследуем неотрицательность функционала 𝒥 ε

𝑠,𝑞[𝑢]. Его первый диффе­
ренциал равен

D𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢;ℎ] = 2

(︁
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, ℎ⟩+ ε2𝑠

∫︁
Ω

𝑢ℎ 𝑑𝑥− ε2𝑠‖𝑢‖2−𝑞
𝐿𝑞(Ω)

∫︁
Ω

𝑢𝑞−1ℎ 𝑑𝑥
)︁
.

Легко видеть, что D𝒥 ε
𝑠,𝑞[1;ℎ] ≡ 0. Подсчитаем второй дифференциал:

D2𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢;ℎ, ℎ] = 2⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝ℎ, ℎ⟩+ 2ε2𝑠‖ℎ‖2𝐿2(Ω)

+ 2(𝑞 − 2)ε2𝑠‖𝑢‖2(1−𝑞)
𝐿𝑞(Ω)

(︁∫︁
Ω

𝑢𝑞−1ℎ 𝑑𝑥
)︁2

− 2(𝑞 − 1)ε2𝑠‖𝑢‖2−𝑞
𝐿𝑞(Ω)

∫︁
Ω

𝑢𝑞−2ℎ2 𝑑𝑥. (4.4)

Разложим приращение ℎ, воспользовавшись представлением (1.4):

ℎ(𝑥) =

∫︁
Ω

ℎ 𝑑𝑥+ ℎ,

∫︁
Ω

ℎ 𝑑𝑥 = 0;
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тогда при 𝑢 = 1 формула (4.4) записывается в виде

D2𝒥 ε
𝑠,𝑞[1;ℎ, ℎ] = 2⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝ℎ, ℎ⟩ − 2(𝑞 − 2)ε2𝑠‖ℎ‖2𝐿2(Ω)

= 2
∞∑︁
𝑗=2

(︀
λ𝑠𝑁,𝑗 − (𝑞 − 2)ε2𝑠

)︀
· ⟨ℎ,ϕ𝑁,𝑗⟩2.

Положим ε𝑠(𝑞) := (λ𝑠𝑁,2/(𝑞 − 2))1/(2𝑠) (ε𝑠(𝑞) = ε1(𝑞) при 𝑠 = 1).

Теорема 4.1. 1. Пусть ε > ε𝑠(𝑞). Тогда функция 1 не является локаль­
ным (значит, и глобальным) минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]. Это
утверждение выполнено и при 𝑞 = ∞ (в этом случае ε𝑠(𝑞) = 0).

2. Пусть ε < ε𝑠(𝑞). Тогда функция 1 является локальным минимайзе­
ром функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢].

3. Пусть ε = ε𝑠(𝑞) и
∫︀
Ω

ϕ3
𝑁,2 𝑑𝑥 ̸= 0. Тогда функция 1 не является ло­

кальным минимайзером функционала ℐε𝑠𝑠,𝑞[𝑢]. Более того, существует
такое ε̆(𝑞) < ε𝑠(𝑞), что при ε ∈ (ε̆(𝑞), ε𝑠(𝑞)] функция 1 не является
глобальным минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢] (хотя дает локальный
минимум).

Доказательство. 1. Следует из неравенства D2𝒥 ε
𝑠,𝑞[1;ϕ𝑁,2,ϕ𝑁,2] < 0.

2. Пусть 𝑢 ∈ ℋ𝑠(Ω), ‖𝑢 − 1‖ℋ𝑠(Ω) <
1
2 . Опять воспользуемся разложени­

ем (1.4): имеем 𝑢 = 𝑐+ 𝑢 с константой 1/2 < 𝑐 < 3/2, и выполнено равенство

𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢] = ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

+ 𝑐2ε2𝑠 − 𝑐2ε2𝑠‖1+ 𝑢/𝑐‖2𝐿𝑞(Ω)
.

В [106, (3.5)] было показано, что

‖1+ 𝑢/𝑐‖2𝐿𝑞(Ω)
6 1 + (𝑞 − 1)‖𝑢/𝑐‖2𝐿2(Ω)

+ 𝐶(𝑞)‖𝑢‖min(𝑞,3)
𝐿𝑞(Ω)

,

откуда получаем неравенство

𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢] > ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ − (𝑞 − 2)ε2𝑠‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

− 𝐶(𝑞)ε2𝑠‖𝑢‖min(𝑞,3)
𝐿𝑞(Ω)

.

Поскольку ⟨𝑢,ϕ𝑁,1⟩ = 0, из (1.17) следует, что ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ > λ𝑠𝑁,2‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

;

поэтому из ограниченности вложения ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿𝑞(Ω) получаем

𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢] >

(︀
λ𝑠𝑁,2 − (𝑞 − 2)ε2𝑠

)︀
λ−𝑠
𝑁,2⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ − 𝐶(𝑞)ε2𝑠‖𝑢‖min(𝑞,3)

𝐿𝑞(Ω)

>
[︁(︀
λ𝑠𝑁,2 − (𝑞 − 2)ε2𝑠

)︀
λ−𝑠
𝑁,2 − 𝐶(𝑠,𝑞)ε2𝑠⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

min(𝑞−2,1)
2

]︁
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩.

(4.5)
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Выражение в квадратных скобках можно сделать положительным выбором ма­
лой окрестности функции 1 (здесь 𝐶(𝑠,𝑞) совпадает с константой из (4.5)):

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ 6 ‖𝑢−1‖2ℋ𝑠(Ω) 6 min

⎡⎣1
2
,

(︃
λ𝑠𝑁,2 − (𝑞 − 2)ε2𝑠

2𝐶(𝑠,𝑞)λ𝑠𝑁,2ε
2𝑠

)︃2/min(𝑞−2,1)
⎤⎦ . (4.6)

В этой окрестности 𝒥 ε
𝑠,𝑞[𝑢] > 0, и утверждение п.2 доказано!

3. При ε = ε𝑠(𝑞) имеет место равенство D2𝒥 ε𝑠
𝑠,𝑞[1;ϕ𝑁,2,ϕ𝑁,2] = 0. Подсчи­

таем третий дифференциал: ⟨ϕ𝑁,2,ϕ𝑁,1⟩ = 0, поэтому

D3𝒥 ε𝑠
𝑠,𝑞[1;ϕ𝑁,2,ϕ𝑁,2,ϕ𝑁,2] = −2(𝑞 − 1)(𝑞 − 2)ε2𝑠

∫︁
Ω

ϕ3
𝑁,2 𝑑𝑥 ̸= 0.

Отсюда получаем, что функция 1 не дает локального минимума, а потому не яв­
ляется и глобальным минимумом. Существование ε̆(𝑞) следует из непрерывной
зависимости функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢] от параметра ε. �

Замечание 4.4. В [72] было показано, что условие
∫︀
Ω

ϕ3
𝑁,2 𝑑𝑥 ̸= 0 выполнено

для асимметричной области общего положения.

Покажем справедливость дробного аналога предложения 3.4 из [106]:

Предложение 4.1. Пусть 𝑠 < 𝑛/2 (это ограничение существенно только в
случае 𝑛 = 1), 𝑞 = 2*𝑠 и ε = ε𝑠(2

*
𝑠). Тогда функция 1 не является глобальным

минимайзером функционала ℐε𝑠𝑠,2*𝑠 [𝑢] в кубе (0,1)𝑛.

Доказательство. Известно, что для куба (0,1)𝑛 выполнено λ𝑁,2 = π
2; поэтому

ℐε𝑠𝑠,2*𝑠 [1] = ε
2𝑠
𝑠 (2

*
𝑠) =

π2𝑠(𝑛− 2𝑠)

4𝑠
.

Построим последовательность, на которой значение функционала ℐε𝑠𝑠,2*𝑠 [𝑢] будет
меньше. Напомним, что в R𝑛 справедливо дробное неравенство Соболева (1.12),
и минимум достигается на фунцкии Φ𝑠,𝑎(𝑥) :=

(︀
𝑎2 + |𝑥|2

)︀(2𝑠−𝑛)/2
. Проводя

рассуждения, аналогичные рассуждениям из §3.4 главы 3, можно получить со­
отношение

lim
𝑎→0

ℐε𝑠,(0,1)
𝑛

𝑠,2*𝑠
[Φ𝑠,𝑎] = 2−2𝑠 lim

𝑎→0
ℐε𝑠,(−1,1)𝑛

𝑠,2*𝑠
[Φ𝑠,𝑎] = 2−2𝑠𝒮𝑠,R𝑛,

и остается показать, что выполнено неравенство

π2𝑠(𝑛− 2𝑠)

4𝑠
> 2−2𝑠𝒮𝑠,R𝑛 = π𝑠

Γ ((𝑛+ 2𝑠)/2)

Γ ((𝑛− 2𝑠)/2)

[︂
Γ (𝑛/2)

Γ (𝑛)

]︂2𝑠/𝑛
, (4.7)

справедливость которого доказывается в §4.4. �
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Замечание 4.5. В силу непрерывной зависимости функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢] от па­
раметров 𝑞 и ε, при 𝑞, близких к 2*𝑠 снизу, и ε, близких к ε𝑠(𝑞) снизу, функция 1

не дает глобального минимума этого функционала в кубе (0,1)𝑛 (хотя дает
локальный минимум).

4.3 Глобальное исследование функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]

Изучим условия, при которых функция 1 дает глобальный минимум функ­
ционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢].

Теорема 4.2. 1. При любом 𝑞 ∈ (2, 2*𝑠] существует такое ε̌(𝑞) > 0,

что для всех ε < ε̌(𝑞) функция 1 является единственным глобаль­
ным минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]. Если 𝑛 = 1 и 𝑠 > 1/2, то
утверждение выполнено для всех 𝑞 ∈ (2,∞).

2. При любом ε > 0 существует такое 𝑞(ε) ∈ (2, 2*𝑠], что для всех 𝑞 <

𝑞(ε) функция 1 является единственным глобальным минимайзером
функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢]. Если 𝑛 = 1 и 𝑠 > 1/2, то 𝑞(ε) < ∞.

3. Пусть для пары (ε0, 𝑞0) функция 1 не является глобальным минимай­
зером функционала ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢]. Тогда при ε > ε0 и 𝑞 > 𝑞0 функция 1 не
является глобальным минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢].

Доказательство. 1. Предположим обратное: пусть при некотором 𝑞 существу­
ют последовательность ε̌𝑛 ↓ 0 и последовательность непостоянных функций
{𝑢𝑛 : ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞(Ω) = 1}, для которых

ℐ ε̌𝑛𝑠,𝑞[𝑢𝑛] 6 ε̌2𝑠𝑛 , а значит, ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ 6 ε̌2𝑠𝑛 и ‖𝑢𝑛‖𝐿2(Ω) 6 1. (4.8)

Из (4.8) следует, что 𝑢𝑛 ограничены в ℋ𝑠(Ω). Переходя к подпоследовательно­
сти, можно считать, что 𝑢𝑛 ⇁ 𝑢 в ℋ𝑠(Ω), и в силу компактности вложения
ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿2(Ω) имеем 𝑢𝑛 → 𝑢 в 𝐿2(Ω). Поскольку норма в ℋ𝑠(Ω) слабо полу­
непрерывна снизу, получаем

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

= ‖𝑢‖2ℋ𝑠(Ω) 6 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖2ℋ𝑠(Ω) = ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)
,

поэтому ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ = 0, функция 𝑢 постоянна и 𝑢𝑛 → 𝑢 в ℋ𝑠(Ω). Так как

‖𝑢‖𝐿𝑞(Ω) = 1, то 𝑢 = 1.
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Таким образом, в сколь угодно малой окрестности функции 1 существует
непостоянный минимайзер 𝑢𝑛 функционала ℐ ε̌𝑛𝑠,𝑞[𝑢]. При малых ε̌𝑛 оценка ра­
диуса окрестности (4.6) равномерна по 𝑛, и 𝑢𝑛 попадают в эту окрестность.
Неравенство (4.5) влечет за собой равномерную оценку 𝒥 ε̌𝑛

𝑠,𝑞 [𝑢𝑛] > 0, что проти­
воречит неравенству (4.8).

2. Предположим обратное: пусть при ε > 0 существуют последователь­
ность 𝑞𝑛 ↓ 2 и последовательность непостоянных функций {𝑢𝑛 : ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)

= 1},
для которых

ℐε𝑠,𝑞𝑛[𝑢𝑛] 6 ε
2𝑠, а значит, ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ 6 ε2𝑠 и ‖𝑢𝑛‖𝐿2(Ω) 6 1.

Как и в предыдущем пункте, 𝑢𝑛 ограничены в ℋ𝑠(Ω) и можно считать, что
𝑢𝑛 ⇁ 𝑢 в ℋ𝑠(Ω). Зафиксируем некоторое 𝑞 ∈ (2, 2*𝑠); в силу компактности
вложения ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿𝑞(Ω) имеем 𝑢𝑛 → 𝑢 в 𝐿𝑞(Ω). Поскольку с некоторого места
𝑞𝑛 < 𝑞, в силу неравенства Гёльдера ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞(Ω) > ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)

, откуда следует, что

ℐε𝑠,𝑞[𝑢𝑛] 6 ℐε𝑠,𝑞𝑛[𝑢𝑛] 6 ε
2𝑠 = ℐε𝑠,𝑞𝑛[1] = ℐε𝑠,𝑞[1]. (4.9)

Таким образом,

lim
𝑛→∞

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ 6 ε2𝑠 lim

𝑛→∞
‖𝑢𝑛‖2𝐿𝑞(Ω)

− ε2𝑠 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖2𝐿2(Ω)

= ε2𝑠
(︁
‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)

− ‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

)︁
,

и, переходя к пределу по 𝑞 ↓ 2 в правой части, получаем ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ = 0.

Поэтому, как и в предыдущем пункте, 𝑢𝑛 → 𝑢 в ℋ𝑠(Ω), и отсюда следует 𝑢 = 1.

Выбирая 𝑞 близким к 2, имеем ε < ε𝑠(𝑞), и в этом случае неравенство (4.9)
противоречит неравенству (4.5).

3. Поскольку функция 1 не является минимайзером функционала ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢],
существует непостоянная функция 𝑢, для которой ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢] < ε2𝑠0 . Требуемое
утверждение следует из неравенств Гёльдера:

ℐε0𝑠,𝑞[𝑢] 6 ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢] < ε
2𝑠
0 = ℐε0𝑠,𝑞[1],

ℐε𝑠,𝑞[𝑢] = ℐε0𝑠,𝑞[𝑢] + (ε2𝑠 − ε2𝑠0 )
‖𝑢‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢‖2𝐿𝑞(Ω)
< ε2𝑠0 + (ε2𝑠 − ε2𝑠0 ) = ℐε𝑠,𝑞[1]. �

Благодаря теореме 4.2, для каждого 𝑞 ∈ (2, 2*𝑠] можно определить показа­
тель ℰ𝑠(𝑞) : при ε 6 ℰ𝑠(𝑞) функция 1 дает глобальный минимум в ℐε𝑠,𝑞[𝑢], а при
ε > ℰ𝑠(𝑞) не дает. Очевидно, что ε𝑠(𝑞) > ℰ𝑠(𝑞), а из теоремы 4.2 также следует,
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что ℰ𝑠(𝑞) > 0, ℰ𝑠(𝑞) не возрастает и ℰ𝑠(𝑞) → ∞ при 𝑞 ↓ 2. Наконец, если 𝑛 = 1

и 𝑠 > 1
2 , то ℰ𝑠(𝑞) → 0 при 𝑞 → ∞.

Теорема 4.3. Функция ℰ𝑠(𝑞) непрерывна на (2, 2*𝑠] (на (2,∞) в случае 𝑛 = 1 и
𝑠 > 1/2) и строго убывает.

Доказательство. Мы докажем утверждение теоремы для 𝑠 < 𝑛/2. Для случая
𝑛 = 1 и 𝑠 > 1/2 доказательство проходит без изменений.

1. Сначала покажем, что ℰ𝑠(𝑞) строго убывает. Действительно, рассмотрим
точку (𝑞0, ε0) на кривой ε = ℰ𝑠(𝑞), 𝑞0 ∈ (2, 2*𝑠). По построению для любых
ε𝑛 ↓ ε0 минимайзеры 𝑢𝑛 функционалов ℐε𝑛𝑠,𝑞0[𝑢] непостоянны. Нормируем эти
минимайзеры условием ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞0

(Ω) = 1. Для них выполнены неравенства

ℐε𝑛𝑠,𝑞0[𝑢𝑛] < ε
2𝑠
𝑛 , а значит, ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ < ε2𝑠𝑛 и ‖𝑢𝑛‖𝐿2(Ω) < 1. (4.10)

Как и в доказательстве теоремы 4.2, 𝑢𝑛 ограничены в ℋ𝑠(Ω), существует слабый
предел 𝑢𝑛 ⇁ 𝑢0 в ℋ𝑠(Ω) и 𝑢𝑛 → 𝑢0 в 𝐿𝑞0(Ω) и 𝐿2(Ω). Из слабой полунепрерыв­
ности снизу нормы в ℋ𝑠(Ω) вытекает, что

ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢0] 6 lim
𝑛→∞

ℐε𝑛𝑠,𝑞0[𝑢𝑛] 6 lim
𝑛→∞

ε2𝑠𝑛 = ε2𝑠0 .

Возможны два случая: 𝑢0 ̸= 1 и 𝑢0 = 1.

Разберем первый случай: при 𝑞 > 𝑞0 имеем ‖𝑢0‖𝐿𝑞(Ω) > ‖𝑢0‖𝐿𝑞0
(Ω) = 1;

поэтому
ℐε0𝑠,𝑞[𝑢0] < ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢0] 6 ε

2𝑠
0 = ℐε0𝑠,𝑞[1].

Отсюда следует, что при 𝑢0 ̸= 1 и 𝑞 > 𝑞0 функция 1 не дает глобального
минимума функционала ℐε0𝑠,𝑞[𝑢], поэтому ℰ𝑠(𝑞) < ε0 = ℰ𝑠(𝑞0).

Покажем, что во втором случае невозможно неравенство ε0 < ε𝑠(𝑞0) : при
больших 𝑛 имеем ε0 < ε𝑛 < ε𝑠(𝑞0), и, согласно п.2 теоремы 4.1, функция 1

является локальным минимайзером функционала ℐε𝑛𝑠,𝑞0[𝑢]. Более того,

lim
𝑛→∞

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ 6 lim

𝑛→∞
ε2𝑠𝑛

(︁
‖𝑢𝑛‖2𝐿𝑞0

(Ω) − ‖𝑢𝑛‖2𝐿2(Ω)

)︁
= ε2𝑠0

(︁
‖1‖2𝐿𝑞0

(Ω) − ‖1‖2𝐿2(Ω)

)︁
= 0;

поэтому ⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩ = 0 и 𝑢𝑛 → 1 в ℋ𝑠(Ω). Вместе с (4.10) это дает проти­

воречие, как и при доказательстве п.1 теоремы 4.2.
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Поскольку ε0 = ℰ𝑠(𝑞0) 6 ε𝑠(𝑞0), получаем, что остается единственная воз­
можность ε0 = ε𝑠(𝑞0), и строгая монотонность следует из цепочки

ℰ𝑠(𝑞) 6 ε𝑠(𝑞) < ε𝑠(𝑞0) = ε0 = ℰ𝑠(𝑞0).

2. В качестве второго шага покажем, что монотонная функция ℰ𝑠(𝑞) непре­
рывна слева. Для этого опять рассмотрим точку (𝑞0, ε0) на кривой ε = ℰ𝑠(𝑞),
𝑞0 ∈ (2, 2*𝑠] : при ε > ε0 функция 1 не является глобальным минимайзером функ­
ционала ℐε𝑠,𝑞0[𝑢]. Поскольку 𝐿𝑞-норма непрерывно зависит от 𝑞, получаем, что
для достаточно близких снизу к 𝑞0 показателей 𝑞 функция 1 также не является
минимайзером функционала ℐε𝑠,𝑞[𝑢], что и дает непрерывность слева.

3. Остается показать непрерывность функции ℰ𝑠(𝑞) справа. Пусть показа­
тель 𝑞0 ∈ (2, 2*𝑠) и ε0 = lim

𝑞↓𝑞0
ℰ𝑠(𝑞). Ввиду монотонности функции ℰ𝑠(𝑞) для любых

𝑞𝑛 ↓ 𝑞0 минимайзеры 𝑢𝑛 функционалов ℐε0𝑠,𝑞𝑛[𝑢] непостоянны. Как и ранее, нор­
мируем их условием ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)

= 1, и имеют место неравенства

ℐε0𝑠,𝑞𝑛[𝑢𝑛] < ε
2𝑠
0 , а значит, ⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ < ε2𝑠0 и ‖𝑢𝑛‖𝐿2(Ω) 6 1.

Повторим рассуждение из доказательства п.2 теоремы 4.2: 𝑢𝑛 ограничены в
ℋ𝑠(Ω) и существует слабый предел 𝑢𝑛 ⇁ 𝑢0 в ℋ𝑠(Ω). При любом 𝑞 < 2*𝑠 имеем
𝑢𝑛 → 𝑢0 в 𝐿𝑞(Ω), а из неравенства Гёльдера при 𝑞0 < 𝑞𝑛 6 𝑞 следует, что
‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞(Ω) > ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)

= 1; поэтому

⟨(−Δ𝑁
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢0, 𝑢0⟩ 6 lim

𝑛→∞
⟨(−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢𝑛, 𝑢𝑛⟩ 6 ε2𝑠0 lim

𝑛→∞
‖𝑢𝑛‖2𝐿𝑞(Ω)

−ε2𝑠0 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖2𝐿2(Ω)

= ε2𝑠0

(︁
‖𝑢0‖2𝐿𝑞(Ω)

− ‖𝑢0‖2𝐿2(Ω)

)︁
,

откуда предельным переходом по 𝑞 ↓ 𝑞0 получаем ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢0] 6 ε2𝑠0 . Более того,
поскольку

‖𝑢0‖𝐿𝑞(Ω) = lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞(Ω) > lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)
= 1,

‖𝑢0‖𝐿𝑞0
(Ω) = lim

𝑛→∞
‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞0

(Ω) 6 lim
𝑛→∞

‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)
= 1,

предельным переходом по 𝑞 ↓ 𝑞0 получаем ‖𝑢0‖𝐿𝑞0
(Ω) = 1. Здесь, как и в доказа­

тельстве строгой монотонности ℰ𝑠(𝑞), возможны два случая: 𝑢0 ̸= 1 и 𝑢0 = 1.

В первом случае при любом ε > ε0 из оценки ‖𝑢0‖𝐿2(Ω) < ‖𝑢0‖𝐿𝑞0
(Ω) = 1

получаем

ℐε𝑠,𝑞0[𝑢0] = ℐε0𝑠,𝑞0[𝑢0] + (ε2𝑠 − ε2𝑠0 )
‖𝑢0‖2𝐿2(Ω)

‖𝑢0‖2𝐿𝑞0
(Ω)

< ε2𝑠0 + (ε2𝑠 − ε2𝑠0 ) = ℐε𝑠,𝑞0[1],
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откуда следует, что ε0 > ℰ𝑠(𝑞0). Так как функция ℰ𝑠(𝑞) убывает, то ε0 6 ℰ𝑠(𝑞0),
а следовательно ε0 = ℰ𝑠(𝑞0).

Во втором случае 𝑢𝑛 → 1 в ℋ𝑠(Ω), а при 𝑞 > 𝑞0 из ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞(Ω) > ‖𝑢𝑛‖𝐿𝑞𝑛(Ω)

получаем
ℐε0𝑠,𝑞[𝑢𝑛] 6 ℐε0𝑠,𝑞𝑛[𝑢𝑛] < ε

2𝑠
0 = ℐε0𝑠,𝑞𝑛[1] = ℐε0𝑠,𝑞[1],

откуда следует, что ε0 > ε𝑠(𝑞). Переходя к пределу по 𝑞 ↓ 𝑞0, получаем неравен­
ство ε0 > ε𝑠(𝑞0) > ℰ𝑠(𝑞0), что, как и в первом случае, ввиду убывания функции
ℰ𝑠(𝑞) дает ε0 = ℰ𝑠(𝑞0). �

Замечание 4.6. В [105] было показано, что в случае 𝑛 = 1 при 𝑠 > 1 выполне­
но равенство ε𝑠(𝑞) = ℰ𝑠(𝑞) для всех 𝑞 > 2, а также была выдвинута гипотеза,
что результат остается верным при 𝑠 > 1/2. Эта гипотеза остается от­
крытой, однако предложение 4.1 показывает, что при 𝑠 < 1/2 равенство
ε𝑠(𝑞) = ℰ𝑠(𝑞) не выполняется при 𝑞, близких к 2*𝑠 снизу.

4.4 Доказательство неравенства (4.7)

Напомним, что 𝑛 > 2𝑠, и перепишем неравенство (4.7) в виде

𝒜𝑛 :=
2𝑠Γ ((𝑛+ 2𝑠)/2)

Γ ((𝑛− 2𝑠+ 2)/2)

[︂
Γ (𝑛/2)

Γ (𝑛)

]︂2𝑠/𝑛
< π𝑠. (4.11)

Докажем, что 𝒜𝑛+2 < 𝒜𝑛, т. е.

𝒜𝑛+2

𝒜𝑛
=

𝑛+ 2𝑠

𝑛− 2𝑠+ 2

[︃
Γ (𝑛)

Γ (𝑛/2) [2(𝑛+ 1)]𝑛/2

]︃4𝑠/(𝑛(𝑛+2))

< 1.

Возведением в степень получаем эквивалентное неравенство[︂
𝑛+ 2𝑠

𝑛− 2𝑠+ 2

]︂𝑛(𝑛+2)/(4𝑠)
Γ (𝑛)

Γ (𝑛/2) [2(𝑛+ 1)]𝑛/2
< 1. (4.12)
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Покажем, что функция 𝑓(𝑠) =
[︀

𝑛+2𝑠
𝑛−2𝑠+2

]︀𝑛(𝑛+2)/(4𝑠) является монотонно возраста­
ющей при 𝑠 ∈ [0,1]. Ее логарифмическая производная равна

𝑑

𝑑𝑠

[︂
1

𝑠
ln

(︂
𝑛+ 2𝑠

𝑛− 2𝑠+ 2

)︂]︂
= − 1

𝑠2
ln

(︂
𝑛+ 2𝑠

𝑛− 2𝑠+ 2

)︂
+

2(𝑛− 2𝑠+ 2)(2𝑛+ 2)

𝑠(𝑛+ 2𝑠)(𝑛− 2𝑠+ 2)2

=
1

𝑠

[︂
4𝑛+ 4

(𝑛+ 2𝑠)(𝑛− 2𝑠+ 2)
− 1

𝑠
ln

(︂
𝑛+ 2𝑠

𝑛− 2𝑠+ 2

)︂]︂
>

1

𝑠

[︂
4𝑛+ 4

(𝑛+ 2𝑠)(𝑛− 2𝑠+ 2)
− 4𝑠− 2

𝑠(𝑛− 2𝑠+ 2)

]︂
=

2

𝑠(𝑛− 2𝑠+ 2)

[︂
2𝑛+ 2

𝑛+ 2𝑠
− 2𝑠− 1

𝑠

]︂
=

2𝑛+ 8𝑠− 8𝑠2

𝑠2(𝑛− 2𝑠+ 2)(𝑛+ 2𝑠)
> 0.

Таким образом, достаточно доказать неравенство (4.12) при 𝑠 = 1, то есть
неравенство

Γ (𝑛/2)

Γ (𝑛)

[︃
2(𝑛+ 1)

(︂
𝑛

𝑛+ 2

)︂(𝑛+2)/2
]︃𝑛/2

> 1.

При 𝑛 = 1 это неравенство очевидно. При 𝑛 > 2 докажем более сильное нера­
венство

Γ (𝑛/2)

Γ (𝑛)

[︃
2(𝑛+ 1)

(︂
𝑛

𝑛+ 2

)︂(𝑛+2)/2
]︃𝑛/2

> 1 +
2

𝑛+ 2

которое эквивалентно неравенству

ℬ𝑛 :=
(𝑛+ 2)Γ (𝑛/2)

(𝑛+ 4)Γ (𝑛)

[︃
2(𝑛+ 1)

(︂
𝑛

𝑛+ 2

)︂(𝑛+2)/2
]︃𝑛/2

> 1. (4.13)

Прямые вычисления показывают, что ℬ2 = 1 и ℬ3 > 1,05. Подсчитаем отно­
шение ℬ𝑛+2/ℬ𝑛 :

ℬ𝑛+2

ℬ𝑛
=

(𝑛+ 4)2

2(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 6)

[︃
2(𝑛+ 3)

(︂
𝑛+ 2

𝑛+ 4

)︂(𝑛+4)/2
]︃(𝑛+2)/2

×

[︃
2(𝑛+ 1)

(︂
𝑛

𝑛+ 2

)︂(𝑛+2)/2
]︃−𝑛/2

=
(𝑛+ 4)2

(𝑛+ 2)(𝑛+ 6)

[︃
(𝑛+ 3)(𝑛+ 2)2

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)2

(︂
(𝑛+ 2)2

𝑛2 + 4𝑛

)︂𝑛/2
]︃(𝑛+2)/2

=: 𝑔(𝑛).
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Покажем, что функция 𝑔(𝑥) монотонно убывает при 𝑥 > 2. Ее логарифмическая
производная равна

𝒦 :=
𝑑

𝑑𝑥

[︂
ln

(︂
(𝑥+ 4)2

(𝑥+ 2)(𝑥+ 6)

)︂
+

+
𝑥+ 2

2

[︀
ln

(︂
𝑥+ 3

𝑥+ 1

)︂
− 2 ln

(︂
𝑥+ 4

𝑥+ 2

)︂
+

𝑥

2
ln

(︂
(𝑥+ 2)2

𝑥2 + 4𝑥

)︂]︀]︂
= − 8

(𝑥+ 2)(𝑥+ 4)(𝑥+ 6)
+

1

2

[︂
ln

(︂
1 +

2

(𝑥+ 1)(𝑥+ 4)

)︂
− ln

(︂
1 +

2

𝑥+ 2

)︂]︂
+

𝑥+ 1

2
ln

(︂
1 +

4

𝑥2 + 4𝑥

)︂
− 𝑥+ 2

(𝑥+ 1)(𝑥+ 3)
.

Поскольку при 𝑡 ∈ (0, 1) выполнены оценки

𝑡 > 𝑡− 𝑡2

2
+

𝑡3

3
> ln(1 + 𝑡) > 𝑡− 𝑡2

2
,

при 𝑥 > 2 имеем (положим 𝑦 := 𝑥 − 2)

𝒦 6 − 8

(𝑥+ 2)(𝑥+ 4)(𝑥+ 6)
+

1

(𝑥+ 1)(𝑥+ 4)
− 𝑥+ 1

(𝑥+ 2)2

+
𝑥+ 1

2

(︂
4

𝑥2 + 4𝑥
− 8

(𝑥2 + 4𝑥)2
+

64

3(𝑥2 + 4𝑥)3

)︂
− 𝑥+ 2

(𝑥+ 1)(𝑥+ 3)

= −18𝑥8 + 219𝑥7 + 910𝑥6 + 1236𝑥5 − 968𝑥4 − 4080𝑥3 − 5024𝑥2 − 4608𝑥− 2304

3𝑥3(𝑥+ 1)(𝑥+ 2)2(𝑥+ 3)(𝑥+ 4)3(𝑥+ 6)

= − 18𝑦8 + 507𝑦7 + 5992𝑦6 + 38616𝑦5 + 147472𝑦4

3(𝑦 + 5)3(𝑦 + 6)(𝑦 + 7)2(𝑦 + 8)(𝑦 + 9)3(𝑦 + 10)

− 338112𝑦3 + 443968𝑦2 + 285504𝑦 + 50688

3(𝑦 + 5)3(𝑦 + 6)(𝑦 + 7)2(𝑦 + 8)(𝑦 + 9)3(𝑦 + 10)
< 0.

Применяя неравенство Бернулли (1 + 𝑡)𝑚 > 1 +𝑚𝑡 при 𝑡 > −1, получаем(︂
(𝑛+ 2)2

𝑛2 + 4𝑛

)︂𝑛/2

=

(︂
1 +

4

𝑛2 + 4𝑛

)︂𝑛/2

>
𝑛+ 6

𝑛+ 4
;

[︂
(𝑛+ 3)(𝑛+ 2)2(𝑛+ 6)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)3

]︂(𝑛+2)/2

=

[︂
1− 2(𝑛2 + 2𝑛− 4)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)3

]︂(𝑛+2)/2

> 1− (𝑛2 + 2𝑛− 4)(𝑛+ 2)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)3
,
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откуда следует, что

lim
𝑛→∞

𝑔(𝑛) > lim
𝑛→∞

(𝑛+ 4)2

(𝑛+ 2)(𝑛+ 6)

[︂
(𝑛+ 3)(𝑛+ 2)2(𝑛+ 6)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)3

]︂(𝑛+2)/2

> lim
𝑛→∞

[︂
1− (𝑛2 + 2𝑛− 4)(𝑛+ 2)

(𝑛+ 1)(𝑛+ 4)3

]︂
= 1.

Таким образом, функция 𝑔(𝑛) монотонно убывает к единице, и поэтому вы­
полнено 𝑔(𝑛) > 1. Это доказывает неравенство (4.13), из которого следует
неравенство (4.12), а следовательно, 𝒜𝑛+2 < 𝒜𝑛.

Для завершения доказательства остается показать, что неравенство (4.11)
справедливо при 𝑛 6 3 (в случае 𝑛 = 1 есть дополнительное ограничение 2𝑠 < 1,

поэтому (4.11) для 𝑛 = 3 и 2𝑠 > 1 нужно проверять отдельно). При 𝑛 = 1

неравенство (4.11) принимает вид (поскольку Γ (1/2) =
√
π)

2𝑠Γ ((1 + 2𝑠)/2)

Γ ((3− 2𝑠)/2)
< 1.

Его справедливость следует из оценки Γ ((3 + 2𝑠)/2) 6 Γ (2) 6 Γ ((5− 2𝑠)/2) :

2𝑠Γ ((1 + 2𝑠)/2)

Γ ((3− 2𝑠)/2)
=

2𝑠(3− 2𝑠)Γ ((3 + 2𝑠)/2)

(1 + 2𝑠)Γ ((5− 2𝑠)/2)

=

(︂
1− (1− 2𝑠)2

1 + 2𝑠

)︂
Γ ((3 + 2𝑠)/2)

Γ ((5− 2𝑠)/2)
< 1.

При 𝑛 = 2 неравенство (4.11) записывается в виде

2𝑠Γ (1 + 𝑠)

Γ (2− 𝑠)
< π𝑠.

Используя формулу дополнения Эйлера Γ (𝑧) Γ (1− 𝑧) = π/ sin(π𝑧) при неце­
лых 𝑧, получаем

2Γ2 (1 + 𝑠) sin(π𝑠) < π1+𝑠(1− 𝑠),

и это неравенство следует из двух цепочек неравенств (поскольку Γ (1 + 𝑠) 6 1):

2Γ2 (1 + 𝑠) sin(π𝑠) < 2 < π1+𝑠(1− 𝑠) при 𝑠 ∈ (0, 0,7];

2Γ2 (1 + 𝑠) sin(π𝑠) < 2 sin(π(1− 𝑠)) < 2π(1− 𝑠) < π1+𝑠(1− 𝑠) при 𝑠 ∈ [0,7, 1).

При 𝑛 = 3 неравенство (4.11) записывается в виде

2𝑠Γ ((3 + 2𝑠)/2)

Γ ((5− 2𝑠)/2)

[︂√
π

4

]︂2𝑠/3
< π𝑠,
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или, после избавления от знаменателя,

2𝑠Γ ((3 + 2𝑠)/2) < (4π)2𝑠/3Γ ((5− 2𝑠)/2) .

Справедливость этого неравенства следует из цепочки оценок

2𝑠Γ ((3 + 2𝑠)/2) < 2𝑠Γ (5/2) = 3𝑠Γ (3/2)

< (4π)2𝑠/3Γ (3/2) < (4π)2𝑠/3Γ ((5− 2𝑠)/2) .
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Глава 5. Разрешимость задачи Дирихле, порожденной дробным
неравенством Харди—Соболева

5.1 Постановка задачи

Данная глава посвящена вопросу достижимости точной константы 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω

в дробном неравенстве Харди—Соболева в 𝒞1–гладкой ограниченной области
Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2 при 0 < σ < 𝑠 < 1 :

𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω · ‖|𝑥|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*σ(Ω)

6 ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩, 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω). (5.1)

В правой части этого неравенства стоит спектральный лапласиан Дирихле, в от­
личие от аналогичной задачи со спектральным лапласианом Неймана (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝

из главы 3.
Достижимость точной константы в неравенстве (5.1) равносильна суще­

ствованию минимайзера функционала ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[𝑢]:

ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[𝑢] :=

⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

‖|𝑥|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*σ(Ω)

. (5.2)

Стандартные рассуждения показывают, что минимайзер функционала (5.2) по­
сле домножения на подходящую константу является решением задачи

(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢(𝑥) =

𝑢2
*
σ−1(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
в Ω, 𝑢 ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω). (5.3)

Если 0𝑛 ̸∈ Ω, то для ограниченной области Ω соответствующее вложение
компактно, и очевидно, что константа 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω достигается. В дальнейшем мы
будем считать, что 0𝑛 ∈ Ω.

Для неравенства (5.1) мы установим следующие результаты:
– В случае 0𝑛 ∈ Ω точная константа не достигается, если выполнено̃︀𝒟𝑠(Ω) ̸= 𝒟𝑠(R𝑛). Более того, в звездной относительно 0𝑛 области Ω

уравнение Эйлера–Лагранжа для задачи (5.3) не имеет нетривиальных
неотрицательных решений.

– В случае полупространства Ω = R𝑛
+ точная константа достигается.
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– В случае 0𝑛 ∈ 𝜕Ω и ограниченной области Ω точная константа дости­
гается при ограничениях на границу области 𝜕Ω в нуле, аналогичных
ограничениям из [92].

Настоящая глава имеет следующую структуру: в §5.2 доказывается
недостижимость точной константы при условии 0𝑛 ∈ Ω и отсутствие нетриви­
альных неотрицательных решений у уравнения Эйлера–Лагранжа для задачи
(5.1) в звездных областях. В §5.3 мы получим оценки функций Грина некоторых
вспомогательных задач. В §5.4 мы докажем достижимость точной констан­
ты 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
. В §5.5 мы дадим описание поведения полученного минимайзера

в R𝑛
+ и его СТ-продолжения: сначала мы получим “грубую” поточечную оценку,

определяемую модулем интегральной непрерывности в пространстве Лебега с
критическим показателем, и из нее выведем более точные оценки (аналог оце­
нок [92, теорема 2.1]). В §5.6 мы сформулируем требуемые условия на границу
𝜕Ω и на основе оценок из §5.5 получим достижимость точной константы в об­
ласти Ω. Технические оценки, необходимые для доказательства достижимости
точной константы в области Ω, приведены в §§5.7–5.8.

В этой главе координаты в R𝑛 и в Ω мы будем обозначать через 𝑥 ≡
(𝑥′, 𝑥𝑛), а координаты в R𝑛

+ через 𝑦 ≡ (𝑦′,𝑦𝑛). Для СТ-продолжений использу­
ются координаты 𝑋 ≡ (𝑥, 𝑡) ∈ Ω× R+ и 𝑌 ≡ (𝑦,𝑧) ∈ R𝑛

+ × R+ соответственно.
Справедливость неравенства (5.1) при 𝑠 ∈ (0,1) (и даже при 𝑠 ∈ (0, 𝑛/2))

следует из неравенства (1.13) и предложения 1.3. Легко видеть, что в R𝑛 нера­
венство (5.1) при σ = 0 совпадает с дробным неравенством Харди (1.11), а при
σ = 𝑠 — с дробным неравенством Соболева (1.12).

Напомним, что пространство ̃︀𝒟𝑠(Ω) совпадает с замыканием 𝒞∞
0 (Ω) по

квадратичной форме ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩. Также напомним, что ̃︀𝒟𝑠(R𝑛

+) ∩ 𝐿2(R𝑛
+) =̃︀ℋ𝑠(R𝑛

+), а для ограниченной области Ω имеем ̃︀𝒟𝑠(Ω) ≡ ̃︀ℋ𝑠(Ω).

Замечание 5.1. Любой минимайзер функционала (5.2) можно считать по­
ложительным: неотрицательность следует из предложения 1.2, поскольку
замена 𝑢 → |𝑢| уменьшает значение функционала (5.2). Положительность
следует из неотрицательности правой части (5.3) и предложения 1.4.
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5.2 Недостижимость константы 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω в случае 0𝑛 ∈ Ω

Теорема 5.1. Выполнены следующие утверждения:
1. Пусть 0𝑛 ∈ Ω и ̃︀𝒟𝑠(Ω) ̸= 𝒟𝑠(R𝑛). Тогда 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω не достигается.
2. Для звездных относительно 0𝑛 областей Ω уравнение (5.3) не име­

ет неотрицательных решений.

Доказательство. 1. Доказательство первого утверждения получается модифи­
кацией рассуждения для локального аналога. Мы приведем его полностью.

Покажем справедливость неравенства 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω 6 𝒮𝑠,σ,R𝑛. Действительно, для

получения константы 𝒮𝑠,σ,R𝑛 функционал (5.2) достаточно минимизировать по
пространству 𝒞∞

0 (R𝑛) : эти функции плотны в 𝒟𝑠(R𝑛). Воспользуемся конструк­
цией из предложения 1.5: для любой функции 𝑢 ∈ 𝒞∞

0 (R𝑛) при больших ρ
носитель supp(𝑢ρ) лежит в области Ω, и 𝑢ρ ∈ ̃︀𝒟𝑠(Ω). Знаменатель функциона­
ла (5.2) инвариантен при замене 𝑢 → 𝑢ρ, а числитель при ρ → ∞ в пределе
дает ⟨(−Δ)𝑠𝑢, 𝑢⟩. Неравенство доказано.

Пусть константа 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω достигается и 0𝑛 ∈ Ω. Продолжим минимайзер

нулем, получив функцию в R𝑛. В силу предложения 1.3 значение функцио­
нала (5.2) на этой функции не больше 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ω. В свою очередь, неравенство
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω 6 𝒮𝑠,σ,R𝑛 означает, что построенная функция является минимайзером во

всем пространстве. Это противоречит принципу максимума из предложения 1.4:
построенный минимайзер в R𝑛 является решением уравнения (5.3) с неотрица­
тельной правой частью, и в то же время принимает нулевые значения в силу̃︀𝒟𝑠(Ω) ̸= 𝒟𝑠(R𝑛).

2. Мы получим нелокальный аналог тождества Похожаева для лапласиа­
на (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝 (для суженного лапласиана (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑅 соответствующий аналог был

получен в [73]; см. также [74] для лапласиана (−Δ)𝑠 в R𝑛). Заметим, что любое
решение уравнения (5.3) имеет особенность в нуле, но является гладким вне
окрестности нуля. Из уравнения (1.26) интегрированием по частям получаем
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(обозначим ηε(𝑥) := 1−ϕε(𝑥), где ϕε(𝑥) введена в (1.1)):

0 = C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

div
(︀
𝑡1−2𝑠∇𝑋𝑤(𝑋)

)︀
⟨𝑋,∇𝑋𝑤(𝑋)⟩ηε(𝑥) 𝑑𝑋

=

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ−1(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
⟨𝑥,∇𝑥𝑢(𝑥)⟩ηε(𝑥) 𝑑𝑥+ C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝑤, 𝑛⃗⟩⟨𝑥,∇𝑥𝑤⟩ηε(𝑥) 𝑑𝑋

− C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤|2ηε(𝑥) 𝑑𝑋 − C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑋,∇𝑋

(︀
|∇𝑋𝑤|2

)︀
⟩ηε(𝑥) 𝑑𝑋

− C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝑤,∇𝑥ηε(𝑥)⟩⟨𝑋,∇𝑋𝑤⟩ 𝑑𝑋 =: 𝐵1 +𝐵2 +𝐵3 +𝐵4 +𝐵5,

(в 𝐵1 и 𝐵2 градиенты берутся по 𝑥, поскольку 𝑤𝑡|𝑥∈𝜕Ω = 0 и 𝑡𝑤𝑡|𝑡=0 = 0 вви­
ду (1.28)). Преобразуем 𝐵1 :

𝐵1 =

∫︁
Ω

𝑛∑︁
𝑖=1

[︀
𝑢2

*
σ(𝑥)

]︀
𝑥𝑖

2*σ

𝑥𝑖ηε(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥

=

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)

2*σ

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁ ηε(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
−2*σ(𝑠− σ) · 𝑥2𝑖ηε(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ+2

)︁
𝑑𝑥+

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)

2*σ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 [ηε(𝑥)]𝑥𝑖

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥

=
(︁
𝑛/2*σ − (𝑠− σ)

)︁∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)(1−ϕε(𝑥))

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥−

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)

2*σ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 [ϕε(𝑥)]𝑥𝑖

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥

= −𝑛− 2𝑠

2
·
[︁
⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)ϕε(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥
]︁
−
∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)

2*σ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 [ϕε(𝑥)]𝑥𝑖

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥.

Поскольку 𝑤|𝑥∈𝜕Ω = 0, векторы ∇𝑥𝑤(𝑋) и 𝑛⃗ коллинеарны, откуда

𝐵2 = C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑥, 𝑛⃗⟩ · |∇𝑥𝑤(𝑋)|2ηε(𝑥) 𝑑𝑋.

Для 𝐵3 выполнена формула

𝐵3 = −⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩+ C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑋)|2ϕε(𝑥) 𝑑𝑋.
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Интегрированием по частям в 𝐵4 получаем (поскольку 𝑡2−2𝑠|𝑤𝑡(𝑋)|2
⃒⃒
𝑡=0

= 0)

𝐵4 = −C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑥, 𝑛⃗⟩|∇𝑥𝑤(𝑋)|2ηε(𝑥) 𝑑𝑋

+
(𝑛− 2𝑠+ 2)

2
C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑋)|2 (ηε(𝑥) + ⟨𝑥,∇𝑥ηε(𝑥)⟩) 𝑑𝑋

= −C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑥, 𝑛⃗⟩|∇𝑥𝑤(𝑋)|2ηε(𝑥) 𝑑𝑋 +
𝑛− 2𝑠+ 2

2
· ⟨(−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢, 𝑢⟩

− C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑋)|2 ((𝑛− 2𝑠+ 2)ϕε(𝑥) + ⟨𝑥,∇𝑥ϕε(𝑥)⟩) 𝑑𝑋.

Из полученных формул следует равенство

C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑥, 𝑛⃗⟩|∇𝑥𝑤(𝑋)|2 𝑑𝑋 =
C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

𝑡1−2𝑠⟨𝑥, 𝑛⃗⟩|∇𝑥𝑤(𝑋)|2ϕε(𝑥) 𝑑𝑋

+
𝑛− 2𝑠

2

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)ϕε(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥+

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ(𝑥)

2*σ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 [ϕε(𝑥)]𝑥𝑖

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑥

+
C𝑠

2

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋𝑤(𝑋)|2 ((𝑛− 2𝑠)ϕε(𝑥) + ⟨𝑥,∇𝑥ϕε(𝑥)⟩) 𝑑𝑋

− C𝑠

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠⟨∇𝑥𝑤(𝑋),∇𝑥ϕε(𝑥)⟩⟨𝑋,∇𝑋𝑤(𝑋)⟩ 𝑑𝑋.

Заметим, что правая часть равенства стремится к нулю при ε→ 0. Это означа­
ет, что равенство может быть выполнено только тогда, когда левая часть равна
нулю. В силу звездности области ⟨𝑥, 𝑛⃗⟩ > 0, поэтому ∇𝑥𝑤 = 0 при 𝑥 ∈ 𝜕Ω.

Теперь формула интегрирования по частям дает

0 =

∞∫︁
0

∫︁
Ω

div(𝑡1−2𝑠∇𝑋𝑤(𝑋)) 𝑑𝑋 =

∫︁
Ω

𝑢2
*
σ−1(𝑥)

|𝑥|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑋,

что невозможно при 𝑢(𝑥) > 0, 𝑢 ̸≡ 0. �

Замечание 5.2. Второе утверждение теоремы 5.1 справедливо также в слу­
чае 0𝑛 ∈ 𝜕Ω. Доказательство проходит без изменений.
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С этого момента мы будем считать, что 0𝑛 ∈ 𝜕Ω. Также ввиду инвари­
антности функционала (5.2) относительно домножений 𝑢(𝑥) на константу мы
будем считать 𝑢(𝑥) > 0 и ‖|𝑥|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*σ(Ω)

= 1.

5.3 Оценки функций Грина для задачи в R𝑛
+

Рассмотрим следующую задачу в полупространстве:

(−Δ𝐷
R𝑛

+
)𝑠𝑆𝑝𝑢(𝑦) = ℎ(𝑦) в R𝑛

+. (5.4)

Обозначим через 𝑤 (𝑌 ) СТ-продолжение функции 𝑢(𝑦). Тогда задача (1.26)
при Ω = R𝑛

+ принимает вид

ℒ𝑠[𝑤] (𝑌 ) ≡ − div(𝑧1−2𝑠∇𝑌𝑤 (𝑌 )) = 0 в R𝑛
+ × R+; 𝑤|𝑧=0 = 𝑢; 𝑤|𝑦𝑛=0 = 0.

(5.5)
Также СТ-продолжение можно получить по функции ℎ(𝑦) как решение задачи

ℒ𝑠[𝑤] (𝑌 ) = 0 в R𝑛
+ × R+; C𝑠

𝜕𝑤

𝜕ν𝑠
(𝑦,0) = ℎ(𝑦); 𝑤|𝑦𝑛=0 = 0. (5.6)

Цель текущего параграфа — получить оценки функций Грина задач (5.4)-(5.6).
Для этого выведем их явные формулы, используя функции Грина в R𝑛. Ввиду
условия 𝑤|𝑦𝑛=0 = 0 нечетное продолжение 𝑤𝑜𝑑𝑑 (𝑋) является СТ-продолжением
нечетно отраженной функции 𝑢𝑜𝑑𝑑(𝑥), и выполнено

(−Δ)𝑠𝑢𝑜𝑑𝑑(𝑥) = ℎ𝑜𝑑𝑑(𝑥) в R𝑛.

Применяя равенства (1.24) и (1.25) к нечетным отражениям, получаем:

Лемма 5.1. 1. Решение задачи (5.6) имеет вид (здесь 𝑦𝑛 > 0)

𝑤 (𝑌 ) =

∫︁
R𝑛

+

𝐺𝑠(𝑌, ξ)ℎ(ξ) 𝑑ξ с функцией Грина

𝐺𝑠(𝑌, ξ) :=
̃︀𝐶𝑛,𝑠

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠

2

(︁
1−

[︁
1 +

4𝑦𝑛ξ𝑛
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

]︁ 2𝑠−𝑛
2
)︁
. (5.7)
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2. Решение задачи (5.5) имеет вид (здесь 𝑦𝑛 > 0)

𝑤 (𝑌 ) =

∫︁
R𝑛

+

Γ𝑠(𝑌, ξ)𝑢(ξ) 𝑑ξ с функцией Грина

Γ𝑠(𝑌, ξ) :=
̂︀𝐶𝑛,𝑠𝑧

2𝑠

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛+2𝑠

2

(︁
1−

[︁
1 +

4𝑦𝑛ξ𝑛
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

]︁−𝑛+2𝑠
2
)︁
. (5.8)

3. Решение задачи (5.4) имеет вид (здесь 𝑦𝑛 > 0)

𝑢(𝑦) =

∫︁
R𝑛

+

𝐺𝑠(𝑦, ξ)ℎ(ξ) 𝑑ξ с функцией Грина 𝐺𝑠(𝑦, ξ) := 𝐺𝑠(𝑦, ξ, 0).

Для полученных функций Грина выполнены следующие оценки:

Лемма 5.2. При любом b ∈ [0,1] функции Грина 𝐺𝑠(𝑌, ξ) и Γ𝑠(𝑌, ξ) допускают
оценки

𝐺𝑠(𝑌, ξ) 6
𝐶𝑦b𝑛ξ

b
𝑛

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2b

2

и Γ𝑠(𝑌, ξ) 6
𝐶𝑦b𝑛ξ

b
𝑛𝑧

2𝑠

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛+2𝑠+2b

2

. (5.9)

Градиент ∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ) может быть оценен как

|∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ)| 6
𝐶

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

·min
(︁
1,

𝑦𝑛ξ𝑛
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

+
ξ𝑛√︀

|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

)︁
.

(5.10)

Доказательство. Первая из оценок (5.9) получается интерполяцией двух нера­
венств

𝐺𝑠(𝑌, ξ) 6
𝐶

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠

2

и 𝐺𝑠(𝑌, ξ) 6
𝐶𝑦𝑛ξ𝑛

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

,

первое из которых очевидно, а второе следует из оценки по теореме Лагранжа:

1−
[︁
1 +

4𝑦𝑛ξ𝑛
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

]︁ 2𝑠−𝑛
2

6
𝐶𝑦𝑛ξ𝑛

|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2
. (5.11)

Вторая из оценок (5.9) получается получается аналогичным образом.
Градиент функции Грина ∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ) имеет вид (здесь 𝑖 ∈ [1 : 𝑛− 1])

⎛⎜⎝ 𝜕𝑧𝐺𝑠(𝑌, ξ)

𝜕𝑦𝑖𝐺𝑠(𝑌, ξ)

𝜕𝑦𝑛𝐺𝑠(𝑌, ξ)

⎞⎟⎠ = 𝐶 ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧

(|𝑦−ξ|2+𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

(︁
1−

[︁
1 + 4𝑦𝑛ξ𝑛

|𝑦−ξ|2+𝑧2

]︁ 2𝑠−𝑛−2
2
)︁

𝑦𝑖−ξ𝑖
(|𝑦−ξ|2+𝑧2)

𝑛−2𝑠+2
2

(︁
1−

[︁
1 + 4𝑦𝑛ξ𝑛

|𝑦−ξ|2+𝑧2

]︁ 2𝑠−𝑛−2
2
)︁

𝑦𝑛−ξ𝑛
(|𝑦−ξ|2+𝑧2)

𝑛−2𝑠+2
2

− 𝑦𝑛+ξ𝑛

(|𝑦′−ξ′|2+|𝑦𝑛+ξ𝑛|2+𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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поэтому первая половина оценки (5.10) очевидна. Вторая половина оцен­
ки (5.10) для 𝜕𝑧𝐺𝑠 и 𝜕𝑦𝑖𝐺𝑠 получается аналогом оценки (5.11) для выражения
в больших скобках. Неравнство для 𝜕𝑦𝑛𝐺𝑠 следует из неравенства (напомним,
что ξ𝑛 > 0 и 𝑦𝑛 > 0)

|𝜕𝑦𝑛𝐺𝑠(𝑌, ξ)| 6
|𝑦𝑛 − ξ𝑛|

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

(︁
1−

[︁
1 +

4𝑦𝑛ξ𝑛
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

]︁ 2𝑠−𝑛−2
2
)︁

+
2ξ𝑛

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

и аналога оценки (5.11) для выражения в больших круглых скобках. �

5.4 Достижимость точной константы 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

Теорема 5.2. В R𝑛
+ существует минимайзер функционала (5.2).

Доказательство. Мы модифицируем схему, приведенную в [102, теорема 3.1]
и основанную на принципе Лионса [61; 62]. Пусть 𝑢𝑘(𝑦) — минимизирующая по­
следовательность для функционала (5.2). Как говорилось в §5.2, можно считать
𝑢𝑘(𝑦) > 0 и ‖|𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘‖𝐿2*σ(R

𝑛
+)

= 1. Для функции 𝑢𝑘 рассмотрим СТ-продолже­
ние 𝑤𝑘 (𝑌 ) и определим функцию 𝑈𝑘(𝑦) :

𝑈𝑘(𝑦) :=

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝑤𝑘(𝑌 )|2𝑑𝑧. (5.12)

Последовательность {𝑢𝑘} ограничена в пространстве ̃︀𝒟𝑠(R𝑛
+), поэтому функции

𝑤𝑘 ограничены в пространстве W𝐷
𝑠,𝑆𝑝 (R𝑛

+ × R+) с нормой (1.27), а функции 𝑈𝑘

и ||𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘|2
*
σ ограничены в 𝐿1(R𝑛

+). Не умаляя общности можно считать, что:
– 𝑢𝑘 ⇁ 𝑢 в ̃︀𝒟𝑠(R𝑛

+)

– ∇𝑌𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑌𝑤 в 𝐿2(R𝑛
+ × R+, 𝑧

1−2𝑠), и 𝑤 — допустимое продолжение
функции 𝑢

– ||𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘|2
*
σ слабо сходятся к мере µ на R𝑛

+

– 𝑈𝑘 слабо сходятся к мере ℳ на R𝑛
+

(здесь R𝑛
+ — это одноточечная компактификация R𝑛

+).
Поскольку 2*σ < 2*𝑠, вложение ̃︀𝒟𝑠

𝑙𝑜𝑐(R𝑛
+) →˓ 𝐿2*σ,𝑙𝑜𝑐(R

𝑛
+∖{0𝑛}) компактно, и

имеет место сходимость 𝑢𝑘 → 𝑢 в 𝐿2*σ,𝑙𝑜𝑐(R
𝑛
+∖{0𝑛}). Отсюда |𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘 → |𝑦|σ−𝑠𝑢,
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и для меры µ справедливо представление

||𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘|2
*
σ ⇁ µ = ||𝑦|σ−𝑠𝑢|2*σ + α0δ0(𝑦) + α∞δ∞(𝑦), α0,α∞ > 0,

где δ0(𝑦) и δ∞(𝑦) – дельта–функции в нуле и бесконечности. Покажем, что для
меры ℳ выполнено неравенство

ℳ > 𝑈 + 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
α
2/2*σ
0 δ0(𝑦) + 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
α2/2*σ
∞ δ∞(𝑦), (5.13)

где функция 𝑈 определяется формулой (5.12) с функцией 𝑤 в правой части
(вместо 𝑤𝑘). Поскольку правая часть неравенства (5.13) состоит из абсолют­
но непрерывной части и двух точечных мер, достаточно показать, что ℳ не
меньше каждого из слагаемых.

Для любой η ∈ 𝒞∞
0 (R𝑛

+) имеет место слабая сходимость ∇𝑌𝑤𝑘η ⇁ ∇𝑌𝑤η

в пространстве 𝐿2

(︀
R𝑛

+ × R+, 𝑧
1−2𝑠

)︀
. Получаем цепочку∫︁

R𝑛
+

η2(𝑦)𝑑ℳ ≡ lim
𝑘→∞

∫︁
R𝑛

+

η2(𝑦)𝑈𝑘(𝑦)𝑑𝑦 = lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝑤𝑘(𝑌 ) · η(𝑦)|2𝑑𝑌

*
>

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝑤(𝑌 ) · η(𝑦)|2𝑑𝑌 =

∫︁
R𝑛

+

η2(𝑦)𝑈(𝑦)𝑑𝑦 (5.14)

(неравенство (*) следует из слабой полунепрерывности нормы снизу), и ℳ > 𝑈.

Остается получить оценки в нуле и бесконечности. В качестве пробной
функции в нуле подставим ηε(𝑦) := ϕ2ε(𝑦) (она определена в (1.1); для оценки
в бесконечности ηε(𝑦) := 1−ϕ2/ε(𝑦)):∫︁
R𝑛

+

η2ε(𝑦) 𝑑ℳ ≡ lim
𝑘→∞

∫︁
R𝑛

+

𝑈𝑘η
2
ε(𝑦) 𝑑𝑦

= lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠|∇𝑌 [𝑤𝑘(𝑌 )ηε(𝑦)]− 𝑤𝑘(𝑌 )∇𝑦ηε(𝑦)|2𝑑𝑌

= lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

[︁
𝑧1−2𝑠|∇𝑌 [𝑤𝑘(𝑌 )ηε(𝑦)] |2 − 2𝑧1−2𝑠∇𝑦𝑤𝑘(𝑌 )∇𝑦ηε(𝑦)𝑤𝑘(𝑌 )ηε(𝑦)

+ 𝑧1−2𝑠|𝑤𝑘(𝑌 )∇𝑦ηε(𝑦)|2
]︁
𝑑𝑌 =: 𝐷1 −𝐷2 +𝐷3. (5.15)

Ввиду неравенства Харди—Соболева (5.1) первый член 𝐷1 дает оценку:

𝐷1 > 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
· lim
𝑘→∞

‖|𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘ϕ2ε‖2𝐿2*σ(R
𝑛
+)
> 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
α
2/2*σ
0 ,



82

(аналогичное неравенство выполнено и в бесконечности). Покажем, что в тре­
тьем слагаемом в (5.15) можно перейти к пределу по 𝑘 под знаком интеграла:

Лемма 5.3. Выполнено равенство

𝐷3 =

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠𝑤2(𝑌 )|∇𝑦ηε(𝑦)|2 𝑑𝑌. (5.16)

Доказательство. Докажем утверждение для пробной функции в окрестности
нуля: утверждение в бесконечности получается практически дословно. Разо­
бьем интеграл по 𝑧 на три части (здесь δ ∈ (0,1))

𝑎𝑘 + 𝑏𝑘 + 𝑐𝑘 :=
(︁ δ∫︁

0

+

1/δ∫︁
δ

+

∞∫︁
1/δ

)︁∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠𝑤2
𝑘(𝑌 )|∇𝑦ηε(𝑦)|2 𝑑𝑌.

При фиксированном δ перейдем к пределу в слагаемом 𝑏𝑘 : функции 𝑤𝑘(𝑌 )

ограничены в 𝑊 1
2

(︀
K+
ε,ε × [δ, 1/δ]

)︀
, поэтому можно считать, что 𝑤𝑘 → 𝑤 сильно

в 𝐿2

(︀
K+
ε,ε × [δ, 1/δ]

)︀
.

Остается показать, что при фиксированном ε за счет выбора δ сумму
𝑎𝑘 + 𝑐𝑘 можно сделать сколь угодно малой. Покажем, что справедлива оценка

𝑎𝑘 + 𝑐𝑘 < 𝐶(ε) · δ1−𝑠 (5.17)

с константой 𝐶(ε), не зависящей от 𝑘. Воспользуемся формулой (5.8)

𝑤𝑘 (𝑌 ) =
(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|>1

+

∫︁
|𝑦−ξ|61

)︁
𝑢𝑘(ξ)Γ𝑠(𝑌, ξ) 𝑑ξ =: 𝑤1𝑘 (𝑌 ) + 𝑤2𝑘 (𝑌 )

для оценки 𝑎𝑘 :

𝑎𝑘 6 2

δ∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠
[︀
𝑤2

1𝑘(𝑌 ) + 𝑤2
2𝑘(𝑌 )

]︀
· |∇𝑦ηε(𝑦)|2 𝑑𝑌 =: 𝑎1𝑘 + 𝑎2𝑘.
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Из оценки (5.9) с b = 0, неравенства Коши–Буняковского–Шварца и неравен­
ства |∇𝑦ϕ2ε| 6 𝑐

ε
получаем:

𝑎1𝑘 6
𝐶

ε2

δ∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
|𝑦|<2ε

(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|>1

𝑢𝑘(ξ)𝑧
2𝑠

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛+2𝑠

2

𝑑ξ
)︁2

𝑑𝑌

6 𝐶
δ2+2𝑠

ε2

∫︁
|𝑦|<2ε

(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|>1

𝑢𝑘(ξ)|ξ|−𝑠|ξ|𝑠

|𝑦 − ξ|𝑛+2𝑠
𝑑ξ
)︁2

𝑑𝑦

6 𝐶(ε)δ2+2𝑠‖|𝑦|−𝑠𝑢𝑘‖2𝐿2(R𝑛
+)

∞∫︁
1

𝑟−𝑛−2𝑠−1 𝑑𝑟.

Аналогично получаем оценку

𝑎2𝑘 6
𝐶

ε2

δ∫︁
0

𝑧−𝑠

∫︁
|𝑦|<2ε

(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|61

𝑢𝑘(ξ)𝑧
2𝑠+ 1−𝑠

2 𝑑ξ

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛+2𝑠

2

)︁2
𝑑𝑌 6

6 𝐶
δ1−𝑠

ε2

∫︁
|𝑦|<2ε

(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|61

𝑢𝑘(ξ)𝑑ξ

|𝑦 − ξ|𝑛− 1−𝑠
2

)︁2
𝑑𝑦.

Оценим подынтегральное выражение в правой части следующим образом:(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|61

𝑢𝑘(ξ)

|𝑦 − ξ|𝑛− 1−𝑠
2

𝑑ξ
)︁2
6 𝐶

(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|61

𝑢𝑘(ξ)− 𝑢𝑘(𝑦)

|𝑦 − ξ|𝑛− 1−𝑠
2

𝑑ξ+ 𝑢𝑘(𝑦)
)︁2
6 𝐶𝑢2𝑘(𝑦)

+𝐶
(︁ ∫︁
|𝑦−ξ|61

𝑢𝑘(ξ)− 𝑢𝑘(𝑦)

|𝑦 − ξ|𝑛− 1−𝑠
2

𝑑ξ
)︁2
6 𝐶𝑢2𝑘(𝑦)+𝐶

∫︁
|𝑦−ξ|61

|𝑢𝑘(ξ)− 𝑢𝑘(𝑦)|2

|𝑦 − ξ|𝑛+2𝑠
𝑑ξ·

1∫︁
0

𝑟𝑠 𝑑𝑟.

Отсюда, используя предложение 1.3, получаем

𝑎2𝑘 6 𝐶(ε)δ1−𝑠
(︁
⟨(−Δ𝐷

R𝑛
+
)𝑠𝑆𝑝𝑢𝑘,𝑢𝑘⟩ ·

1∫︁
0

𝑟𝑠 𝑑𝑟 + ‖|𝑦|−𝑠𝑢𝑘‖2𝐿2(R𝑛
+)

)︁
.
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Для 𝑐𝑘 выполнено неравенство (здесь использована оценка (5.9) с b = 1)

𝑐𝑘 6
𝐶

ε2

∞∫︁
1/δ

𝑧1−2𝑠

∫︁
|𝑦|<2ε

(︁ ∫︁
R𝑛

+

𝑢𝑘(ξ)𝑧
2𝑠|𝑦𝑛|ξ𝑛

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛+2𝑠+2

2

𝑑ξ
)︁2

𝑑𝑌

6 𝐶(ε)‖|𝑦|−𝑠𝑢𝑘‖2𝐿2(R𝑛
+)

∞∫︁
1/δ

𝑧1+2𝑠
(︁ ∞∫︁

0

𝑟𝑛+1+2𝑠

(𝑟2 + 𝑧2)𝑛+2𝑠+2
𝑑𝑟
)︁
𝑑𝑧

6 𝐶(ε)‖|𝑦|−𝑠𝑢𝑘‖2𝐿2(R𝑛
+)

∞∫︁
1/δ

𝑧−1−𝑛 𝑑𝑧 = 𝐶(ε)δ𝑛‖|𝑦|−𝑠𝑢𝑘‖2𝐿2(R𝑛
+)
.

Таким образом, оценка (5.17) доказана, а с ней и формула (5.16). �

Продолжим доказательство теоремы. Выведем из леммы 5.3 оценку в ну­
ле. Имеем неравенство

𝐷3 6
𝐶

ε2

∞∫︁
0

∫︁
|𝑦|<2ε

𝑧1−2𝑠|𝑤(𝑌 )|2 𝑑𝑌. (5.18)

При 𝑦𝑛 6 2ε выполнено неравенство

|𝑤(𝑌 )|2 =
(︁ 𝑦𝑛∫︁

0

𝜕𝑤(𝑦′, 𝑡, 𝑧)

𝜕𝑦𝑛
𝑑𝑡
)︁2
6 2ε

2ε∫︁
0

(︁ 𝜕𝑤
𝜕𝑦𝑛

)︁2
𝑑𝑡,

откуда

𝐷3 6

∞∫︁
0

∫︁
|𝑦|<2

√
2ε

𝑧1−2𝑠
(︁ 𝜕𝑤
𝜕𝑦𝑛

)︁2
𝑑𝑌 = 𝑜ε(1) · ℰ𝑠,R𝑛

+
[𝑤].

При помощи неравенства Коши–Буняковского–Шварца получается оценка

|𝐷2| 6 𝐶
√︀
𝐷1 ·𝐷3 = 𝑜ε(1). (5.19)

Таким образом, оценка (5.15) переписывается в виде∫︁
R𝑛

+

ϕ2
2ε 𝑑ℳ ≡ lim

𝑘→∞

∫︁
R𝑛

+

𝑈𝑘ϕ
2
2ε 𝑑𝑦 = 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
α
2/2*σ
0 + 𝑜ε(1),

то есть ℳ > 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
α
2/2*σ
0 δ0(𝑦).
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Выведем из леммы 5.3 оценку в бесконечности. Имеем неравенство

𝐷3 6 ε
2

∞∫︁
0

∫︁
K𝑛

1/ε,1/ε

𝑧1−2𝑠|𝑤(𝑌 )|2 𝑑𝑌.

В сферических координатах (𝑟, θ1, . . . ,θ𝑛−1) при θ𝑛−1 = 0 выполнено 𝑤 = 0,

поэтому

|𝑤(𝑌 )|2 = |𝑤(𝑟, θ1, . . . ,θ𝑛−1)|2 =
(︁ θ𝑛−1∫︁

0

𝜕𝑤(𝑦′, 𝑡, 𝑧)

𝜕θ𝑛−1
𝑑𝑡
)︁2
6 π

π∫︁
0

(︁ 𝜕𝑤

𝜕θ𝑛−1

)︁2
𝑑𝑡,

откуда

𝐷3 6 π
2ε2

∞∫︁
0

∫︁
K𝑛

1/ε,1/ε

𝑧1−2𝑠
(︁ 𝜕𝑤

𝜕θ𝑛−1

)︁2
𝑑𝑌 6

4π2ε2

ε2

∞∫︁
0

∫︁
K𝑛

1/ε,1/ε

𝑧1−2𝑠|∇𝑦𝑤|2𝑑𝑌

= 𝑜ε(1) · ℰ𝑠,R𝑛
+
[𝑤].

Дальнейшие рассуждения аналогичны оценке в нуле. Неравенство (5.13) дока­
зано.

Окончание доказательства стандартно. Растяжением по 𝑦 и домноже­
нием на константу можно добиться выполнения соотношения (с условием
‖|𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘‖𝐿2*σ(Ω)

= 1):

‖|𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘‖2
*
σ

𝐿2*σ(B
+
1 )

= ‖|𝑦|σ−𝑠𝑢𝑘‖2
*
σ

𝐿2*σ(R
𝑛
+∖B+

1 )
= 1/2. (5.20)

Из неравенства (5.13) и того, что 𝑤 — допустимое продолжение 𝑢, получаем:

𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

(︁
‖|𝑦|σ−𝑠𝑢‖2𝐿2*σ(R

𝑛
+)
+ α

2/2*σ
0 + α2/2*σ

∞

)︁
6 ⟨(−Δ𝐷

R𝑛
+
)𝑠𝑆𝑝𝑢,𝑢⟩+ 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
α
2/2*σ
0 + 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
α2/2*σ
∞ 6

∫︁
R𝑛

+

1𝑑ℳ

= 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

(︁ ∫︁
R𝑛

+

1 𝑑µ
)︁2/2*σ

= 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

(︁
‖|𝑦|σ−𝑠𝑢‖2

*
σ

𝐿2*σ(R
𝑛
+)
+ α0 + α∞

)︁2/2*σ
. (5.21)

Очевидно, что эта оценка может быть выполнена только в том случае, когда в
ее правой части есть ровно одно ненулевое слагаемое. Соотношение (5.20) остав­
ляет лишь возможность α0 = α∞ = 0, откуда получается, что 𝑢 — минимайзер
функционала (5.2). �
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Замечание 5.3. Аналогичным рассуждением можно получить существова­
ние минимайзера функционала (5.2) для любого конуса в R𝑛.

Обозначим полученный минимайзер через Φ(𝑦), а его СТ-продолжение
через 𝒲(𝑌 ). Мы считаем Φ(𝑦) нормированным по знаменателю функциона­
ла (5.2), поэтому выполнено равенство ℰ𝑠,R𝑛

+
[𝒲 ] = 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
.

Замечание 5.4. Минимайзер функционала (5.2) с условием нормировки
‖|𝑦|σ−𝑠Φ‖𝐿2*σ(R

𝑛
+)

= 1 не является единственным.

Действительно, функционал (5.2) инвариантен относительно гомотетий и до­
множения на константу. Композицией этих преобразований можно получить
сколько угодно минимайзеров даже при условии единичного знаменателя.

Свойства минимайзера и его продолжения обсуждаются в §5.5.

5.5 Свойства минимайзеров Φ(𝑦) и 𝒲(𝑌 )

Лемма 5.4. Минимайзеры Φ(𝑦) и 𝒲(𝑌 ) радиальны по 𝑦′ и положительны
при 𝑦𝑛 > 0.

Доказательство. Утверждение следует из того факта, что нетривиальная
частичная симметризация Шварца по переменным 𝑦′ уменьшает значение
функционала (5.2). Действительно, воспользуемся равенством (1.29): его пра­
вая часть не увеличивается при симметризации (см. [53, теорема 2.31, c. 83]
для симметризации Штейнера; частичная симметризация Шварца может быть
получена как предел симметризаций Штейнера). Симметризация СТ-продол­
жения 𝑤𝐷

𝑆𝑝 является допустимым продолжением симметризованной функции 𝑢,
поэтому числитель функционала (1.27) при симметризации не увеличивается.
Значение функционала в целом уменьшается, поскольку увеличивается знаме­
натель (см. [100, теорема 3.4]). �

Для дальнейших рассуждений зафиксируем конкретный минимайзер и
получим оценки его поведения (и поведения СТ-продолжения) в нуле и беско­
нечности. В качестве первого шага получим “грубую” оценку Φ(𝑦) на основе
метода из [112, лемма 3.5] (см. также [98, гл. II, §5]): это оценка supΦ через
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модуль интегральной непрерывности в пространстве Лебега с предельным по­
казателем вложения Соболева.

Пусть 0 < τ < ‖Φ‖𝐿2*𝑠(R
𝑛
+)
, тогда из абсолютной непрерывности интеграла

Лебега существует число λ := λ (Φ, τ) (называемое уровнем), такое что

‖Φ− λ‖𝐿2*𝑠 (𝒬λ) = τ, где 𝒬λ := {𝑦 ∈ R𝑛
+ : Φ(𝑦) > λ}.

Лемма 5.5. Для любого решения Φ(𝑦) уравнения (5.3) в R𝑛
+ существует

τ* (𝑛, 𝑠,σ) , при котором выполнено неравенство

supΦ 6 𝐶 · λ(Φ, τ*). (5.22)

Доказательство. Для любой функции η(𝑌 ) ∈ 𝑊 1
2 (R𝑛

+ × R+, 𝑧
1−2𝑠), η|𝑦𝑛=0 = 0

имеем

C𝑠 ·
∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠∇𝑌𝒲(𝑌 ) · ∇𝑌 η(𝑌 ) 𝑑𝑌 =

∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ−1

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ
η(𝑦, 0) 𝑑𝑦.

Подставим в качестве пробной функции η(𝑌 ) := [𝒲(𝑌 )− λ]+:

ℰ𝑠,R𝑛
+,λ [𝒲 ] := C𝑠 ·

∫︁
{𝒲>λ}

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝒲(𝑌 )|2 𝑑𝑌

=

∫︁
𝒬λ

|Φ(𝑦)|2*σ−1

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ
[Φ(𝑦)− λ] 𝑑𝑦 6

∫︁
𝒬λ

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

𝑑𝑦.

Оценим интеграл из правой части:

‖Φ‖2
*
σ

𝐿2*σ(𝒬λ,|𝑦|
(σ−𝑠)2*σ)

6
(︁
‖Φ− λ‖𝐿2*σ(𝒬λ,|𝑦|

(σ−𝑠)2*σ) + λ‖1‖𝐿2*σ(𝒬λ,|𝑦|
(σ−𝑠)2*σ)

)︁2*σ
6 22

*
σ

(︁
‖Φ− λ‖2

*
σ

𝐿2*σ
+ λ2

*
σ

∫︁
𝒬λ

1

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑦
)︁

*
6 22

*
σ‖Φ− λ‖2

*
σ

𝐿2*σ(𝒬λ,|𝑦|
(σ−𝑠)2*σ)

+ 𝐶1λ
2*σ|𝒬λ|

𝑛−2𝑠
𝑛−2σ ,

неравенство (*) получается симметризацией Шварца. Оценим первое слагаемое
по неравенству Гельдера (напомним, что τ ≡ ‖Φ− λ‖𝐿2*𝑠 (𝒬λ))

‖Φ− λ‖2
*
σ

𝐿2*σ(𝒬λ,|𝑦|
(σ−𝑠)2*σ)

6 ‖Φ− λ‖
2𝑛(𝑠−σ)
(𝑛−2σ)𝑠

𝐿2(𝒬λ,|𝑦|−2𝑠) · ‖Φ− λ‖
2− 2𝑛(𝑠−σ)

(𝑛−2σ)𝑠+2*σ−2

𝐿2*𝑠 (𝒬λ)

= ‖Φ− λ‖
2𝑛(𝑠−σ)
(𝑛−2σ)𝑠

𝐿2(𝒬λ,|𝑦|−2𝑠) · ‖Φ− λ‖
2− 2𝑛(𝑠−σ)

(𝑛−2σ)𝑠

𝐿2*𝑠 (𝒬λ)
· τ2*σ−2.
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В силу дробных неравенств Харди (1.11) и Соболева (1.12) имеем

‖Φ− λ‖
2𝑛(𝑠−σ)
(𝑛−2σ)𝑠

𝐿2(𝒬λ,|𝑦|−2𝑠) · ‖Φ− λ‖
2− 2𝑛(𝑠−σ)

(𝑛−2σ)𝑠

𝐿2*𝑠 (𝒬λ)

6 𝐶2⟨(−Δ𝐷
𝒬λ)

𝑠
𝑆𝑝[Φ− λ]+, [Φ− λ]+⟩

**
6 𝐶2ℰ𝑠,R𝑛

+,λ [𝒲 ] ,

неравенство (**) следует из того факта, что η(𝑌 ) ≡ [𝒲(𝑌 )− λ]+ — допустимое
продолжение функции [Φ−λ]+. Собирая оценки воедино, получаем неравенство

ℰ𝑠,R𝑛
+,λ [𝒲 ] 6 22

*
σ𝐶2ℰ𝑠,R𝑛

+,λ [𝒲 ] τ2
*
σ−2 + 𝐶1λ

2*σ|𝒬λ|
𝑛−2𝑠
𝑛−2σ .

Пусть для τ* выполнено неравенство 22
*
σ𝐶2τ

2*σ−2
* 6 1

2 . При всех λ > λ(Φ, τ*)

имеем
𝐶3‖Φ− λ‖2𝐿2*𝑠 (𝒬λ)

6 ℰ𝑠,R𝑛
+,λ [𝒲 ] 6 2𝐶1λ

2*σ|𝒬λ|
𝑛−2𝑠
𝑛−2σ . (5.23)

Из неравенства Гельдера и неравенства (5.23) получаем

g(λ) :=

∫︁
𝒬λ

[Φ(𝑦)− λ] 𝑑𝑦 6 ‖Φ−λ‖𝐿2*𝑠 (𝒬λ) · |𝒬λ|
𝑛+2𝑠
2𝑛 6 𝐶4λ

𝑛
𝑛−2σ |𝒬λ|1+

σ(𝑛−2𝑠)
𝑛(𝑛−2σ) . (5.24)

Ввиду формулы для послойного представления интеграла Лебега

g(λ) =

∫︁
𝒬λ

∞∫︁
λ

χ{θ<Φ(𝑦)} 𝑑θ 𝑑𝑦 =

∞∫︁
λ

|𝒬θ| 𝑑θ

для почти всех λ выполнено равенство g′(λ) = −|𝒬λ|. Неравенство (5.24) при­
нимает вид:

−g′(λ) [g(λ)]
−𝑛(𝑛−2σ)

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 > 𝐶5λ
−𝑛2

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 .

Интегрированием по отрезку [λ, supΦ] получаем

−g(λ)
𝑛σ−2σ𝑠

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 6 𝐶6

[︁
(supΦ)

−𝑛σ−2σ𝑠
𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 − λ

−𝑛σ−2σ𝑠
𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠

]︁
;

(supΦ)
−𝑛σ−2σ𝑠

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 > λ
−𝑛σ−2σ𝑠

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 − 𝐶−1
6 g(λ)

𝑛σ−2σ𝑠
𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 . (5.25)

Оценим последний член из (5.24) при τ* 6
(︀
𝐶6

2

)︀𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠
𝑛σ−2σ𝑠 ·

[︁
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
/𝒮𝑠,𝑠,R𝑛

]︁− 𝑛+2𝑠
2(𝑛−2𝑠)

:

g(λ)λ
𝑛+2𝑠
𝑛−2𝑠 6 ‖Φ− λ‖𝐿2*𝑠 (𝒬λ)

(︀
|𝒬λ|λ2

*
𝑠
)︀𝑛+2𝑠

2𝑛 6 τ*‖Φ‖2
*
𝑠−1
𝐿2*𝑠

6 τ*
[︀
ℰ𝑠,R𝑛

+
[𝒲 ] /𝒮𝑠,𝑠,R𝑛

]︀ 𝑛+2𝑠
2(𝑛−2𝑠) = τ*

[︁
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
/𝒮𝑠,𝑠,R𝑛

]︁ 𝑛+2𝑠
2(𝑛−2𝑠)

6 (𝐶6/2)
𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠

𝑛σ−2σ𝑠 .

(5.26)
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Из неравенств (5.25) и (5.26) следует неравенство

(supΦ)
−𝑛σ−2σ𝑠

𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 >
1

2
λ

−𝑛σ−2σ𝑠
𝑛2−𝑛σ−2σ𝑠 ,

которое и дает оценку (5.22). �

Замечание 5.5. Задача (5.3) инвариантна при 𝑠-преобразовании Кельвина.
Действительно, помимо формул (1.32), также выполнено равенство

𝜕𝑤*

𝜕ν𝑠
(𝑥,0) ≡ |𝑥|−𝑛−2𝑠 𝜕𝑤

𝜕ν𝑠

(︁ 𝑥

|𝑥|2
,0
)︁
=

𝑤2*σ−1
(︀

𝑥
|𝑥|2 ,0

)︀
|𝑥|−𝑛−2𝑠⃒⃒⃒

𝑥
|𝑥|2

⃒⃒⃒(𝑠−σ)2*σ =
[𝑤*]2

*
σ−1 (𝑥,0)

|𝑥|2*σ(𝑠−σ)
.

Этот факт в дальнейшем поможет нам получать оценки на решение 𝑤 в
бесконечности из оценок в нуле.

Следствие 5.1. Для минимайзера Φ(𝑦) выполнена оценка

Φ(𝑦) 6
𝐶(𝑛,𝑠,σ, λ (Φ, τ*) , λ (Φ

*, τ*))

(1 + |𝑦|)𝑛−2𝑠
, (5.27)

где τ* определено в лемме 5.5.

Доказательство. Оценка при |𝑦| 6 1 совпадает с оценкой (5.22). Оценка при
|𝑦| > 1 получается 𝑠-преобразованием Кельвина:

Φ(𝑦) 6
1

|𝑦|𝑛−2𝑠
· supΦ*

(︁ 𝑦

|𝑦|2
)︁
6

𝐶(𝑛,𝑠,σ, λ (Φ*, τ*))

|𝑦|𝑛−2𝑠
. �

Лемма 5.6. Выполнены следующие оценки:

Φ(𝑦) 6
𝐶𝑦𝑛

1 + |𝑦|𝑛−2𝑠+2
, 𝑦 ∈ R𝑛

+; 𝒲(𝑌 ) 6
𝐶𝑦𝑛

1 + |𝑌 |𝑛−2𝑠+2
, 𝑌 ∈ R𝑛

+ × R+; (5.28)

𝒱(𝑦) := C𝑠 ·
∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇𝑌𝒲(𝑌 )|2𝑑𝑧 6 𝐶

1 + |𝑦|2𝑛−2𝑠+2
, 𝑦 ∈ R𝑛

+, (5.29)

где константы 𝐶 зависят от 𝑛, 𝑠,σ и выбора минимайзера Φ.

Доказательство. Оценка (5.28) для функции Φ(𝑦) следует из оценки для про­
дожения 𝒲(𝑌 ), поскольку Φ(𝑦) является следом 𝒲(𝑌 ). Докажем оценку на
𝒲(𝑌 ) : достаточно получить ее при |𝑌 | 6 1, поскольку оценка в бесконечности
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получается из оценки в нуле 𝑠-преобразованием Кельвина. Представление для
𝒲(𝑌 ) с функцией Грина (5.7) имеет вид

𝒲(𝑌 ) =

∫︁
R𝑛

+

𝐺𝑠(𝑌, ξ)
Φ2*σ−1(ξ)

|ξ|(𝑠−σ)2*σ
𝑑ξ, 𝑦𝑛 > 0.

Разобьем множество интегрирования на 3 части:

𝒲(𝑌 ) ≡ 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 :=

(︃ ∫︁
|ξ|>2

+

∫︁
|ξ|62

2|𝑦−ξ|>𝑦𝑛

+

∫︁
|ξ|62

2|𝑦−ξ|6𝑦𝑛

)︃
𝐺𝑠(𝑌, ξ)

Φ2*σ−1(ξ)

|ξ|(𝑠−σ)2*σ
𝑑ξ.

Оценим интеграл 𝐴1, используя оценку (5.27) и оценку (5.9) с b = 1 :

𝐴1 6 𝐶𝑦𝑛

∫︁
|ξ|>2

|ξ|(2*σ−1)(2𝑠−𝑛)|ξ|(σ−𝑠)2*σ
ξ𝑛

|ξ|𝑛−2𝑠+2
𝑑ξ

6 𝐶𝑦𝑛

∫︁
|ξ|>2

|ξ|−
(︁

𝑛2−2𝑛𝑠
𝑛−2σ +𝑛+1

)︁
𝑑ξ 6 𝐶𝑦𝑛.

Оценка интегралов 𝐴2 и 𝐴3 получается итерационно. Напомним, что мини­
майзер Φ(𝑦) зафиксирован; пусть для него выполнена априорная оценка с
показателем p ∈ [0, 1) (оценка с p = 0 доказана в лемме 5.5):

Φ(𝑦) 6 𝐶𝑦p𝑛. (5.30)

Пусть p* := min(q+ p, 1), где

q :=
σ(𝑛− 2𝑠)

𝑛− 2σ
= 𝑠− (𝑠− σ)2*σ

2
∈ (0, 𝑠).

Оценим 𝐴2. На множестве интегрирования выполнено неравенство

ξ𝑛 6 |ξ− 𝑦|+ 𝑦𝑛 6 3|ξ− 𝑦|,

поэтому из неравенства ξ𝑛 < |ξ|, оценки (5.27) и оценки (5.9) с b = 1 имеем

𝐴2 6
∫︁

|ξ|62
2|𝑦−ξ|>𝑦𝑛

|ξ|(σ−𝑠)2*σ
𝐶𝑦𝑛ξ

1+(2*σ−1)p
𝑛

|𝑦 − ξ|𝑛−2𝑠+2
𝑑ξ

6 𝐶𝑦p*𝑛

∫︁
|ξ|62

|ξ|2(q−𝑠)|𝑦 − ξ|−𝑛+2𝑠+(2*σ−1)p−p* 𝑑ξ (5.31)
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(обе степени отрицательны, их сумма больше −𝑛, и интеграл сходится).
Оценим 𝐴3. На множестве интегрирования выполнены неравенства

|ξ| > |𝑦| − |𝑦 − ξ| > |𝑦| − 𝑦𝑛
2
>

𝑦𝑛
2
; ξ𝑛 6 |𝑦𝑛 − ξ𝑛|+ 𝑦𝑛 6

3𝑦𝑛
2

,

поэтому из оценки (5.9) с b = 0 получается оценка

𝐴3 6
∫︁

2|𝑦−ξ|6𝑦𝑛

𝐶ξ
(2*σ−1)p
𝑛 𝑑ξ

|ξ|2𝑠−2q|𝑦 − ξ|𝑛−2𝑠
6 𝐶𝑦(2

*
σ−1)p−2𝑠+2q

𝑛

∫︁
2|𝑦−ξ|6𝑦𝑛

|𝑦 − ξ|2𝑠−𝑛 𝑑ξ 6 𝐶𝑦p*𝑛 .

(5.32)
Оценки (5.31) и (5.32) дают оценки

𝒲(𝑌 ) 6 𝐶𝑦p*𝑛 и Φ(𝑦) 6 𝐶𝑦p*𝑛 , (5.33)

что позволяет увеличить показатель в правой части оценки (5.30) хотя бы на
min(q, 1 − p). Повторяя этот процесс, за конечное число шагов получаем оцен­
ки (5.33) c p* = 1. Оценка (5.28) доказана полностью.

Перейдем к доказательству оценки (5.29). Поскольку функция 𝒱(𝑦) не
инвариантна под действием 𝑠-преобразования Кельвина, оценки в нуле и в
бесконечности не получаются друг из друга, и их нужно доказывать по отдель­
ности. Градиент минимайзера получается дифференцированием под знаком
интеграла:

∇𝑌𝒲(𝑌 ) ≡
∫︁

Φ2*σ−1(ξ)

|ξ|(𝑠−σ)2*σ
∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ) 𝑑ξ, 𝑦𝑛 > 0.

Получим оценку (5.29) при |𝑦| 6 1. Определим 𝐴4 и 𝐴5 равенством

∇𝑌𝒲(𝑌 ) ≡
(︁ ∫︁
|ξ|>2

+

∫︁
|ξ|<2

)︁Φ2*σ−1(ξ)

|ξ|(𝑠−σ)2*σ
∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ) 𝑑ξ =: 𝐴4(𝑌 ) + 𝐴5(𝑌 ), 𝑦𝑛 > 0.

Выполнено очевидное неравенство

C−1
𝑠 ·𝒱(𝑦) 6 2

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
4(𝑌 ) 𝑑𝑧+2

2∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
5(𝑌 ) 𝑑𝑧+2

∞∫︁
2

𝑧1−2𝑠𝐴2
5(𝑌 ) 𝑑𝑧. (5.34)

Для оценки первого слагаемого в (5.34) оценим 𝐴4, используя (5.10) и (5.28):

𝐴4 6
∫︁

|ξ|>2

ξ
2*σ−1
𝑛

|ξ|(𝑠−σ)2*σ+(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+2) (|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑ξ,
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и поэтому (здесь использовано неравенство |𝑦 − ξ| > |ξ| − |𝑦| > 1)
∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
4(𝑌 ) 𝑑𝑧 6 𝐶

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

(1 + 𝑧2)𝑛−2𝑠+1
𝑑𝑧 ·

(︁ ∞∫︁
2

𝑟2
*
σ−1𝑟𝑛−1

𝑟(𝑠−σ)2*σ+(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+2)
𝑑𝑟
)︁2
6 𝐶,

сходимость интеграла по 𝑟 следует из равенства

2*σ − 1 + 𝑛− 1− (𝑠− σ)2*σ − (2*σ − 1)(𝑛− 2𝑠+ 2) = −2σ(𝑛− 2𝑠+ 2)

𝑛− 2σ
− 2.

Для оценки оставшихся слагаемых в (5.34) оценим 𝐴5, используя (5.10) и (5.28):

𝐴5 6
∫︁

|ξ|<2

ξ
2*σ−1
𝑛

|ξ|(𝑠−σ)2*σ (|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑ξ.

Второе слагаемое оценивается следующим образом:

2∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
5(𝑌 ) 𝑑𝑧

6 𝐶

2∫︁
0

𝑧−1+min(𝑠,1−𝑠) 𝑑𝑧 ·
(︁ ∫︁
|ξ|<2

ξ
2*σ−1
𝑛

|ξ|(𝑠−σ)2*σ|𝑦 − ξ|𝑛−𝑠+min(𝑠,1−𝑠)
2

𝑑ξ
)︁2
6 𝐶,

сходимость интеграла по ξ обеспечивается неравенством

2*σ− 2− (𝑠−σ)2*σ+ 𝑠−min(𝑠, 1− 𝑠)

2
=

2σ(𝑛− 2𝑠+ 2)

𝑛− 2σ
− 𝑠−min(𝑠, 1− 𝑠)

2
> −1.

Наконец, третье слагаемое оценивается как
∞∫︁
2

𝑧1−2𝑠𝐴2
5(𝑌 ) 𝑑𝑧 6 𝐶

∞∫︁
2

𝑧1−2𝑠

𝑧2𝑛−4𝑠+2
𝑑𝑧 ·

(︁ 2∫︁
0

𝑟2
*
σ−1𝑟𝑛−1

𝑟(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑟
)︁2
6 𝐶,

и оценка (5.29) при |𝑦| 6 1 доказана.
Осталось получить оценку (5.29) при |𝑦| > 1. При 𝑦𝑛 > 0 определим 𝐴6 и

𝐴7 равенством

∇𝑌𝒲(𝑌 ) ≡
(︁ ∫︁
10|𝑦−ξ|<|𝑦|

+

∫︁
10|𝑦−ξ|>|𝑦|

)︁Φ2*σ−1(ξ)

|ξ|(𝑠−σ)2*σ
∇𝑌𝐺𝑠(𝑌, ξ) 𝑑ξ =: 𝐴6(𝑌 ) + 𝐴7(𝑌 ).

Неравенство на 𝒱(𝑦) выглядит следующим образом:

C−1
𝑠 · 𝒱(𝑦) 6 2

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
6(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 + 2

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
7(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧. (5.35)
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Оценим 𝐴6 из неравенств (5.10) и (5.28), а также неравенства |ξ| > 9|𝑦|
10 >

9
10 :

𝐴6 6 𝐶

∫︁
10|𝑦−ξ|<|𝑦|

|ξ|(σ−𝑠)2*σ−(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+1)

(|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑ξ

6
𝐶

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ+(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+1)

|𝑦|/10∫︁
0

𝑟𝑛−1

(𝑟2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑𝑟.

Поскольку

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠
(︁ |𝑦|/10∫︁

0

𝑟𝑛−1

(𝑟2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑𝑟
)︁2

𝑑𝑧 =
|𝑦|2𝑠

102𝑠

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠
(︁ 1∫︁

0

𝑟𝑛−1

(𝑟2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+1

2

𝑑𝑟
)︁2

𝑑𝑧,

получаем оценку первого слагаемого в (5.35)

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
6(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 6

𝐶|𝑦|2𝑠

|𝑦|2((𝑠−σ)2*σ+(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+1))
=

𝐶

|𝑦|2𝑛−2𝑠+2+4σ𝑛−2𝑠+2
𝑛−2σ

.

Для оценки второго слагаемого в (5.35) оценим 𝐴7 из неравенств (5.10) и (5.28):

𝐴7 6
∫︁

10|𝑦−ξ|>|𝑦|

𝐶Φ2*σ−1(ξ)ξ𝑛

|ξ|(𝑠−σ)2*σ (|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

(︁ 𝑦𝑛√︀
|𝑦 − ξ|2 + 𝑧2

+ 1
)︁
𝑑ξ

6
𝐶

(|𝑦|2 + 𝑧2)
𝑛−2𝑠+2

2

·
∫︁

10|𝑦−ξ|>|𝑦|

ξ
2*σ
𝑛

|ξ|(𝑠−σ)2*σ(1 + |ξ|(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+2))
𝑑ξ.

сходимость интеграла по ξ следует из неравенства

2*σ−(𝑠−σ)2*σ−(2*σ−1)(𝑛−2𝑠+2) = −𝑛2 − 4𝑠σ+ 4σ

𝑛− 2σ
= −𝑛−2σ

𝑛− 2𝑠+ 2

𝑛− 2σ
< −𝑛.

Получаем оценку второго слагаемого

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠𝐴2
7(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 6 𝐶

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

(|𝑦|2 + 𝑧2)𝑛−2𝑠+2 𝑑𝑧 6
𝐶

|𝑦|2𝑛−2𝑠+2
,

и оценка (5.29) доказана! �
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5.6 Достижимость точной константы 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω

Для доказательства существования решения в области требуется нало­
жить условия на границу 𝜕Ω. Воспользуемся параметризацией 𝑥𝑛 = 𝐹 (𝑥′) в
окрестности |𝑥| < 𝑟0 начала координат 0𝑛 : мы будем считать, что 𝐹 ∈ 𝒞1,

𝐹 (0𝑛−1) = 0 и ∇𝑥′𝐹 (0𝑛−1) = 0𝑛−1. Следуя работе [92], предположим, что грани­
ца вогнута в среднем в нуле: при малых τ > 0 выполнено неравенство

𝑓(τ) :=
1

|S𝑛−2
τ |

∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 (𝑦′) 𝑑𝑦′ < 0. (5.36)

Очевидно, что 𝑓 ∈ 𝒞1 в окрестности нуля. Кроме того, предположим, что 𝑓

имеет регулярное поведение в нуле порядка α ∈ [1, 𝑛 − 2𝑠 + 3) : при лю­
бом 𝑑 > 0 выполнено

lim
τ→0

𝑓(𝑑τ)

𝑓(τ)
= 𝑑α. (5.37)

Известно (см. [75, §1.1, §1.2]), что для функций с регулярным поведением (5.37)
имеет место представление 𝑓(τ) := −ταψ(τ) с медленно меняющейся в окрест­
ности нуля функцией ψ(τ). Отдельно отметим, что в случае α = 1 условие
𝐹 ∈ 𝒞1 влечет lim

τ→0
ψ(τ) = 0.

Определим следующие функции

𝑓1(τ) :=
1

|S𝑛−2
τ |

∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 2(𝑦′) 𝑑𝑦′; 𝑓2(τ) :=
1

|S𝑛−2
τ |

∫︁
S𝑛−2
τ

|∇𝑦′𝐹 (𝑦′)|2 𝑑𝑦′;

𝑓3(τ) :=
1

|S𝑛−2
τ |

∫︁
S𝑛−2
τ

|∇𝑦′𝐹 (𝑦′)| 𝑑𝑦′,

и потребуем выполнения условия

lim
τ→0

𝑓2(τ)

𝑓(τ)
τ = 0. (5.38)

Замечание 5.6. В случае 𝒞2-гладкой области Ω с отрицательной средней кри­
визной границы 𝜕Ω в начале координат 0𝑛 условия (5.36)-(5.38) выполнены при
α = 2 (см. [92, замечание 1]). Также отметим, что эти условия допускают
как отсутствие средней кривизны (в случае α < 2), так и ее обращение в
ноль (при α > 2).



95

Замечание 5.7. В [92, §4, п.4] из условия (5.38) было получено неравенство

𝑓1(τ) 6 𝐶τ|𝑓(τ)|𝑜τ(1). (5.39)

Теорема 5.3. Пусть граница 𝜕Ω удовлетворяет условиям (5.36)-(5.38). Тогда
минимайзер функционала (5.2) существует, и, таким образом, задача (5.3)
имеет положительное решение в области Ω.

Доказательство. Схема доказательства повторяет схему из теоремы 5.2. Рас­
смотрим минимизирующую последовательность 𝑢𝑘(𝑥) для функционала (5.2).
Обозначим СТ-продолжения 𝑤𝑘(𝑋) и определим функции 𝑈𝑘(𝑥) формулой
(5.12). Как и ранее, 𝑈𝑘 ∈ 𝐿1(Ω) и ||𝑥|σ−𝑠𝑢𝑘|2

*
σ ∈ 𝐿1(Ω), и можно считать, что:

– 𝑢𝑘 > 0, 𝑢𝑘 ⇁ 𝑢 в ̃︀𝒟𝑠(Ω)

– ∇𝑋𝑤𝑘 ⇁ ∇𝑋𝑤 в 𝐿2(Ω× R+, 𝑡
1−2𝑠)

– ||𝑥|σ−𝑠𝑢𝑘|2
*
σ слабо сходятся к мере µ на Ω

– 𝑈𝑘 слабо сходятся к мере ℳ на Ω.

В отличие от случая Ω = R𝑛
+, в ограниченной области Ω мера µ имеет вид

µ = ||𝑥|σ−𝑠𝑢|2*σ + α0δ0(𝑥),

и требуется показать справедливость неравенства

ℳ > 𝑈 + 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ωα

2/2*σ
0 δ0(𝑥). (5.40)

Доказательство оценки ℳ > 𝑈 дословно повторяет цепочку неравенств (5.14).
Для получения оценки в нуле запишем аналог равенства (5.15):

∫︁
Ω

ϕ2
2ε 𝑑ℳ = lim

𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
Ω

[︁
𝑡1−2𝑠|∇𝑋 [𝑤𝑘(𝑋)ϕ2ε] |2 − 2𝑡1−2𝑠|∇𝑥𝑤𝑘 · ∇𝑥ϕ2ε · 𝑤𝑘ϕ2ε|

+ 𝑡1−2𝑠|𝑤𝑘(𝑋)∇𝑥ϕ2ε(𝑥)|2
]︁
𝑑𝑋 =: ̃︀𝐷1 − ̃︀𝐷2 + ̃︀𝐷3 (5.41)

с ̃︀𝐷1 > 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ωα

2/2*σ
0 . Аналогично лемме 5.3, покажем, что в третьем члене можно

перейти к пределу под знаком интеграла. Для этого разобьем его на три части:

̃︀𝑎𝑘 +̃︀𝑏𝑘 + ̃︀𝑐𝑘 := (︁ δ∫︁
0

+

1/δ∫︁
δ

+

∞∫︁
1/δ

)︁∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠𝑤2
𝑘(𝑋)|∇𝑥ϕ2ε(𝑥)|2 𝑑𝑋.

Аналогично доказательству леммы 5.3 слагаемые ̃︀𝑏𝑘 имеют предел, и остается
получить аналог оценки (5.17). В ограниченной области СТ-продолжение (1.26)
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может быть разложено в ряд Фурье по собственным функциям оператора Ла­
пласа (см. [82, (3.1)-(3.8)]):

𝑤(𝑋) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖(𝑡)ϕ𝐷,𝑖(𝑥) с 𝑑𝑖(𝑡) = 𝑡𝑠
21−𝑠

Γ(𝑠)
λ
𝑠/2
𝐷,𝑖⟨𝑢,ϕ𝐷,𝑖⟩K𝑠(λ

1/2
𝐷,𝑖𝑡).

Пользуясь асимптотиками (1.2) и (1.3) для K𝑠(τ), получаем оценки (очевидно,
λ𝐷,𝑖 → ∞)

𝑤𝑘(𝑋) 6 𝐶
∞∑︁
𝑖=1

⟨𝑢𝑘,ϕ𝐷,𝑖⟩ϕ𝐷,𝑖(𝑥) ·

⎧⎨⎩1 при 𝑡 ∈ [0, δ];

𝑡2𝑠−2 при 𝑡 ∈ [1/δ,∞) ,

поэтому выполняется неравенство

̃︀𝑎𝑘 + ̃︀𝑐𝑘 6 𝐶

ε2

∞∫︁
0

(︀
𝑡1−2𝑠χ[0,δ](𝑡) + 𝑡2𝑠−3χ[1/δ,∞)(𝑡)

)︀ ∫︁
Ω

𝑢2𝑘 𝑑𝑋 6 𝐶(ε)δ2−2𝑠‖𝑢𝑘‖2𝐿2(Ω)
.

Аналог оценки (5.17) доказан, дальнейшие оценки (5.18)-(5.19) также выполня­
ются, поэтому выполнено неравенство (5.40). Неравенство, аналогичное (5.21),
оставляет две альтернативы: либо α0 = 0 и минимум достигается, либо α0 = 1

и 𝑢 ≡ 0.

Покажем, что во втором случае выполнено неравенство

𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω > 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
. (5.42)

Действительно, если {𝑢𝑘} — минимизирующая последовательность для функ­
ционала (5.2), то последовательность {𝑢𝑘ϕ2ε} тоже является минимизирующей
(см. также [63, следствие 2.1]): знаменатель функционала (5.2) сходится к[︁
α0ϕ

2*σ
2ε(0)

]︁2/2*σ
= α

2/2*σ
0 , а сходимость числителя получается из (5.41) и аналога

леммы 5.3 (в этом случае ̃︀𝐷2 = ̃︀𝐷3 = 0):

lim
𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑘ϕ2ε] = lim
𝑘→∞

∞∫︁
0

∫︁
Ω

𝑡1−2𝑠 |∇𝑋 [𝑤𝑘ϕ2ε]|2 𝑑𝑋 =

∫︁
Ω

ϕ2
2ε 𝑑ℳ = 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,Ωα
2/2*σ
0 .
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Более того, при малых ε можно распрямить границу 𝜕Ω преобразованием Θ1(𝑥)

(см. (1.5); его якобиан единичный), и с учетом 𝐹 ∈ 𝒞1 имеем

𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω = lim

𝑘→∞

ℰ𝑠,Ω [𝑤𝑘ϕ2ε]

‖|𝑥|σ−𝑠𝑢𝑘ϕ2ε‖2𝐿2*σ(Ω)

= lim
𝑘→∞

C𝑠 ·
∞∫︀
0

∫︀
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠|∇𝑌 [𝑤𝑘ϕ2ε] (Θ
−1
1 (𝑦), 𝑧)|2 𝑑𝑌 · (1 + 𝑜ε(1))(︀ ∫︀

R𝑛
+

||𝑦′|2 + (𝑦𝑛 + 𝐹 (𝑦′))2|
(σ−𝑠)2*σ

2 [𝑢𝑘ϕ2ε]
2*σ (Θ−1

1 (𝑦)) 𝑑𝑦
)︀2/2*σ ,

(𝑜ε(1) в числителе возникает из оценки производных 𝜕𝐹
𝜕𝑦𝑖

при замене перемен­
ных в градиенте). Ввиду того, что функция 𝑤𝑘(Θ

−1
1 (𝑦), 𝑧)·ϕ2ε(Θ

−1
1 (𝑦)) является

допустимым продолжением функции 𝑢𝑘(Θ
−1
1 (𝑦)) ·ϕ2ε(Θ

−1
1 (𝑦)), выполнено нера­

венство
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω > 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
· (1 + 𝑜ε(1)).

Поскольку ε может быть выбрано сколь угодно малым, неравенство (5.42) до­
казано.

Для завершения доказательства остается построить (используя усло­
вия (5.36)-(5.38)) функцию ̃︀Φε(𝑥) со значением функционала (5.2) меньше
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
. Для этого используем замены переменных (1.6): пусть δ ∈ (0, 𝑟0) , опре­

делим функцию ̃︀ϕ(𝑥) := ϕδ (Θ1(𝑥)) и функции ̃︀Φε(𝑥) и ̃︁𝒲ε(𝑋) (напомним, что
Φ(𝑦) — минимайзер в R𝑛

+, а 𝒲(𝑌 ) — его СТ-продолжение)

̃︀Φε(𝑥) := ε−𝑛−2𝑠
2 Φ(Θε(𝑥))̃︀ϕ(𝑥); ̃︁𝒲ε(𝑋) := ε−

𝑛−2𝑠
2 𝒲(Θε(𝑋))̃︀ϕ(𝑥).

Отметим, что функция ̃︀ϕ(Θ−1
ε (𝑦)) является радиальной

̃︀ϕ(Θ−1
ε (𝑦)) = ̃︀ϕ(ε𝑦′, ε𝑦𝑛 + 𝐹 (ε𝑦′)) = ϕδ(Θ1(Θ

−1
ε (𝑦))) = ϕδ(ε|𝑦|),

а функция ̃︁𝒲ε(𝑋) является допустимым продолжением функции ̃︀Φε(𝑥). Отсюда
следует, что

ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[

̃︀Φε(𝑥)] = ⟨(−Δ𝐷
Ω )

𝑠
𝑆𝑝
̃︀Φε, ̃︀Φε⟩

‖|𝑥|σ−𝑠̃︀Φε(𝑥)‖2𝐿2*σ(Ω)

6

C𝑠 ·
∞∫︀
0

∫︀
Ω

𝑡1−2𝑠|∇𝑋
̃︁𝒲ε(𝑋)|2 𝑑𝑋

‖|𝑥|σ−𝑠̃︀Φε(𝑥)‖2𝐿2*σ(Ω)

. (5.43)
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В §§5.7 и 5.8 будут доказаны оценки на числитель и знаменатель правой части
оценки (5.43): ∫︁

Ω

|̃︀Φε(𝑥)|2*σ
|𝑥|(𝑠−σ)2*σ

𝑑𝑥 = 1−𝒜1(ε) · [1 + 𝑜ε(1) + 𝑜δ(1)]; (5.44)

ℰ𝑠,Ω
[︁̃︁𝒲ε

]︁
= 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
+𝒜2(ε) · [1 + 𝑜ε(1) + 𝑜δ(1)]−

2

2*σ
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
𝒜1(ε) · [1 + 𝑜ε(1)],

(5.45)

где при фиксированном δ и ε→ 0

𝒜1(ε) ∼ 𝑐1ε
−1𝑓(ε); 𝒜2(ε) ∼ 𝑐2ε

−1𝑓(ε); 𝒜1(ε),𝒜2(ε) < 0

с константами 𝑐1, 𝑐2 > 0. Поэтому при достаточно малых δ и ε имеем

ℐ𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,Ω[

̃︀Φε(𝑥)] 6 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
+𝒜2(ε) · [1 + 𝑜ε(1) + 𝑜δ(1)]− 2

2*σ
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
𝒜1(ε) · [1 + 𝑜ε(1)](︁

1−𝒜1(ε)[1 + 𝑜ε(1) + 𝑜δ(1)]
)︁2/2*σ

= 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
+𝒜2(ε) · [1 + 𝑜ε(1) + 𝑜δ(1)] < 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
,

неравенство (5.42) не выполнено, и теорема 5.3 доказана! �
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5.7 Доказательство оценки (5.44)

Формула (5.44) получается модификацией выкладок из [92, §4]. Сделаем
замену переменных (1.6) и распишем подынтегральное выражение по форму­
ле Тейлора:∫︁

Ω

|̃︀Φε(𝑥)|2*σ
|𝑥|(𝑠−σ)2*σ

𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦 + ε−1𝐹 (ε𝑦′)𝑒𝑛|(𝑠−σ)2*σ

̃︀ϕ2*σ(Θ−1
ε (𝑦)) 𝑑𝑦

=

∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

ϕ
2*σ
δ (ε𝑦) ·

(︂
1− (𝑠− σ)2*σ

ε
𝐹 (ε𝑦′)

𝑦𝑛
|𝑦|2

+
𝐹 2(ε𝑦′)

ε2|𝑦|2
·𝑂δ(1)

)︂
𝑑𝑦

=

∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

𝑑𝑦 −
∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

(︁
1−ϕ2*σ

δ (ε𝑦)
)︁
𝑑𝑦

−
∫︁
R𝑛

+

(𝑠− σ)2*σ|Φ(𝑦)|2
*
σϕ

2*σ
δ (ε𝑦)𝑦𝑛

ε|𝑦|(𝑠−σ)2*σ+2
𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑦 +𝑂δ(1)

∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

ϕ
2*σ
δ (ε𝑦)

𝐹 2(ε𝑦′)

ε2|𝑦|2
𝑑𝑦

=: 𝐼1 − 𝐼2(ε)− 𝐼3(ε) + 𝐼4(ε).

Лемма 5.7. Выполнены следующие соотношения:
1. 𝐼1 = 1 и 𝐼2(ε) 6 𝐶

(︀
ε
δ

)︀𝑛(𝑛−2𝑠+2)
𝑛−2σ .

2.

lim
ε→0

ε
𝐼3(ε)

𝑓(ε)
= 𝐶

∞∫︁
0

τα+𝑛

∞∫︁
0

|Φ(τ, τ𝜍)|2*σ𝜍 𝑑𝜍
|τ2 + τ2𝜍2|

(𝑠−σ)2*σ+2
2

𝑑τ. (5.46)

3. lim
ε→0

⃒⃒⃒
ε
𝐼4(ε)
𝑓(ε)

⃒⃒⃒
= 𝑜δ(1).

Доказательство.
1. Равенство 𝐼1 = 1 следует из нормировки Φ(𝑦). Также, из оценки (5.28)

для минимайзера Φ(𝑦) имеем

𝐼2(ε) ≡
∫︁
R𝑛

+

|Φ(𝑦)|2*σ
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

(︁
1−ϕ2*σ

δ (ε𝑦)
)︁
𝑑𝑦

6 𝐶

∞∫︁
δ/(2ε)

𝑟𝑛−1−2*σ(𝑛−𝑠−σ+1) 𝑑𝑟 = 𝐶
(︁ε
δ

)︁𝑛(𝑛−2𝑠+2)
𝑛−2σ

.
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2. Выполнена цепочка равенств:

ε𝐼3(ε)

𝑓(ε)
=

(𝑠− σ)2*σ
𝑓(ε)

∫︁
R𝑛

+

ϕ
2*σ
δ (ε𝑦)

|Φ(𝑦)|2*σ𝑦𝑛
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ+2

𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑦

=
𝐶

𝑓(ε)

∞∫︁
0

∞∫︁
0

ϕ
2*σ
δ (ε

√︀
τ2 + 𝑦2𝑛)

|Φ(τ, 𝑦𝑛)|2
*
σ𝑦𝑛

(τ2 + 𝑦2𝑛)
(𝑠−σ)2*σ+2

2

∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 (ε𝑦′)𝑑S𝑛−2
τ (𝑦′) 𝑑𝑦𝑛 𝑑τ

= 𝐶

∞∫︁
0

τ𝑛
𝑓(ετ)

𝑓(ε)

∞∫︁
0

ϕ
2*σ
δ (ε

√︀
τ2 + τ2𝜍2)

|Φ(τ, τ𝜍)|2*σ𝜍 𝑑𝜍
(τ2 + τ2𝜍2)

(𝑠−σ)2*σ+2
2

𝑑τ

= 𝐶

∞∫︁
0

τα+𝑛ψ(ετ)

ψ(ε)

∞∫︁
0

ϕ
2*σ
δ (ε

√︀
τ2 + τ2𝜍2)

|Φ(τ, τ𝜍)|2*σ𝜍 𝑑𝜍
(τ2 + τ2𝜍2)

(𝑠−σ)2*σ+2
2

𝑑τ

=: 𝐶

∞∫︁
0

𝑃ε(τ)𝑑τ.

Поскольку ψ(τ) — медленно меняющаяся функция, 𝑃ε(τ) при ε → 0

сходится к подынтегральному выражению в правой части (5.46). Для
обоснования формулы (5.46) требуется перейти к пределу под знаком
интеграла. Покажем, что выполнены условия теоремы Лебега. Для
этого построим суммируемую мажоранту для 𝑃ε(τ) (аналогичную ма­
жоранте из [92, предложение 4.1]). Используя равенство

ψ(ετ)

ψ(ε)
=
ψ(ετ)(ετ)β

ψ(ε)(ε)β
χ[0,1](τ)τ

−β +
ψ(ετ)(ετ)−β

ψ(ε)(ε)−β
χ[1,∞)(τ)τ

β (5.47)

оценим 𝑃ε(τ) сверху (при любом β > 0 функция ψ(τ)τβ является воз­
растающей, а ψ(τ)τ−β — убывающей):

𝑃ε(τ) 6 𝐶
(︀
χ[0,1](τ) · τα+𝑛−β + χ[1,∞)(τ) · τα+𝑛+β

)︀ ∞∫︁
0

|Φ(τ, τ𝜍)|2*σ𝜍 𝑑𝜍
(τ2 + τ2𝜍2)

(𝑠−σ)2*σ+2
2

.

Получившийся интеграл оценим с помощью (5.28): при τ ∈ [0,1] имеем

∞∫︁
0

(τ2 + τ2𝜍2)
(1−𝑠+σ)2*σ−2

2 𝜍

1 + (τ2 + τ2𝜍2)
(𝑛−2𝑠+2)2*σ

2

𝑑𝜍 =
1

2τ2

∞∫︁
τ2

𝑟
(1−𝑠+σ)2*σ−2

2

1 + 𝑟
(𝑛−2𝑠+2)2*σ

2

𝑑𝑟

6
1

2τ2

∞∫︁
0

𝑟
(1−𝑠+σ)2*σ−2

2

1 + 𝑟
(𝑛−2𝑠+2)2*σ

2

𝑑𝑟,
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при τ > 1 имеем

∞∫︁
0

(τ2 + τ2𝜍2)
(1−𝑠+σ)2*σ−2

2 𝜍

1 + (τ2 + τ2𝜍2)
(𝑛−2𝑠+2)2*σ

2

𝑑𝜍 6 τ−(𝑛−𝑠−σ+1)2*σ−2

∞∫︁
0

𝜍

(1 + 𝜍2)
(𝑛−𝑠−σ+1)2*σ+2

2

𝑑𝜍.

Выбирая β := min
(︁
σ(𝑛−2𝑠+2)

𝑛−2σ , 12

)︁
, получаем оценку

𝑃ε(τ) 6 𝐶
(︁
χ[0,1](τ) · τα+𝑛−2−β + χ[1,∞)(τ) · τα+𝑛+β−(𝑛−𝑠−σ+1)2*σ−2

)︁
где в правой части стоит суммируемая мажоранта (напомним, что вы­
полнено α < 𝑛− 2𝑠+ 3):

α+ 𝑛+ β− (𝑛− 𝑠− σ+ 1)2*σ − 2 < −1 + β− 2σ(𝑛− 2𝑠+ 2)

𝑛− 2σ
< −1.

3. Используя неравенство (5.39), получаем следующую цепочку нера­
венств:

⃒⃒⃒⃒
ε
𝐼4(ε)

𝑓(ε)

⃒⃒⃒⃒
6 𝑂δ(1)

δ/ε∫︁
0

τ𝑛−2𝑓1(ετ)

ε|𝑓(ε)|

√
(δ/ε)2−τ2∫︁
0

|Φ(τ, 𝑦𝑛)|2
*
σ 𝑑𝑦𝑛

(τ2 + 𝑦2𝑛)
(𝑠−σ)2*σ+2

2

𝑑τ

6 𝑜δ(1)

δ/ε∫︁
0

τ𝑛𝑓(ετ)

𝑓(ε)

√
δ2/(ετ)2−1∫︁
0

|Φ(τ, τ𝜍)|2*σ 𝑑𝜍
(τ2 + τ2𝜍2)

(𝑠−σ)2*σ+2
2

𝑑τ.

Аналогично доказательству п.2, интеграл в последнем выражении име­
ет конечный предел при ε→ 0, что и дает требуемую оценку. �

Формула (5.44) следует из леммы 5.7: положим 𝒜1 (ε) := 𝐼3(ε); из п.3 cле­
дует оценка 𝐼4(ε) = 𝑜δ(1)𝒜1 (ε) , а оценка 𝐼2(ε) = 𝑜ε(1)𝒜1 (ε) следует из п.1
и неравенства

𝐼2(ε) 6 𝐶(δ) · ε
𝑛(𝑛−2𝑠+2)

𝑛−2σ = 𝑜ε(1) · εα−1 6 𝑜ε(1) · ε−1𝑓(ε) = 𝑜ε(1) · 𝒜1 (ε) .
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5.8 Доказательство оценки (5.45)

Для краткости обозначим y := 𝑛/2−𝑠. Для градиента функции ̃︁𝒲ε имеют
место формулы (здесь 𝑖 ∈ [1 : 𝑛 − 1]):

∇𝑋
̃︁𝒲ε ≡

⎛⎜⎝ 𝜕𝑡̃︁𝒲ε

𝜕𝑥𝑖
̃︁𝒲ε

𝜕𝑥𝑛
̃︁𝒲ε

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
ε−y−1𝒲𝑧(Θε (𝑋))̃︀ϕ(𝑥)

ε−y−1[𝒲𝑦𝑖(Θε(𝑋))−𝒲𝑦𝑛(Θε(𝑋))𝐹𝑥𝑖
(𝑥′)]̃︀ϕ(𝑥) + ε−y𝒲(Θε(𝑋))̃︀ϕ𝑥𝑖

(𝑥)

ε−y−1𝒲𝑦𝑛(Θε(𝑋))̃︀ϕ(𝑥) + ε−y𝒲(Θε(𝑋))̃︀ϕ𝑥𝑛
(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Подставляя формулы для производных в интеграл энергии, получаем

ℰ𝑠,Ω
[︁̃︁𝒲ε

]︁
= C𝑠 ·

∞∫︁
0

𝑡1−2𝑠

∫︁
Ω

(︃
𝑛−1∑︁
𝑖=1

[︁
ε−2y−2̃︀ϕ2(𝑥)𝒲2

𝑦𝑖
(Θε(𝑋))

− 2ε−2y−2̃︀ϕ2(𝑥)𝒲𝑦𝑖(Θε(𝑋))𝒲𝑦𝑛(Θε(𝑋))𝐹𝑥𝑖
(𝑥′)

+ 2ε−2y−1̃︀ϕ𝑥𝑖
(𝑥)̃︀ϕ(𝑥)𝒲𝑦𝑖(Θε(𝑋))𝒲(Θε(𝑋))

− 2ε−2y−1̃︀ϕ𝑥𝑖
(𝑥)̃︀ϕ(𝑥)𝐹𝑥𝑖

(𝑥′)𝒲𝑦𝑛(Θε(𝑋))𝒲(Θε(𝑋))

+ ε−2y−2̃︀ϕ2(𝑥)𝐹 2
𝑥𝑖
(𝑥′)𝒲2

𝑦𝑛
(Θε(𝑋)) + ε−2ỹ︀ϕ2

𝑥𝑖
(𝑥)𝒲2(Θε(𝑋))

]︁
+ ε−2y−2̃︀ϕ2(𝑥)𝒲2

𝑦𝑛
(Θε(𝑋)) + 2ε−2y−1̃︀ϕ𝑥𝑛

(𝑥)̃︀ϕ(𝑥)𝒲𝑦𝑛(Θε(𝑋))𝒲(Θε(𝑋))

+ε−2ỹ︀ϕ2
𝑥𝑛
(𝑥)𝒲2(Θε(𝑋))+ε−2y−2̃︀ϕ2(𝑥)𝒲2

𝑧 (Θε(𝑋))

)︃
𝑑𝑋 =: 𝐽1−𝐽2+· · ·+𝐽9+𝐽10

Оценим сумму 𝐽1 + 𝐽7 + 𝐽10. Выполнена цепочка равенств

𝐽1 + 𝐽7 + 𝐽10 = C𝑠 ·
∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)|∇𝑌𝒲(𝑌 )|2 𝑑𝑌

= 𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
−
∫︁
R𝑛

+

[︀
1−ϕ2

δ(ε𝑦)
]︀
· 𝒱(𝑦) 𝑑𝑦.

Из неравенства (5.29) получаем∫︁
R𝑛

+

[︀
1−ϕ2

δ(ε𝑦)
]︀
· 𝒱(𝑦) 𝑑𝑦 6 𝐶

∞∫︁
δ/ε

𝑟−3+2𝑠−𝑛 𝑑𝑟 = 𝐶
(︁ε
δ

)︁𝑛−2𝑠+2
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откуда
𝐽1 + 𝐽7 + 𝐽10 = 𝒮𝑆𝑝,𝐷

𝑠,σ,R𝑛
+
+ 𝐶(δ) ·𝑂(ε𝑛−2𝑠+2).

Оценка суммы 𝐽3 + 𝐽8 получается из неравенств (5.28) и (5.29):

𝐽3 + 𝐽8 6 2C𝑠ε

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

ϕδ(ε𝑦)|∇𝑦ϕδ(ε𝑦)| · 𝒲(𝑌 )|∇𝑌𝒲(𝑌 )| 𝑑𝑌

6
𝐶ε

δ

(︁ ∫︁
K𝑛
δ/ε,δ/ε

𝒱(𝑦) 𝑑𝑦 ×
∫︁

K𝑛
δ/ε,δ/ε

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|𝒲(𝑌 )|2 𝑑𝑌
)︁1/2

=
𝐶ε

δ

(︁ δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟−3+2𝑠−𝑛 𝑑𝑟 ×
δ/ε∫︁

δ/(2ε)

𝑟−1+2𝑠−𝑛 𝑑𝑟
)︁1/2

= 𝐶
(︁ε
δ

)︁𝑛−2𝑠+2

.

Неравенство (5.28) также обеспечивает оценку суммы 𝐽6 + 𝐽9 :

𝐽6 + 𝐽9 = 𝐶ε2
∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

|∇𝑦ϕδ(ε𝑦)|2𝒲2(𝑌 )𝑑𝑌

=
𝐶ε2

δ2

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟−1+2𝑠−𝑛𝑑𝑟 = 𝐶
(︁ε
δ

)︁𝑛−2𝑠+2

.

Преобразуем 𝐽2. Интегрируя по частям, получаем:

𝐽2 = −2C𝑠

ε

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

𝑛−1∑︁
𝑖=1

[︁
ϕ2
δ(ε𝑦)𝒲𝑦𝑖𝑦𝑖(𝑌 )𝒲𝑦𝑛(𝑌 )𝐹 (ε𝑦′)

+
[︀
ϕ2
δ(ε𝑦)

]︀
𝑦𝑖
𝒲𝑦𝑖(𝑌 )𝒲𝑦𝑛(𝑌 )𝐹 (ε𝑦′) +ϕ2

δ(ε𝑦)𝒲𝑦𝑖(𝑌 )𝒲𝑦𝑖𝑦𝑛(𝑌 )𝐹 (ε𝑦′)
]︁
𝑑𝑌.

Из уравнения (1.26) выражаем сумму вторых производных по 𝑦𝑖 :

𝐽2 =
2C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)𝒲𝑦𝑛(𝑌 )

[︀
𝑧1−2𝑠𝒲𝑦𝑛𝑦𝑛(𝑌 ) + [𝑧1−2𝑠𝒲𝑧(𝑌 )]𝑧

]︀
𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑌

− 2C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠
𝑛−1∑︁
𝑖=1

[︀
ϕ2
δ(ε𝑦)

]︀
𝑦𝑖
𝒲𝑦𝑖(𝑌 )𝒲𝑦𝑛(𝑌 )𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑌

− C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠ϕ2
δ(ε𝑦)

[︀
|∇𝑦′𝒲(𝑌 )|2

]︀
𝑦𝑛
𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑌 =: 𝒦 + 𝐸1 + 𝐸2.



104

Преобразуем слагаемое 𝒦, проинтегрировав по частям:

𝒦 =
C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)𝐹 (ε𝑦′)

[︁
𝑧1−2𝑠

[︀
𝒲2

𝑦𝑛
(𝑌 )
]︀
𝑦𝑛
+ 2𝒲𝑦𝑛(𝑌 )

[︀
𝑧1−2𝑠𝒲𝑧(𝑌 )

]︀
𝑧

]︁
𝑑𝑌

= −C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛−1

𝑧1−2𝑠ϕ2
δ(ε𝑦

′)𝒲2
𝑦𝑛
(𝑦′, 0, 𝑧)𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑦′ 𝑑𝑧

− C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

𝑧1−2𝑠[ϕ2
δ(ε𝑦)]𝑦𝑛𝒲2

𝑦𝑛
(𝑌 )𝐹 (ε𝑦′) 𝑑𝑦 𝑑𝑧

+
2

ε
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)𝐹 (ε𝑦′)Φ𝑦𝑛(𝑦)

Φ2*σ−1(𝑦)

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ
𝑑𝑦

− C𝑠

ε

∞∫︁
0

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)𝐹 (ε𝑦′)

[︀
𝑧1−2𝑠𝒲2

𝑧 (𝑌 )
]︀
𝑦𝑛

𝑑𝑌 =: −𝐸3 + 𝐸4 +𝒩 + 𝐸7.

Поскольку 𝒲𝑧(𝑦
′, 0, 𝑧) = 0, интегрирование по частям слагаемых 𝒩 и 𝐸7 дает

𝒩 =
2

ε
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

∫︁
R𝑛

+

[︁
−

[︀
ϕ2
δ(ε𝑦)

]︀
𝑦𝑛

2*σ
+ϕ2

δ(ε𝑦)
(𝑠− σ)𝑦𝑛

|𝑦|2
]︁ Φ2*σ(𝑦)

|𝑦|(𝑠−σ)2*σ
𝐹 (ε𝑦′)𝑑𝑦 =: 𝐸5 + 𝐸6,

𝐸7 =
C𝑠

ε

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

[︀
ϕ2
δ(ε𝑦)

]︀
𝑦𝑛
𝐹 (ε𝑦′)𝒲2

𝑧 (𝑌 ) 𝑑𝑌.

Лемма 5.8. Выполнены следующие соотношения:
1.

lim
ε→0

ε
𝐸3(ε)

𝑓(ε)
= 𝐶

∞∫︁
0

τ𝑛+α−2

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇τ,𝑧𝒲(τ, 0, 𝑧)|2 𝑑𝑧 𝑑τ (5.48)

2. |𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸4 + 𝐸7| = 𝐶(δ)ε𝑛−2𝑠+2

3. |𝐸5| = 𝑜(ε𝑛−2𝑠+2)

4. 𝐸6 =
2
2*σ
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
𝒜1 (ε) · (1 + 𝑜ε(1))

Доказательство.
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1. Доказательство аналогично п.2 леммы 5.7: поскольку

ε
𝐸3(ε)

𝑓(ε)
≡ 𝐶

∞∫︁
0

τ𝑛−2𝑓(ετ)

𝑓(ε)
ϕ2
δ(ετ)

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇τ,𝑧𝒲(τ, 0, 𝑧)|2 𝑑𝑧 𝑑τ

=: 𝐶

∞∫︁
0

𝑄ε(τ) 𝑑τ,

формула (5.48) получается поточечным переходом к пределу при ε→ 0

в выражении 𝑄ε(τ). Для обоснования корректности предельного пере­
хода найдем мажоранту: оценка на 𝑄ε(τ) получается из оценки (5.29)
и равенства (5.47)

𝑄ε(τ) 6 τ
𝑛−2+α

⃒⃒⃒
ψ(ετ)
ψ(ε)

⃒⃒⃒ ∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠|∇τ,𝑧𝒲(τ, 0, 𝑧)|2𝑑𝑧

6
⃒⃒⃒
ψ(ετ)
ψ(ε)

⃒⃒⃒ 𝐶τ𝑛−2+α

1 + |τ|2𝑛−2𝑠+2
6 𝐶(χ[0,1](τ)τ

α+𝑛−β−2 + χ[1,∞)(τ)τ
α−𝑛−4+β+2𝑠),

последний показатель меньше −1 при достаточно малом β, поскольку
выполнено условие α < 𝑛− 2𝑠+ 3.

2. Утверждение следует из цепочки неравенств

|𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸4 + 𝐸7| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1ε

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∞∫︁
0

∞∫︁
0

[︁
−2[ϕ2

δ(ε𝑦)]τ𝒲τ(𝑌 )𝒲𝑦𝑛(𝑌 )

+ [ϕ2
δ(ε𝑦)]𝑦𝑛

[︀
𝒲2
τ −𝒲2

𝑦𝑛
+𝒲2

𝑧

]︀]︁
𝑑𝑦𝑛 ×

∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 (ε𝑦′) 𝑑S𝑛−2
τ (𝑦′) 𝑑τ 𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

6
𝐶

δ

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟∫︁
0

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠
⃒⃒⃒
∇τ,𝑦𝑛,𝑧𝒲(τ,

√︀
𝑟2 − τ2, 𝑧)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑧

𝑟τ𝑛−2|𝑓(ετ)|√
𝑟2 − τ2

𝑑τ 𝑑𝑟

6
𝐶

δ

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟−2𝑛+2𝑠−1

𝑟∫︁
0

τ𝑛−2|𝑓(ετ)|√
𝑟2 − τ2

𝑑τ 𝑑𝑟

= 𝐶(δ)ε𝑛−2𝑠+2

δ∫︁
δ/2

𝑟∫︁
0

𝑟−2𝑛+2𝑠−1τ̃𝑛−2|𝑓(τ̃)|√
𝑟2 − τ̃2

𝑑τ̃𝑑𝑟.
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3. Имеем оценку

|𝐸5| =
⃒⃒⃒ 2

2*σε
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+

∞∫︁
0

∞∫︁
0

[︁
ϕ2
δ(ε
√︀
τ2 + 𝑦2𝑛)

]︁
𝑦𝑛

|Φ|2*σ(τ, 𝑦𝑛)
|𝑦|(𝑠−σ)2*σ

𝑑𝑦𝑛×

×
∫︁
S𝑛−2
τ

𝐹 (ε𝑦′)𝑑S𝑛−2
τ (𝑦′)𝑑τ

⃒⃒⃒

6
𝐶

δ

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟∫︁
0

|Φ|2*σ(τ,
√
𝑟2 − τ2)

𝑟(𝑠−σ)2*σ

𝑟τ𝑛−2|𝑓(ετ)|√
𝑟2 − τ2

𝑑τ𝑑𝑟

6
𝐶

δ

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟∫︁
0

𝑟τ𝑛−2|𝑓(ετ)|
𝑟2*σ(𝑛−𝑠−σ+1)

√
𝑟2 − τ2

𝑑τ 𝑑𝑟

6
𝐶ε2

*
σ(𝑛−𝑠−σ+1)−𝑛

δ

δ∫︁
δ/2

𝑟1−2*σ(𝑛−𝑠−σ+1)

𝑟∫︁
0

τ̃𝑛−2|𝑓(τ̃)|√
𝑟2 − τ̃2

𝑑τ 𝑑𝑟 = 𝑜(ε𝑛−2𝑠+2).

4. Формула для 𝐸6 отличается от формулы для 𝐼3(ε) домножением
на 2

2*σ
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
и заменой ϕ2*σ

δ (ε𝑦) на ϕ2
δ(ε𝑦), поэтому доказательство полу­

чается дословным повторением п.2 леммы 5.7. �

Из леммы 5.8 и оценок 𝐼3(ε)
ε≍ 𝑓(ε)ε−1 ε≍ 𝐸3(ε) и ε𝑛−2𝑠+2 = 𝑜ε(𝑓(ε)ε

−1)

получаем

𝐽2 = −𝐸3(ε) · (1 + 𝑜δ(1) + 𝑜ε(1)) +
2

2*σ
𝒮𝑆𝑝,𝐷
𝑠,σ,R𝑛

+
𝒜1 (ε) · (1 + 𝑜ε(1)).

Аналогично оценке суммы 𝐽3 + 𝐽8 оценим 𝐽4:

|𝐽4| 6 2εC𝑠

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

ϕδ(ε𝑦)|∇𝑦ϕδ(ε𝑦)|𝒲(𝑌 )|∇𝑌𝒲(𝑌 )||∇𝑦′𝐹 (ε𝑦′)| 𝑑𝑌

6
𝐶ε

δ

δ/ε∫︁
δ/(2ε)

𝑟2𝑠−2𝑛

𝑟∫︁
0

τ𝑛−2𝑓3(ετ)√
𝑟2 − τ2

𝑑τ 𝑑𝑟 6
𝐶ε𝑛−2𝑠+2

δ

δ∫︁
δ/2

𝑟2𝑠−2𝑛

𝑟∫︁
0

τ̃𝑛−2𝑓3(τ̃)√
𝑟2 − τ̃2

𝑑τ̃ 𝑑𝑟

= 𝐶(δ)ε𝑛−2𝑠+2.
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Осталось оценить 𝐽5. Ввиду оценок (5.29) и (5.39) имеем

𝐽5 =

∞∫︁
0

𝑧1−2𝑠

∫︁
R𝑛

+

ϕ2
δ(ε𝑦)|∇𝑦′𝐹 (ε𝑦′)|2𝒲2

𝑦𝑛
(𝑌 ) 𝑑𝑌

6 𝐶

δ/ε∫︁
0

τ𝑛−2𝑓2(ετ)

√
(δ/ε)2−τ2∫︁
0

𝒱(τ, 𝑦𝑛) 𝑑𝑦𝑛 𝑑τ 6
δ/ε∫︁
0

∞∫︁
0

𝐶τ𝑛−2𝑓2(ετ)

(1 + τ2 + 𝑦2𝑛)
𝑛−𝑠+1

𝑑𝑦𝑛 𝑑τ

6

δ/ε∫︁
0

𝐶τ𝑛−2𝑓2(ετ)

(1 + τ2)
2𝑛−2𝑠+1

2

𝑑τ =
𝑜δ(1)

ε

δ/ε∫︁
0

τ𝑛−3|𝑓(ετ)|
(1 + τ2)

2𝑛−2𝑠+1
2

𝑑τ
*
= 𝑜δ(1)𝐸3,

оценка (*) получается аналогично оценке из п.1 леммы 5.8.
Обозначая 𝒜2(ε) := 𝐸3(ε) и собирая воедино все доказанные выше оценки,

получаем требуемую формулу (5.45).
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Заключение

В диссертации рассматриваются вопросы существования и качественных
свойств решений полулинейных уравнений с различными дробными лапласиа­
нами в зависимости от размера области и ее формы. Классические результаты
для операторов Лапласа и 𝑝-Лапласа переносятся на нелокальный случай.

Основные результаты работы заключаются в следующем.
Показано, что для задачи (−Δ)𝑠𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢 с дробным лапласианом Ди­

рихле (спектральным или суженным) имеет место эффект множественности
решений в кольцах большого радиуса, аналогичный классическим результатам
Коффмана [29] и Ли [57] для 𝑠 = 1.

Рассмотрен вопрос о существовании решений с минимальной энергией
для критической задачи Неймана (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 + 𝑢 = |𝑢|2*𝑠−2𝑢, порождаемой пре­

дельной Соболевской теоремой вложения ℋ𝑠(Ω) →˓ 𝐿2*𝑠(Ω). Оказывается, что
в 𝒞2-гладкой ограниченной области Ω решение существует, что соотносится
с известными результатами для оператора Лапласа [12; 86] и 𝑝-Лапласа [93].
Интересной особенностью полученного результата является дополнительное
ограничение 2𝑠 > 1, которое, по-видимому, является существенным, но требует
дополнительного исследования.

Изучен эффект постоянства решений с минимальной энергией для задачи
Неймана (−Δ𝑁

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 + 𝑢 = |𝑢|𝑞−2𝑢 в зависимости от размера липшицевой обла­

сти Ω. Для семейства областей εΩ доказано, что при малых коэффициентах
гомотетии ε единственный минимайзер – константа, а при больших ε константа
не является даже локальным минимайзером. Также обсуждается вопрос о том,
является ли константа – локальный минимайзер – глобальным. Доказанные ре­
зультаты обобщают результаты для уравнения с оператором Лапласа [106].

Исследована разрешимость задачи со спектральным дробным лапласи­
аном Дирихле и критической особенностью типа Харди—Соболева в правой
части (−Δ𝐷

Ω )
𝑠
𝑆𝑝𝑢 = |𝑥|(σ−𝑠)2*σ𝑢2

*
σ−1 в 𝒞1–гладкой ограниченной области Ω. Как и

при 𝑠 = 1, разрешимость задачи зависит от геометрии области Ω и ее взаимо­
расположения с началом координат 0𝑛 :

– если ограниченная область Ω отделена от 0𝑛, то задача разрешима;
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– если 0𝑛 ∈ Ω, то решений с минимальной энергией не существует, и,
более того, в звездной относительно 0𝑛 области Ω исходная задача не
имеет нетривиальных неотрицательных решений;

– в случае полупространства Ω = R𝑛
+ задача разрешима;

– наконец, в случае 0𝑛 ∈ 𝜕Ω в ограниченной области Ω задача разреши­
ма, если граница области вогнута в среднем в начале координат — это
условие естественным образом возникло при доказательстве локального
результата [92].

Возможные направления для дальнейшей работы: исследование необхо­
димости условия 2𝑠 > 1 для разрешимости критической задачи Неймана;
изучение влияния кривизны на разрешимость задачи типа Харди—Соболева с
дробным спектральным лапласианом Дирихле на многообразии с краем; раз­
решимость задачи, порождаемой дробным неравенством Харди—Соболева с
суженным дробным лапласианом Дирихле в области.
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Mathematical Society. — 1991. — т. 22, № 1. — с. 1—37.
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№ 5. — с. 521—573.

34. Egnell H. Positive solutions of semilinear equations in cones // Transactions
of the American Mathematical Society. — 1992. — т. 330, № 1. — с. 191—201.

35. Euler L. De Progressionibus Transcendentibus, sev quarum Termini Generales
Algebraice Dari Nequevent. — 1738.

36. Fall M. M., Weth T. Nonexistence results for a class of fractional elliptic
boundary value problems // Journal of Functional Analysis. — 2012. — т.
263, № 8. — с. 2205—2227.

37. Fernández Bonder J., Lami Dozo E., Rossi J. D. Symmetry properties for
the extremals of the Sobolev trace embedding // Annales de l’IHP Analyse
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Analysis. т. 21. — Elsevier. 2004. — с. 767—793.

42. Ghoussoub N., Robert F. Concentration estimates for Emden-Fowler
equations with boundary singularities and critical growth // International
Mathematics Research Papers. — 2006. — т. 2006. — с. 1—85.

43. Ghoussoub N., Robert F. The effect of curvature on the best constant in the
Hardy–Sobolev inequalities // Geometric & Functional Analysis GAFA. —
2006. — т. 16, № 6. — с. 1201—1245.

44. Ghoussoub N., Yuan C. Multiple solutions for quasi-linear PDEs involving
the critical Sobolev and Hardy exponents // Transactions of the American
Mathematical Society. — 2000. — т. 352, № 12. — с. 5703—5743.

45. Gidas B., Ni W.-M., Nirenberg L. Symmetry and related properties via the
maximum principle // Communications in Mathematical Physics. — 1979. —
т. 68, № 3. — с. 209—243.

46. Gorenflo R., Mainardi F. Random walk models approximating symmetric
space-fractional diffusion processes // Problems and methods in mathematical
physics. — Springer, 2001. — с. 120—145.

47. Grossi M. Uniqueness of the least-energy solution for a semilinear Neumann
problem // Proceedings of the American Mathematical Society. — 2000. —
т. 128, № 6. — с. 1665—1672.

48. Grubb G. Integration by parts and Pohozaev identities for space-dependent
fractional-order operators // Journal of Differential Equations. — 2016. — т.
261, № 3. — с. 1835—1879.

49. Guan Q.-Y. Integration by parts formula for regional fractional Laplacian //
Communications in Mathematical Physics. — 2006. — т. 266, № 2. — с. 289—
329.

50. Hardy G. H., Littlewood J. E., Polya G. Inequalities. — Cambridge University
Press, 1934.



115

51. Herbst I. W. Spectral theory of the operator (𝑝2 + 𝑚2)1/2 − 𝑍𝑒2/𝑟 //
Communications in Mathematical Physics. — 1977. — т. 53, № 3. — с. 285—
294.

52. Iannizzotto A., Mosconi S., Squassina M. ℋ𝑠 versus 𝐶0-weighted
minimizers // Nonlinear Differential Equations and Applications NoDEA. —
2015. — т. 22, № 3. — с. 477—497.

53. Kawohl B. Rearrangements and convexity of level sets in PDE. т. 1150. —
Springer, 2006.
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