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Введение

Необходимость анализа и оптимизации динамики структурированных по-

пуляций естественно возникает при решении широкого класса практи-

ческих задач рационального природопользования. Такие популяции со-

стоят из однотипных объектов имеющееся отличие между которыми по

каким-либо параметрам, например, физиологическим, существенно вли-

яет как на эволюцию самих объектов так и популяции в целом, а, значит,

важно и при принятии решений по управлению популяцией.

Первой работой затрагивающей анализ динамики структурированных

популяций, по всей видимости, была статья Л.Эйлера [34], в которой он

рассматривал задачу об определении справедливой ренты. Для её реше-

ния, в случая дискретного времени был определён справедливый размер

ренты плательщика возраста a, продолжительность его оставшейся жиз-

ни и вероятность его смерти через n лет спустя. Решение этой задачи,

привело Л.Эйлера к исследованию вопроса о стационарном распределе-

нии популяции по возрасту.

Несмотря на то, что работа Л.Эйлера была опубликована в 1760 году,

до начала 20 века в теории структурированных популяций существенных

продвижений сделано не было. Интерес исследователей к этой области

вернулся лишь с появлением работ А.Лотка [46],[56]. Одним из основных

вкладом А.Лотка в эту теорию была концепция восстановления такой по-

пуляции, структурированной по возрасту, математическая формулировка

которой даётся специальным уравнением восстановления:

b(t) =

∫ ∞
0

b(t− a)β(a)F(a) da. (1)

Это уравнение вычисляет текущий уровень воспроизводства по предыду-

щей истории популяции. Здесь F(a) – вероятность того, что индивидуум

достигнет возраста a, β(a) – характеристика воспроизводства, отража-
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ющая способность индивидуумов возраста a давать потомство, а b(t) –

среднее число индивидуумов произведенных в момент t. Справедливости

ради, стоит отметить, что такая концепция модели уже была изложена

в работе Эйлера [34], однако уравнение (1) выписано не было. По этой

причине уравнение восстановления часто называется уравнением Лотка-

Эйлера.

Реально, соотношение (1) описывает распределение только в случае

достаточно больших t, когда начальное распределение уже «забывается».

Возникает естественный вопрос об эволюции начального распределения

за конечный промежуток времени.

Первым, кто дал разумный ответ на этот вопрос, был А.Мак-Кендрик.

В своей работе [47], он получил уравнение

∂x(t, a)

∂t
+
∂x(t, a)

∂a
= −µ(t, a)x(t, a), (2)

динамики структурированной по возрасту популяции. Здесь x(t, a) – плот-

ность индивидуумов возраста a ∈ [0,∞) в момент времени t ∈ [0,∞), а

показатель µ характеризует темп смертности. Однако, по неясным при-

чинам, эта работа Мак-Кендрика не получила должного внимания и была

забыта, во всяком случае достаточно долго не цитировалась другими ав-

торами.

Двадцать лет спустя X.фон-Фёрстер вновь получает уравнение (2),

лишь в других обозначениях [61]. В этой работе X.фон-Фёрстер указы-

вает, что уравнение (1), x(t, 0) := b(t), должно рассматриваться как гра-

ничное условие для уравнения (2). Произошедшее здесь объединение под-

ходов А.Лотка и А.Мак-Кендрика стало одним из ключевых моментов в

развитии теории структурированных популяций.

Следующим этапом в анализе моделей структурированных по возрасту

популяций стало исследование влияния общей численности популяции на
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основные характеристики её динамики такие, например, как темп смерт-

ности и воспроизводство потомства. Одной из первых работ в этом на-

правлении стало исследование М.Гуртина и Р.Maк-Ками [39], в котором

была рассмотрена нелинейная интегро-дифференциальная версия систе-

мы (1),(2):



∂x(t, a)

∂t
+
∂x(t, a)

∂a
= −µ(P (t), a)x(t, a),

P (t) =

∫ ∞
0

x(a, t) da,

x(t, 0) =

∫ ∞
0

β(P (t), a)x(t, a) da.

(3)

Здесь коэффициенты β и µ, как и выше, характеризуют рождаемость и

смертность, а вот P (t) характеризует численность популяции в момент t.

Используя метод характеристик и приводя (3) к системе нелинейных ин-

тегральных уравнений Вольтера, М. Гуртин и Р.Maк-Ками исследовали

вопросы существования, единственности решения системы (3), а также

асимптотической устойчивости стационарных состояний системы.

Дж.Вебб предложил другой подход к исследованию структурирован-

ных по возрасту популяций [62]. Он рассмотрел динамику модели (3) как

действие нелинейной полугруппы в пространстве начальных распределе-

ний по возрасту [67]. Этот подход позволил не только дать исчерпыва-

ющие ответы на вопросы существования, единственности и асимптотиче-

ского поведения решений системы (3), но и дал возможность существенно

продвинуться в анализе дальнейших обобщений. Примером одного из та-

ких обобщений, важного в эпидемиологии и биологии, является учёт воз-

можной диффузии в уравнении, описывающем динамику популяции [63].

Анализ данных практических наблюдений показывает, что меняющий-

ся линейно со временем возраст индивидуумов не всегда хорошо отражает

особенности их индивидуального развития и популяции в целом. Понима-

ние и признание этого факта подтолкнуло исследователей к изучению мо-
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делей, в которых структурирование проводится по параметрам, имеющим

более сложную, чем линейную зависимость от времени, таким, например,

как размер объекта или его вес, содержание калорий и т.п.. Одна из пер-

вых моделей такого типа возникла в микробиологии [19],[20],[37],[57]. Эта

модель описывает динамику популяции клеток, которые воспроизводятся

делением, при этом в качестве параметра структурирования рассматри-

вается размер клетки.

Сегодня анализ моделей динамики структурированных популяций яв-

ляется активно развивающейся областью математики. Достижения соот-

ветствующей теории нашли множество применений в задачах прикладно-

го характера, например, в биологической физике [42],[48],[50],[51],[64],[65],

в математической экономике [18],[21],[35], демографии [26],[43],[45],[53] и

эпидемиологии [23],[27],[36].

Особый интерес с практической точки зрения представляют задачи

«правильного» управления структурированными (промысловыми) попу-

ляциями с целью получения максимальной выгоды от их эксплуатации.

Хорошим примером таких задач является оптимальное (по некоторому

критерию качества) управление возобновляемыми биологическими ресур-

сами, например, отлов рыбы в коммерческих целях [12], управление вы-

рубкой и посадкой леса [40], [66], и т.п.. Одним из инструментов реше-

ния возникающих здесь задач оптимизации является принцип максиму-

ма Понтрягина, предложенный Л.С. Понтрягиным и его учениками [16]

в середине прошлого века, или подходящая адаптация этого принципа

[2],[17].

В своей первой формулировке (как в [16]) этот принцип позволяет по-

лучить необходимые условия оптимальности в задах управления система-

ми, описываемыми обыкновенными дифференциальными уравнениями.

Позднее этот принцип был распространен на задачи оптимального управ-
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ления системами с распределенными параметрами (иначе, системами, ди-

намика которых описывается уравнениями в частных производных), см.,

например, [3],[11].

Значимой работой в задачах управления структурированными популя-

циями было исследование М.Брокэйта [22]. Ему удалось доказать прин-

цип максимума Понтрягина для задач оптимизации, динамика в которых

описывается уравнением (3)1 c нелокальным граничным условием (3)2.

Из большого числа статей, последовавших после работы [22], отметим

исследования В.Вельова [38],[58],[59],[60]. В работах [59],[60], например,

были предложены методы оптимального управления гетерогенными си-

стемами, частным случаем которых являются структурированные по фи-

зиологическим параметрам популяции.

Исследования Р.-У.Гётз, с соавторами [40],[41],[66] и Н.Като [44] пред-

ставляют серию работ по оптимальному управлению структурированны-

ми по размеру популяциями при учете различных критериев качества и

особенностей самих популяций. В частности работы [40],[66],[41] акценти-

рованы на применении достижений математической теории оптимального

управления к выработке правильной стратегии рационального лесополь-

зования.

Настоящая работа посвящена развитию теории оптимального управ-

ления структурированными по размеру популяциями на нетривиальных

стационарных состояниях. Под моделью понимаем совокупность уравне-

ний, описывающую динамику структурированной по размеру популяции.

В работе мы рассматриваем две таких модели.

В первой модели анализируется динамика одной популяции, в кото-

рой индивидуумы взаимодействуют через (внутривидовую) конкуренцию.

Вторая модель описывает динамику совокупности популяций, также вза-

имодействующих между собой через конкуренцию, но конкуренция здесь
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может быть или скалярной (=суммарной) или векторной, отражающей

вклад каждой из популяций в конкуренцию. В обеих моделях предпола-

гается сочетание естественного и промышленного возобновления.

В первой модели динамика структурированной по размеру популя-

ции, доставляется дифференциальным уравнением в частных производ-

ных первого порядка

∂

∂t
x(t, s) +

∂

∂s

(
g(E(t), s)x(t, s)

)
+
(
µ(E(t), s) + u(s)

)
x(t, s) = 0, (4)

в котором x(t, s) – плотность индивидуумов (или объектов) размера s

в момент времени t; функции g и µ характеризуют собой темпы роста

и смертности при заданном уровне конкуренции E, а функция u отра-

жает интенсивность эксплуатации популяции. Темп роста g фактически

означает скорость, с которой объект переходит от меньшего размера к

большему за единицу времени [54]:

ds

dt
= g(E, s).

Показатель E характеризует уровень конкуренции в популяции. Мы рас-

сматриваем случай конкуренции в симметричной форме, когда уровень

конкуренции одинаков для индивидуумов всех размеров:

E(t) =

∫ S

0

χ(s)x(t, s) ds. (5)

Здесь χ — непрерывная, положительная функция, отражающая вклад

каждого индивида размера s в уровень конкуренции; S – наибольший раз-

мер, до которого осуществляется управление популяцией. Данная симмет-

ричная форма конкуренции (5), в зависимости от вида популяции, может

быть интерпретирована по разному. Например, в работах [40],[66] уровень

конкуренции интерпретируется как плотность леса, оказывающая влия-

ние на скорость роста и смертность индивидуумов.
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Замечание 1. Несимметричная форма конкуренции может иметь различ-

ную форму. Например, когда большие индивидуумы могут влиять на раз-

витие меньших, но не наоборот, то форму конкуренции можно взять в

виде

E(t, s) =

∫ S

s

χ(τ)x(t, τ) dτ.

Модели с такой формой конкуренции рассматривались в работах [4],[24],

[25], [28]. Заметим, что модели с симметричной и несимметричной форма-

ми конкуренции являются различными по существу. Из результатов для

одного из этих случаев не вытекают результаты для другого.

Как мы отметили выше, функция u отвечает за интенсивность экс-

плуатации популяции и является управлением в нашей модели. Будем

говорить, что управление u является допустимым, если оно измеримо и

выполнено двустороннее ограничение

0 ≤ U1(s) ≤ u(s) ≤ U2(s), s ∈ [0, S],

где U1 и U2 некоторые непрерывные на отрезке [0, S] функции. Первая из

этих функций характеризует минимальный уход за популяцией, вторая

отражает технологические ограничения.

Вывод уравнения (4) c подробной биологической интерпретацией мож-

но найти в работах А. де-Руса [54],[55].

Воспроизводство популяции (=приток новых индивидуумов нулевого

размера) определяется естественным и промышленным возобновлением.

Мы предлагаем новую форму для части естественного возобновления, при

которой снижается эффект влияния на воспроизводство каждого после-

дующего прироста плотности популяции. Точнее, возобновление в целом

задаётся следующей формулой:

x(t, 0) =

S∫
0

r(E(t), s)xβ(t, s) ds+ p, (6)
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где r – неотрицательная, непрерывная функция, характеризующая спо-

собность индивидуума размера s давать потомство при уровне конкурен-

ции E; показатель β, 0 < β < 1, отражает нелинейную зависимость вос-

производства от численности индивидуумов а неотрицательная величина

p отвечает за постоянное промышленное возобновление.

Во второй модели, мы рассматриваем совокупность из N взаимодей-

ствующих популяций. Предполагается, что их совместная динамика опи-

сывается следующей системой уравнений

∂

∂t
xi(t, s)+

∂

∂s

(
gi(E(t), s)xi(t, s)

)
+
(
µi(E(t), s)+ui(s)

)
xi(t, s) = 0, (7)

xi(t, 0) =

Si∫
0

ri(E(t), s)xβi(t, s) ds+ pi, xi(0, s) = x0i(s). (8)

Аналогично предыдущей модели, xi(t, s) означает плотность индивидуу-

мов, i-ой популяции размера s в момент времени t. Параметры gi, µi, ui,

ri, Si, pi, βi и x0i имеют тот же смысл, что и выше, а индекс i означает

номер популяции, i = 1, N.

Мы исследуем два частных случая второй модели. В первом из них

конкуренция имеет интегрированный характер и является суммой вкла-

дов в конкуренцию всех N популяций

E(t) =
N∑
i=1

Si∫
0

χi(s)xi(t, s) ds. (9)

Во втором случае рассматривается динамика взаимодействия двух по-

пуляций, а конкуренция является векторной величиной, компоненты ко-

торой отражают вклады каждой из популяций в общий уровень конку-

ренции:

E(t) := {E1(t), E2(t)} =


S1∫
0

χ1(s)x1(t, s) ds,

S2∫
0

χ2(s)x2(t, s) ds

 . (10)
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В обоих случаях функция χi имеет тот же смысл, что и в первой модели

и отражает влияние i-ой популяции на вклад в конкуренцию.

Для описанных моделей мы приводим анализ существования нетриви-

альных стационарных состояний в динамике популяции при выбранных

управлениях и при естественных ограничениях (A1)-(A3) на параметры

модели, которые описаны ниже в первой главе. Основной смыл этих огра-

ничений заключается в ухудшении условий развития популяции, а именно

замедлении роста и увеличении смертности при увеличении конкуренции,

а также отражает тот факт, что рост конкуренции влияет не меньше на

развитие индивидуумов малых размеров, чем на развитие больших.

Кроме этого, для моделей, описывающих динамику N взаимодейству-

ющих популяций, доказано существование пары, из векторов допустимых

управлений u := (u1, . . . , uN) и постоянного промышленного возобновле-

ния p := (p1, . . . , pN), доставляющей максимум функционала выгоды от

эксплуатации популяций.

Наконец, мы предлагаем два численных подхода для поиска оптималь-

ных управлений среди стационарных. Первый подход основан на необ-

ходимом условие оптимальности, которое получено с помощью метода

игольчатой вариации. Благодаря необходимому условию строится функ-

ция переключения, позволяющая численно искать оптимальное управле-

ние. Второй подход заключается в комбинировании принципа максимума

Понтрягина и метода стрельбы по параметру — уровню конкуренции.

В первой главе подробно описаны ограничения (A1)-(A3) наклады-

ваемые на коэффициенты моделей и доказана теорема существования и

единственности нетривиального стационарного состояния для модели с

одной популяцией. Такое состояние не зависит от времени и, следова-

тельно, при выбранном управлении u и промышленном возобновлении p,

11



должно удовлетворять системе уравнений

d

ds

(
g(E, s)x(s)

)
= −(µ(E, s) + u(s))x(s),

x(0) =

S∫
0

r(E, s)xβ(s) ds+ p

E =

S∫
0

χ(s)x(s) ds.

(11)

Теорема 1. [8, 31] Пусть параметры модели (4)-(6) непрерывны и

удовлетворяют условиям (A1)-(A3). Тогда при заданном допустимом

управлении и фиксированном неотрицательном промышленном воспро-

изводстве существует и при том единственное нетривиальное стаци-

онарное состояние этой модели.

Замечание 2. Следует отметить, что при отсутствии промышленного воз-

обновления, т.е. при p = 0, помимо нетривиального стационарного состо-

яния популяции имеется и тривиальное — нулевое.

В этой главе исследуется вопрос о существовании стационарного со-

стояния во второй модели при векторной форме конкуренции. Такое со-

стояние удовлетворяет системе уравнений

d

ds

(
gi(E, s)xi(s)

)
= −(µi(E, s) + ui(s))xi(s),

xi(0) =

Si∫
0

ri(E, s)x
βi
i (s) ds+ pi,

E := (E1, E2) =

 S1∫
0

χ1(s)x1(s) ds,

S2∫
0

χ2(s)x2(s) ds

 ,

(12)

где i = 1, 2. Более того, доказано, что при выполнении дополнительных

условий
∂xi
∂Ei
≤ ∂xi
∂Ej

, i = 1, 2, j = 1, 2, i 6= j, (13)

стационарные состояния x1, x2 определяются единственным образом. С

биологической точки зрения это условие можно интерпретировать как бо-
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лее сильное влияние прироста внутри-видовой конкуренции чем прирост

межвидовой. Точнее, справедлива следующая

Теорема 2. [6] Пусть функции gi, µi, ri непрерывны по своим аргумен-

там и удовлетворяют условиям (A1)-(A3), а управления ui измеримы

и удовлетворяют ограничениям

Ui,1(s) ≤ ui ≤ Ui,2(s), s ∈ [0, Si],

с некоторыми непрерывными на [0, Si] функциями ограничений Ui,1 и

Ui,2, 0 ≤ Ui,1 ≤ Ui,2, i = 1, 2. Тогда существует ненулевое стационарное

решение задачи (7),(8),(10) и такое решение единственно, если коэффи-

циенты gi, µi, ri дифференцируемы и выполнены условия (13).

При доказательстве приведённых результатов используются методы

теории обыкновенных дифференциальных уравнений, математического и

функционального анализа.

Вторая глава работы посвящена вопросу оптимального управления со-

вокупностью из N популяций на стационарном состояние. В качестве

функционала рассматривается суммарная выгода от эксплуатации попу-

ляций

JN(u,p) :=
N∑
i=1

∫ Si

0

ci(s)ui(s)xi(s) ds,+xi(Si)cS,i − pic0,i (14)

для которых ищется максимум по вектору допустимых управления u :=

(u1, . . . , uN) и вектору промышленного возобновления p := (p1, . . . , pN),

когда стационарное распределение популяций по размерам xi отвечает

интегро-дифференциальной системе уравнений

d

ds

(
gi(E, s)xi(s)

)
= −(µi(E, s) + ui(s))xi(s),

xi(0) =

Si∫
0

ri(E, s)x
βi
i (s) ds+ pi,

E =
N∑
i=1

Si∫
0

χi(s)xi(s) ds.

(15)
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В функционале (14) функция ci(s) отражает цену за единицу i-ой попу-

ляции размера s. Этот функционала представляет собой сумму доходов

от реализации отобранной части популяций и полного изъятия индиви-

дуумов максимальных размеров Si с учётом затрат на промышленное

возобновление.

В этой главе доказывается существование допустимого вектора управ-

лений u и вектора промышленных возобновлений p, 0 ≤ pi ≤ Pi (та-

кие pi и p, где Pi - некоторые константы, называются допустимыми),

для которых функционал выгоды (14) принимает максимальное значение

на соответствующем нетривиальном стационарном состояние (среди всех

возможных значений на стационарных состояниях). Эта теорема имеет

следующую формулировку

Теорема 3. [52] Пусть, при всех i = 1, N, функции ci, gi,µi и ri

непрерывны, при этом gi, µi, ri удовлетворяют условиям (A1)-(A3) а

gi, µi отделены от нуля. Тогда существуют допустимые управления ui

и значения восстановления pi, pi ≥ 0, для которых функционал выго-

ды (14) принимает своё максимальное значение на соответствующем

нетривиальном стационарном решении системы (15).

Также, в этой главе сформулирована теорема о существовании допу-

стимых вектора управлений u и вектора промышленных восстановлений

p, доставляющих максимум функционала выгоды для второй модели при

векторной форме конкуренции

Теорема 4. [6] Пусть параметры модели (7),(8),(10) непрерывны по

своим аргументам и при каждом i удовлетворяют условиям (A1)-(A3)

по каждой из компонент конкуренции, тогда существуют допустимые

управления ui и промышленные воспроизводства pi, i = 1, 2, что неко-

торое из соответствующих стационарных состояний этой модели до-

ставляет максимум дохода от эксплуатации совокупности популяций
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на стационарных состояниях.

Теоремы 3 и 4 доказываются методами функционального анализа.

В третьей главе предложены два метода решения оптимизационной

задачи (11),(14) при N = 1. Первый метод основан на использовании

необходимого условия оптимальности (см. Теорему 5, [33]), доставляемого

вычислением первой вариации функционала (14). Формулировку необхо-

димого условия здесь не приводим из-за громоздкости формул. Основная

идея второго подхода заключается в комбинированном использовании ме-

тода стрельбы по уровню конкуренции и принципа максимума Понтряги-

на. Показано, что получаемое в типичной ситуации оптимальное управ-

ление является управлением релейного типа.

В этой же главе приводятся иллюстрирующие примеры, в которых оп-

тимальное управление, имеет как одну точку переключения (см. Рис. 9)

так и несколько (см. Рис. 14). Обсуждается вопрос применимости комби-

нированного подхода к задачам оптимизации, когда динамика популяций

описывается второй моделью.

Автор диссертации выражает благодарность своему научному руково-

дителю профессору А.А.Давыдову за постановку задачи и постоянное

внимание к работе.
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1. Модели и предположения

Здесь мы сперва приводим описание основных исследуемых моделей с

объяснением естественности ограничений, накладываемых на парамет-

ры этих моделей. Затем формулируем основные результаты этой главы,

которыми являются теоремы существования и единственности нетриви-

ального стационарного решения в изучаемых моделях. Мы начинаем с

простейшего случая – модели динамики одной популяции с учетом внут-

ривидовой конкуренции, а затем получаем аналогичные результаты для

модели динамики совокупности конкурирующих популяций.

1.1. Модель одной популяции.

В этой модели динамика популяции задаётся дифференциальным урав-

нением в частных производных первого порядка (см. [49],[54],[55]) и имеет

следующий вид

∂

∂t
x(t, s) +

∂

∂s

(
g(E(t), s)x(t, s)

)
+
(
µ(E(t), s) + u(s)

)
x(t, s) = 0, (16)

где

t – время;

s – размер индивидуума, s ∈ [0, S];

S – максимальный размер индивидуума;

x(t, s) – плотность индивидуумов размера s, в момент времени t;

g(E, s) – коэффициент скорости роста индивидуумов размера s, при

заданном уровне конкуренции E;

µ(E, s) – показатель смертности индивидуумов размера s, при задан-

ном уровне конкуренции E;

u(s) – интенсивность эксплуатации популяции, которая и является управ-

лением в изучаемой модели.
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Отметим, что здесь и далее и мы рассматриваем управление, завися-

щее лишь от размера индивидуумов, но не зависящее от времени. При-

кладной смысл такого управления состоит в более простой практической

реализации такого стиля управления.

Далее, слагаемое, характеризующее эксплуатацию популяции, мы вы-

бираем в билинейной форме ux, которая соответствует отбору части по-

пуляции. Это мотивировано тем, что директивная эксплуатация в форме

u (вместо ux) даже в простейшей логистической модели динамики попу-

ляции при оптимизации эксплуатации приводит к неустойчивому положе-

нию равновесия [1]. Билинейная форма этого слагаемого использовалась

в целом ряде работ (см., например, [40]).

Как мы отмечали выше, параметр E в уравнении (16) характеризует

уровень конкуренции в популяции. Его мы берем одинаковым для инди-

видуумов всех размеров, то есть в симметричной форме

E(t) =

∫ S

0

χ(s)x(t, s) ds. (17)

Здесь χ – непрерывная, положительная функция, отражающая вклад ин-

дивидуумов различных размеров в уровень конкуренции. Данная форма

конкуренции может быть интерпретирована как плотность индивидуумов

в заданном ареале, например, как плотность леса [40],[66].

Воспроизводство популяции мы берем в виде суммы естественного и

промышленного возобновления. Оно доставляет краевое условие в модели

и задается формулой

x(t, 0) =

S∫
0

r(E(t), s)xβ(t, s) ds+ p, (18)

где функция r характеризует репродуктивность индивидуумов различ-

ных размеров при имеющемся уровне конкуренции в популяции.

Отметим, что здесь предложена новая формула для естественного вос-
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производства популяции, в которой в подынтегральном выражении стоит

плотность индивидуумов в степени β, 0 < β < 1. Эта степень отвечает за

нелинейный характер зависимости воспроизводства от плотности инди-

видуумов, когда последующее приращение плотности меньше влияет на

воспроизводство, чем предыдущее. В моделях предшественников этот по-

казатель обычно равен 1. Можно показать, что при β ≥ 1 нетривиального

стационарного решения может и не быть, в частности, при асимметричной

конкуренции [4].

Наконец, неотрицательная величина p характеризует возобновление

популяции промышленным путём, например, посадкой леса.

Первой из решаемых в этой работе задач является анализ существова-

ния нетривиальных стационарных решений в изучаемых моделях. Стаци-

онарность предполагает отсутствие зависимости от времени, поэтому для

рассматриваемой модели такие решения, если они существуют, должны

удовлетворять следующей системе уравнений

d

ds

(
g(E, s)x(s)

)
= −(µ(E, s) + u(s))x(s), (19)

x(0) =

S∫
0

r(E, s)xβ(s) ds+ p, (20)

E =

S∫
0

χ(s)x(s) ds, (21)

которая отличается от исходной модели удалением слагаемых и аргумен-

тов, отражающих такую зависимость.

1.2. Теорема существования и единственности стационарного реше-

ния для одной популяции

Эту теорему мы доказываем в предположении, что коэффициенты модели

(19) удовлетворяют следующим условиям:

18



(A1) темпы прироста g и смертности µ всюду положительны и

g(E1, s) ≥ g(E2, s), µ(E1, s) ≤ µ(E2, s),

при любых s ∈ [0, S], и E1, E2, 0 ≤ E1 < E2;

(A2) показатель репродуктивности всюду неотрицателен, положите-

лен на некотором интервале размеров из [0, S] при любом значении уров-

ня конкуренции, и

r(E1, s) ≥ r(E2, s),

при любых s ∈ [0, S], и E1, E2, 0 ≤ E1 < E2;

(A3)
g(E1, 0)

g(E1, s)
≤ g(E2, 0)

g(E2, s)
, при любых s ∈ [0, S], и E1, E2, 0 ≤ E1 <

E2.

Эти ограничения имеют ясную биологическую интерпретацию, поэто-

му вполне естественны. Первые два из них означают, что условия для

развития популяции не улучшаются при росте конкуренции, то есть при

увеличении уровня конкуренции в популяции коэффициенты роста и рож-

даемости не растут, в то время как коэффициент смертности не убывает.

Что касается последнего условия, то оно отражает не меньшее негатив-

ное влияние роста конкуренции на прирост для индивидуумов меньшего

размера, чем для индивидуумов большего (см. Рис. 1).

Рис. 1.
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Одним из основным результатов этого параграфа является следующее

утверждение о существовании и единственности стационарного решения.

Теорема 1. [8, 31] Пусть функции g, µ и r непрерывны по своим аргу-

ментам и удовлетворяют условиям (A1)-(A3). Тогда при заданном до-

пустимом управлении и фиксированном неотрицательном промышлен-

ном воспроизводстве существует и единственно нетривиальное стаци-

онарное решение модели (4)-(6).

Доказательство. Как мы отметили выше стационарное решение x, x =

x(s, E) задачи (16),(18) должно удовлетворять следующему уравнению

d
(
g(E, s)x(s)

)
ds

= −
(
µ(E, s) + u(s)

)
x(s), (22)

где u — заданное управление, а E – соответствующее значение показателя

внутривидовой конкуренции (17).

Понятно, что значение этого показателя зависит от решения x, но сна-

чала мы рассмотрим его как независимый параметр.

При таком подходе решение уравнения (22) легко находится. Оно имеет

вид

x(s, E) =
g(E, 0)x(0, E)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(τ,E) dτ
, (23)

где

m(τ, E) =
µ(τ, E) + u(τ)

g(τ, E)
.

Подставляя это решение в (18), мы получаем уравнение на значение ве-

личины x0 := x(0, E) :

x0 − p = xβ0

S∫
0

r(E, s)

[
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ

]β
ds . (24)

В силу (A1)-(A3), интеграл в последнем выражении принимает конечное

положительное значение.

20



Очевидно, правая часть уравнения является положительной строго во-

гнутой функцией от x0 на положительной полуоси с нулевым значением в

нуле. Следовательно, графики этой функции и линейной функции x0− p

с неотрицательной величиной p имеют одну точку пересечения при x0 > 0

(см. Рис. 2)

Рис. 2.

Таким образом, для любого значения β ∈ (0, 1) и заданного неотрица-

тельного p существует только одно положительное решение x0 уравнения

(24). Нетрудно видеть, что это решение больше p.

Таким образом, мы можем рассматривать найденное стационарное ре-

шение как функцию от зафиксированного выше значения уровня конку-

ренции E :

x(s, E) =
x0g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(τ,E) dτ
. (25)

Для этого решения справедливо следующее утверждение.

Предложение 1.1. При любом s ∈ [0, S] решение (25) является убыва-

ющей функцией по E ≥ 0, если выполнены условия (A1)-(A3).

Действительно, согласно условиям (A1)-(A3), подынтегральное выра-

жение в уравнении (24) является убывающей по E функцией. Следова-
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тельно, коэффициент при xβ0 в этом уравнении и решение x0 этого урав-

нения также убывающая по E функция. Отсюда и из условий (A1)-(A3)

следует, что x(s, .) невозрастающая функция по E. Таким образом, пред-

ложение 1.1 справедливо.

Подставляя теперь решение (25) в интеграл (17) получим непрерывную

функцию f от параметра E :

f(E) =

S∫
0

χ(s)x(s, E) dl.

Нетрудно видеть, что из предложения 1.1 сразу вытекает

Следствие 1. При выполнении условий (A1)-(A3), функция f явля-

ется непрерывной невозрастающей функцией от E ≥ 0.

Таким образом, при росте параметра E от нуля до положительного

значения f(0) принимаемое этой функцией значение монотонно изменя-

ется, не возрастая, от f(0) до величины f(f(0)). Следовательно разность

E−f(E) является возрастающей функцией на отрезке [0, f(0)], имеющей

отрицательное значение при E = 0 и неотрицательное при E = f(0). Сле-

довательно, существует только одно значение E0 ∈ [0, f(0)] в котором эта

разность обращается в ноль.

Для этого значения решение x(., E0) будет давать равный ему уровень

конкуренции в популяции. Следовательно, это решение является иско-

мым стационарным состоянием. Это стационарное решение определено

однозначно, что нетрудно видеть.

Теорема 1 доказана.

Замечание 3. Из этой теоремы легко следует существование стационар-

ного решения для случая, когда коэффициенты модели зависят только

от s. Для этого предыдущее доказательство можно прервать сразу после

того, как будет доказано, что уравнение (24) имеет единственное решение
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на положительной полуоси x0 > 0.

Замечание 4. При β = 1 теорема 1 останется справедливой, если допол-

нительно потребовать выполнения следующего неравенства
S∫

0

r(0, s)
g(0, 0)

g(0, s)
e
−

s∫
0

m(τ,0) dτ
dl < 1.

1.3. Стационарное состояние в динамике взаимодействующих

популяций.

Здесь мы рассматриваем обобщение модели из предыдущего параграфа

на случай динамики совокупности популяций, когда уровень конкуренции

в среде отражает вклады в конкуренцию всех популяций совокупности.

Точнее, совокупность состоит из N популяций, динамика i-ой из кото-

рых доставляется следующей системой уравнений в частных производных

первого порядка

∂xi(t, s)

∂t
+
∂
(
gi(E(t), s)xi(t, s)

)
∂s

= −(µi(E(t), s) + ui(s))xi(t, s), (26)

с граничными условиями

xi(t, 0) =

Si∫
0

ri(E(t), s)xβii (t, s) ds+ pi, (27)

где, i = 1, . . . , N означает i-ую популяцию. Здесь функции и величины

xi, gi, µi, ui, ri, Si, pi, βi имеют тот же смысл, что и в рассмотренной

выше модели.

Взаимодействие между популяциями осуществляется через конкурен-

цию E. В зависимости от формы E мы будем рассматривать два случая.

В первом из них конкуренция является просто суммой вкладов в кон-

куренцию всех популяций изучаемой совокупности

E(t) =
N∑
i=1

Si∫
0

χi(s)xi(t, s) ds, (28)
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где положительные функции χi характеризуют вклад индивидуумов i-ой

популяции из совокупности в уровень конкуренции.

В этой ситуации доказательство существования и единственности нетри-

виального стационарного состояния системы (26)-(28) при аналогичных

предположениях (A1)-(A3) на параметры модели gi, µi, ri, проводится

по аналогии, тем же методом что и доказательство теоремы 1 выше. Это

обобщение было сделано совместно с А.А.Панешом в работе [52]. Точнее,

справедлива следующее утверждение.

Теорема 2’.[52] Пусть функции gi, µi, ri непрерывны по своим аргу-

ментам и удовлетворяют условиям (A1)-(A3), промышленное возоб-

новление неотрицательно, а управления ui измеримы и удовлетворяют

условиям

Ui,1(s) ≤ ui ≤ Ui,2(s), s ∈ [0, Si],

с некоторыми непрерывными на [0, Si] функциями ограничений Ui,1 и

Ui,2, 0 ≤ Ui,1 ≤ Ui,2, i = 1, . . . , N. Тогда существует и при том един-

ственное ненулевое стационарное решение задачи (26),(27),(28).

Доказательство этой теоремы приведено в [52]. Это доказательство мы

здесь не приводим, поскольку эта теорема не является результатом дан-

ной работы, хотя ниже мы докажем для этой модели существование оп-

тимального решения.

Во втором случае мы рассматриваем динамику совокупности из двух

популяций x1 и x2, когда конкуренция является величиной векторной,

компоненты которой - вклады в конкуренцию каждой из популяций со-

свокупности:

E(t) := (E1(t), E2(t)) =

 S1∫
0

χ1(s)x1(t, s) ds,

S2∫
0

χ2(s)x2(t, s) ds

 . (29)

Как и прежде, мы предполагаем, что для параметров динамики каждой

из популяций выполнены условия (A1)-(A3) по каждой из компонент
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вектора конкуренции ( при любой заданной другой).

Стационарное решение модели должно удовлетворять системе диффе-

ренциальных уравнений (26) без производной по времени и без времени t

в аргументах функций:

d
(
gi(E, s)xi(s)

)
ds

= −
(
µi(E, s) + ui(s)

)
xi(s),

где показатель конкуренции уже имеет некоторое постоянное векторное

значение E = (E1, E2), соответствующее этому решению, а i = 1, 2.

Если, как и выше, не связывать этот показатель с решением, а рас-

смотреть его как двумерный вектор параметров, то решение последней

системы также легко находится. Оно имеет вид

xi(s, E) =
gi(E, 0)xi(0, E)

gi(E, s)
e
−

s∫
0

mi(τ,E) dτ
, (30)

где

mi(s, E) =
µi(s, E) + ui(s)

gi(s, E)
.

Мы будем предполагать, что так найденные решения по отношению к

параметрам E1 и E2 удовлетворяют условиям

∂xi
∂Ei
≤ ∂xi
∂Ej

, i = 1, 2, j = 1, 2, i 6= j. (31)

Замечание 5. Последние условия имеют простую биологическую интер-

претацию: «маргинальное» влияние на объем популяции межвидовой кон-

куренция всегда не сильнее, чем внутривидовой. И, если этот тезис и мо-

жет быть ошибочным далеко от стационарного решения, то вблизи био-

логического равновесия такое предположение вполне естественно.

Теорема 2. [6] Пусть функции gi, µi, ri непрерывны по своим аргу-

ментам и удовлетворяют условиям (A1)-(A3), промышленное возоб-

новление неотрицательно, а управления ui измеримы и удовлетворяют

условиям

Ui,1(s) ≤ ui ≤ Ui,2(s), s ∈ [0, Si],
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с некоторыми непрерывными на [0, Si] функциями ограничений Ui,1 и

Ui,2, 0 ≤ Ui,1 ≤ Ui,2. Тогда существует ненулевое стационарное реше-

ние задачи (26),(27),(29). Более того, такое решение единственно, если

функции gi, µi, ri дифференцируемы и выполнены условия (31), i = 1, 2.

Доказательство. Подстановка решения (30) в краевые условия (18) поз-

воляет получить систему уравнений для плотности популяции «нулевого»

размера x0 := (x1,0, x2,0) = (x1,0(0, E), x2,0(0, E)):

xi,0 − pi,0 = xβii,0

Si∫
0

ri(E, s)

[
gi(E, 0)

gi(E, s)
e
−

s∫
0

mi(E,τ)dτ

]βi
ds. (32)

При pi ≥ 0 и βi ∈ (0, 1) существует единственное положительное решение

x0,i уравнения (32) по тем же причинам, что и в случае выше с одной

популяцией, что нетрудно видеть. Подстановка этого решения в (30) даёт

стационарное решение, соответствующее заданному значению параметра

конкуренции E = (E1, E2).

Покажем, что существует такое значение параметра конкуренции и со-

ответствующие ему стационарные решения (30), для которых показатели

конкуренции, вычисленные по формуле (29), доставляют в точности это

значение.

С этой целью рассмотрим следующие функции fi и Fi от парамет-

ров E1, E2 :

fi(E1, E2) =

Si∫
0

χi(l)x(l, E1, E2) dl,

Fi(E1, E2) := Ei − fi(E1, E2).

В силу условий (A1)-(A3) функция fi не возрастает с ростом компонент

показателя конкуренции, поэтому функция F1 (или F2) при фиксирован-

ном значении параметра E2 (соответственно E1) строго монотонна по E1

(соответственно по E2) и неограниченно возрастает при E1 → ∞ (соот-

ветственно при E2 →∞).
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Но

F1(0, E2) < 0, F2(E1, 0) < 0.

Следовательно, существуют функции Ei = φi(Ej), i, j ∈ {1, 2}, i 6= j, од-

нозначно определенные при неотрицательных значениях аргумента, по-

ложительные и такие, что

F1(φ1(E2), E2) ≡ 0 и F2(E1, φ2(E1)) ≡ 0, при E1 ≥ 0, E2 ≥ 0.

Эти функции невозрастающие, поскольку функции fj невозрастающие

по обоим аргументам. Следовательно, в положительном квадранте суще-

ствует точка пересечения графиков функций Ei = φi(Ej), i, j ∈ {1, 2},

i 6= j (рис. 3). По построению координаты (E1, E2), такой точки достав-

Рис. 3.

ляют значения параметров, которые совпадают с показателями конкурен-

ции, вычисляемыми на стационарных решениях, соответствующих этим

параметрам.

Таким образом, ненулевое стационарное решение существует. Пока-

жем, что оно единственно, если выполнены условия (31).

27



Нам достаточно доказать, что в этих условиях ограничение функции

F2 на график функции φ1 является строго монотонной функцией от E2,

и, следовательно, обращается в нуль не более, чем в одной точки. С этой

целью посчитаем полную производную этого ограничения по E2. Имеем

d

dE2
(E2 − f2(φ1(E2), E2)) = 1− ∂f2

∂E1

dφ1(E2)

dE2
− ∂f2
∂E2

. (33)

Производная ∂f2/∂E2 неположительна в силу условий (A1)-(A3), а по

теореме о неявной функции из уравнения F1 = 0 находим

dφ1(E2)

dE2
=
∂f1
∂E2

/(
1− ∂f1

∂E1

)
.

Далее, в силу условий (31) имеем оценку

| dφ1(E2)/ dE2| < 1.

Отсюда, учитывая эти же условия в (33), находим

dF2(φ1(E2), E2)/ dE2 > 0.

Таким образом, ограничение функции F2 на график функции φ1 действи-

тельно является строго монотонной функцией от E2. Следовательно, ис-

комый показатель конкуренции E = (E1, E2) и соответствующие ему ста-

ционарное решение (30) определяются однозначно.

Теорема 2 доказана.
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2. Оптимальное управление

Здесь мы формулируем задачи оптимального управления популяциями

на стационарных состояниях и показываем, что решения этих задач су-

ществуют.

2.1. Задача оптимального управления совокупностью популя-

ций.

Здесь мы оптимизируем стационарное состояние совокупности популя-

ций, взаимодействующих через суммарный уровень конкуренции.

Как критерий «качества» управления мы рассматриваем функционал

выгоды от эксплуатации популяции:

JN(u, p) :=
N∑
i=1

 Si∫
0

ci(s)ui(s)xi(s) ds+ cS,ixi(Si)− pici,0

 (34)

где ci(s), cS,i – агрегированные цены от эксплуатации i-ой популяции при

размере индивидуумов s и полного изъятия индивидуумов размера S из i-

ой популяции, соответственно. Значения ci,0 характеризуют цену промыш-

ленного восстановления i-ой популяции. Интеграл в скобках (34) означает

выгоду при эксплуатации i-ой популяции на всем промежутке размеров

[0, Si). Второе же слагаемое в скобках (34) отвечает за выгоду от полного

изъятия индивидуумов максимального размера из популяции.

Функции xi(s) являются стационарными решениями системы (7),(8),(9)

и должны удовлетворять следующей интегро-дифференциальной системе

уравнений

d

ds

(
gi(E, s)xi(s)

)
= −(µi(E, s) + ui(s))xi(s), (35)
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xi(0) =

Si∫
0

ri(E, s)x
βi
i (s) ds+ pi, (36)

E =
N∑
i=1

Si∫
0

χi(s)xi(s) ds. (37)

Здесь все параметры модели имеют тот же смысл, что и выше в модели

динамики одной популяции.

Предполагается, что pi и ui удовлетворяют ограничениям

0 ≤ Pi,1 ≤ pi ≤ Pi,2, 0 ≤ Ui,1 ≤ ui ≤ Ui,2, (38)

с некоторыми константами Pi,1, Pi,2 и непрерывными функциями огра-

ничения Ui,1, Ui,2. Эти ограничения можно характеризовать как техно-

логические или экологические. Пару (u,p) =
(
(u1, . . . , uN), (p1, . . . , pN)

)
с компонентами удовлетворяющими этим ограничениям, будем называть

допустимой.

Наша задача оптимального управления – максимизировать функцио-

нал выгоды (34) на множестве допустимых пар (u,p)

JN(u,p)→ max
u,p

,

при условиях (35)-(37).

2.2. Существование оптимального управления совокупности взаи-

модействующих популяций

Здесь мы показываем что существует решение задачи оптимального управ-

ления совокупностью популяций. Сначала мы преобразуем исходную за-

дачу к более удобному виду, затем формулируем теорему и доказываем

её с помощью полезных вспомогательных утверждений.
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Рассматривая E как фиксированный параметр и интегрируя (35) по s,

для всех i = 1, N получим

xi(s, E) = xi,0
gi(E, 0)

gi(E, s)
e
−

s∫
0

µi(E,τ)+ui(τ)

gi(E,τ)
dτ
, (39)

где xi,0 := xi(0, E).

Подстановка полученного стационарного решения (39) в функционал

(34), приводит к следующему виду этого функционала:

N∑
i=1

xi,0gi(E, 0)

 Si∫
0

ci(s)e
−

s∫
0

µi(E,τ)

gi(E,τ)
dτ−φi(E,s)

dφi(E, s)+

+
cS,ixi(Si, E)

gi(E, Si)
e
−
Si∫
0

µi(E,τ)

gi(E,τ)
ds−φi(E,Si)

− pici,0
 , (40)

где

φi(E, s) =

s∫
0

ui(τ)

gi(E, τ)
dτ. (41)

Покажем, что этот функционал выгоды ограничен на множестве допу-

стимых управлений. Полезна

Лемма 1. Пусть для каждого i = 1, N коэффициенты gi, µi, ri непре-

рывны на множестве R+× [0, Si) и удовлетворяют ограничениям (A1)-

(A3) а цена ci непрерывна на [0, Si). Тогда функционал выгоды (34) огра-

ничен на множестве допустимых (u,p).

Доказательство. Введём новую функцию f от E, полагая

f(E) =
N∑
i=1

∫ Si

0

χi(s)xi(s, E) ds.

Нетрудно видеть, что при выполнении условий (A1)-(A3), функция f не

возрастает по E.

Для доказательства леммы достаточно доказать ограниченность каж-
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дого из слагаемых суммы (40). Имеем∣∣∣∣∣∣xi,0gi(E, 0)

 Si∫
0

ci(s)e
−

s∫
0

µi(E,τ)

gi(E,τ)
dτ−φi(E,s)

dφi(E, s)+

+
cS,ixi(Si, E)

gi(E, Si)
e
−
Si∫
0

µi(s,E)

gi(s,E) ds−φi(E,Si)

− pici,0
∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ xi,0gi(E, 0)

∣∣∣∣∣∣
Si∫
0

ci(s)e
−φi(E,s) dφi(E, s)

∣∣∣∣∣∣+
|cS,i|

gi(f(0), Si)

+ |Pi,1ci,0| ≤

≤ xi,0gi(0, 0)

(
Ci +

|cS,i|
gi(f(0), Si)

)
+ |Pi,1ci,0| <∞.

В самой правой части этой цепочки неравенств величины xi,0 ограни-

чены, gi(0, 0), pi,0, 1
/
gi(f(0), Si) конечны в силу наших предположений,

а Ci = maxs∈[0,Si] |ci(s)| конечны благодаря непрерывности ci на [0, Si].

Следовательно эта часть, а значит, и функционал выгоды ограничены на

множестве допустимых пар.

Напомним некоторые понятия, которые будут полезны при доказатель-

стве теоремы.

Определение 1 ([13]). Семейство Φ функций, определённых на неко-

тором отрезке [a, b], называется равномерно ограниченным, если суще-

ствует такое число K, что |ϕ(s)| < K для всех l ∈ [a, b] и всех ϕ ∈ Φ.

Определение 2 ([13]). Семейство Φ называется равностепенно непре-

рывным, если для каждого ε > 0 найдётся такое δ > 0, что

|ϕ(s1) − ϕ(s2)| < ε

для всех ϕ ∈ Φ и всех s1 и s2 из [a, b] таких, что |s1 − s2| < δ.

Следующее утверждение устанавливает существование решения зада-

чи оптимального управления совокупностью популяций на стационарном

состоянии.
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Теорема 3. [52] Пусть при всех i = 1, N цены ci являются непрерыв-

ными функциями, коэффициенты gi, µi, ri непрерывны и удовлетворяют

ограничениям (A1)-(A3), функции gi и µi отделены от нуля. Тогда, су-

ществует допустимая пара (u,p) =
(
(u1, . . . , uN), (p1, . . . , pN)

)
, достав-

ляющая максимум функционала выгоды (34) на соответствующем им

положительном стационарном состоянии.

Доказательство. В силу леммы 1, функционал (34) имеет точную верх-

нюю грань своих значений на множестве допустимых пар из векторов

воспроизводства и управления.

Рассмотрим эту точную верхнюю грань и некоторую максимизирую-

щую последовательность пар допустимых векторов
(
(u1, . . . , uN), (p1, . . . , pN)

)
.

Обозначим через Ek члены соответствующей последовательности значе-

ний уровня конкуренции Ek.

По условию все компоненты допустимого вектора возобновления огра-

ничены, поэтому по теореме Больцано - Вейерштрасса можно выбрать

сходящуюся подпоследовательность этих векторов [14]. Без потери общно-

сти считаем, что исходная последовательность векторов воспроизводства

сама является сходящейся, то есть (p1,k, .., pN,k)→ (p1,∞, .., pN,∞). Понят-

но, что предельный вектор воспроизводства также является допустимым.

Далее, нетрудно видеть, что соответствующие значения показателя

конкуренции также ограничены, поэтому из соответствующей последова-

тельности уровней конкуренции также можно выбрать сходящуюся под-

последовательность. Снова, как и в случае с векторами воспроизводства,

не нарушая общности рассуждений, саму эту последовательность считаем

сходящейся, то есть Ek → E∞ при k →∞.

Наконец, для компоненты ui,k вектора интенсивностей эксплуатации и

любых значений s1, s2 ∈ [0, Si], s1 ≤ s2, соответствующая функция φi,k
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удовлетворяет неравенству
s2∫
s1

Ui,1(s)

gi(E∞, s)
ds ≤ φi,k(s2)− φi,k(s1) ≤

s2∫
s1

Ui,2(s)

gi(E∞, s)
ds. (42)

В частности, эта функция удовлетворяет условию Липшица с констан-

той равной maxs∈[0,Si] (Ui,2(s)/gi(f(0), s)) , где функция f(E) была опре-

делена в доказательстве леммы 1. Таким образом, последовательность

функций φi,k ограничена и равностепенно непрерывна на отрезке [0, Si].

Следовательно, по теореме Асколи - Арцела [4] существует подпоследова-

тельность {φi,km} этих функций, которая равномерно сходится к некото-

рой функции φi,∞ при km → ∞. Применяя этот выбор последовательно

по i от 1 до N и выбирая при каждом шаге следующую подпоследова-

тельность из индексов, оставшихся на предыдущем шаге, получим после

N -го шага подпоследовательность индексов {km}, для которой последо-

вательность {φi,km} сходится при всех i = 1, N.

Функционал выгоды (34) зависит непрерывно от уровня конкуренции

E, начального вектора x0 и набора функций φ = (φ1, . . . φN), а началь-

ный вектор, в свою очередь, непрерывно зависит от этого уровня, до-

пустимого вектора воспроизводства и набора функций φ = (φ1, . . . φN).

Следовательно, этот функционал непрерывно зависит от уровня конку-

ренции E, допустимого вектора воспроизводства и набора функций φ =

(φ1, . . . φN), а, значит, на предельных значениях φ∞ = (φ1,∞, . . . , φN,∞),

p∞ = (p1,∞, .., pN,∞) и E = E∞ этот функционал принимает максималь-

ное значение.

Для завершения доказательства нам необходимо найти допустимый

вектор интенсивностей эксплуатации u, который после интегрирования

доставляет предельную вектор-функцию φ∞. Но каждая компонента φi,∞

этой вектор-функции удовлетворяют условию (42) и является абсолютно

непрерывной. Следовательно, производная этой компоненты существует
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почти всюду на интервале [0, Si] и удовлетворяет неравенствам

Ui,1(s)

gi(E∞, s)
ds ≤ φ′1,∞(s) ≤ Ui,2(s)

gi(E∞, s)
ds

всюду, где она существует. Таким образом, соответствующую компоненту

вектора управления можно определить по формуле

ui,∞(s) = gi(E∞, s)φ
′
i,∞(s)

в любой точке существования производной, а вне таких точек доопре-

делить любым возможным значением из отрезка [Ui,1, Ui,2]. Полученное

таким образом управление ui,∞ является допустимым и доставляет нуж-

ную функцию φi,∞.

Теорема 3 доказана.

Видно, что при N = 1 в (34),(35)-(35) мы получаем задачу оптималь-

ного управления одной популяцией. В работе [31] была доказана теорема

о существовании оптимальной пары для этого случая. Приведём форму-

лировку теоремы

Теорема 3’. [31] Пусть параметры модели (35)-(35), при N = 1,

непрерывны и удовлетворяют условиям (A1)-(A3). Тогда существуют

допустимые управление и промышленное воспроизводство такие, что

соответствующее им стационарное состояние этой модели доставля-

ет максимум дохода от эксплуатации на стационарных состояниях.

Доказательство данной теоремы проводится по той же схеме, что и в

теореме 3. Здесь мы его опускаем. Подробное изложение доказательства

можно найти в работе [31].
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2.3. Существование оптимального управления совокупностью из

двух взаимодействующих популяций с векторной конкурен-

цией.

Здесь мы приводим формулировку теоремы существования оптимальной

пары векторов управления и промышленного возобновления для моде-

ли двух популяций, взаимодействующих через вектор конкуренции. В

этом случае для задачи оптимизации интегро-дифференциальная связь

для функционала (34) имеет вид

d

ds

(
gi(E, s)xi(s)

)
= −(µi(E, s) + ui(s))xi(s), (43)

xi(0) =

Si∫
0

ri(E, s)x
βi
i (s) ds+ pi, i = 1, 2, (44)

E := (E1, E2) =

 S1∫
0

χ1(s)x2(s) ds,

S2∫
0

χ2(s)x2(s) ds

 . (45)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. [6] Пусть при всех i = 1, 2, цены ci являются непрерыв-

ными функциями, коэффициенты gi, µi, ri непрерывны и удовлетворяют

ограничениям (A1)-(A3), функции gi и µi отделены от нуля. Тогда, су-

ществует допустимая пара (u,p) =
(
(u1, u2), (p1, p2)

)
, доставляющая

максимум функционала выгоды (34) на соответствующем ей положи-

тельном стационарном состоянии.

Замечание 6. Приведённая теорема существования доказывается по по-

хожей схеме, что и теорема 3. Для доказательства необходимо добавить

процесс выбора сходящейся подпоследовательности векторов (E1,k, E2,k).

Более детально это описано в работе [6].
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3. Оптимизация

В данной главе мы предлагаем алгоритмы для численного решения зада-

чи оптимального управления для модели из одной популяции. Для других

рассмотренных случаев построения аналогичны. Мы предлагаем два под-

хода для численного поиска решения. Первый подход основан на вычис-

лении первой вариации функционала по управлению и построении соот-

ветствующей функции переключения. Второй подход основан на сочета-

нии принципа максимума Понтрягина и метода стрельбы по свободному

параметру. В конце этой главу мы обсуждаем понятные обобщения алго-

ритмов на случай совокупности популяций и возникающие сложности на

пути их реализации.

3.1. Вариационный подход

Здесь мы получаем необходимое условие оптимальности для наилучшего

стационарного состояния при управлении одной популяцией. Это условие

получается на основе вычисления первой вариации функционала выгоды

по управлению. Сначала мы вводим более удобные обозначения, позво-

ляющие упростить формулы вычислений, и доказываем полезное вспо-

могательное утверждение. Затем, получаем необходимое условие опти-

мальности и указываем путь использования этого условия для получения

численного алгоритма для поиска оптимального решения. Наконец, мы

рассматриваем обобщения необходимого условия оптимальности на слу-

чай оптимального управления совокупностью популяций.

Для более компактной записи формул необходимого условия оптималь-

ности введём следующие обозначения

M(s1, s2, E) =

s2∫
s1

χ(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
ds,
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H(s1, s2, E) =

s2∫
s1

r(E, s)

(
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ

)β

ds,

F (x0, E) = E − x0M(0, S, E),

G(x0, E) = x0 − p0 − xβ0H(0, S, E),

I(s1, s2, E) =

s2∫
s1

c(s)u(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
ds+

+ cS
g(0, E)

g(L,E)
e
−

S∫
0

m(s,E) ds
,

M(x0, E) :=

 F ′E(x0, E) F ′x0(x0, E)

G′E(x0, E) G′x0(x0, E)

 , (46)

где m(E, s) := (µ(E, s) + u(s))
/
g(E, s), [s1, s2] ⊂ [0, S]. Здесь мы предпо-

лагаем, что величины x0 и E независимы.

Для вывода необходимого условия оптимальности полезно следующее

утверждение.

Лемма 2. Если функции r, µ и g дифференцируемы по E и удовлетво-

ряют условиям (A1)-(A3), то матрица M (46) невырождена при всех

положительных E и x0.

Доказательство. Эту матрицу несложно посчитать, а именно

M(x0, E) =

 1− x0M ′
E(0, S, E) −M(0, S, E)

−x0H ′E(0, S, E) 1− βxβ−10 H(0, S, E)

 .

В силу условий (A1)-(A3) и из дифференцируемости функций r, µ, g по

E имеем (
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ

)′
E

≤ 0.

Из последнего следуетM ′
E(0, S, E) ≤ 0 и H ′E(0, S, E) ≤ 0. Далее, для всех

β ∈ (0, 1) имеем

1− βxβ−10 H(0, S, E) = 1− β

x0

(
−p+ p+ xβ0H(0, S, E)

)
=
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= 1− β

x0
(x0 − p) =

(1− β)x0 + p

x0
> 0,

следовательно произведение элементов на главной диагонали положи-

тельно, а на побочной диагонали отрицательно. Следовательно, опреде-

литель этой матрицы положителен, то есть detM > 0. Таким образом,

матрица M невырождена.

Лемма 2 доказана.

Необходимое условие оптимальности в модели управления одной попу-

ляцией даёт следующее утверждение.

Теорема 5. [33] Пусть функции g, µ, r в модели непрерывно диффе-

ренцируемы по E, и удовлетворяют ограничениям (A1)-(A3), функция

цены c непрерывна и допустимое управление u∗ максимизирует функци-

онал выгоды (34) при заданном промышленном воспроизводстве p. Тогда,

в любой точке s0 ∈ [0, S) управление u∗ имеет вид:

u∗(s0) :=


U1(s0), если W (s0) > 0;

(U1(s0), U2(s0)) , если W (s0) = 0;

U2(s0), если W (s0) < 0,

где

W (s0) := 2
I(0, S, E)

detM

(
F ′Eβx

β−2
0 H(s0, S, E)−G′EM(s0, S, E)

)
+

+ 2
x0I

′
E(0, S, E)

detM

(
G′x0M(s0, S, E)− F ′x0βx

β−2
0 H(s0, S, E)

)
+

+ c(s0)g(E, 0)e
−
s0∫
0

m(E,s)ds
− I(s0, S, E). (47)

Доказательство. Обоснования утверждения теоремы основано на вычис-

ление первой вариации функционала (34). Предположим, что есть управ-

ление u доставляющее максимум функционала. Возьмём точку s0, s0 ∈
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[0, S) в которой управление является производной своего интеграла и

u1(s0) 6= u2(s0).

Рассмотрим теперь достаточно малое δ > 0, [s0, s0 + δ] ⊂ [0, S], и воз-

мущенное управление ũ, такое, что разница u− ũ равна нулю вне отрезка

[s0, s0 + δ] и малой величине h внутри его (см Рис. 4). Следует отметить,

Рис. 4. Игольчатая вариация.

что при вариации управления возникает соответствующее изменение на-

чального условия x0 и параметра E для соответствующего стационарного

решения. Соответствующии вариации ∆E и ∆x0 находятся из следующей

системы уравнения из системы

F ′E∆E + F ′x0∆x0 + F ′δδ + F ′hh+ o(hδ) = 0,

G′E∆E +G′x0∆x0 +G′δδ +G′hh+ o(hδ) = 0.
(48)

В этой системе и ниже, через o(hδ) мы обозначаем члены более высокого

порядка малости по сравнению с hδ, при h, δ → 0. Прямые вычисления

дают следующие выражения для слагаемых при h и δ :

F ′δδ = F ′hh = − x0hδ

g(E, s0)

S∫
s0

χ(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
ds+ o(hδ) =

= − x0hδ

g(E, s0)
M(s0, S, E) + o(hδ),
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G′δδ = G′hh = −βx
β−1
0 hδ

g(E, s0)

S∫
s0

r(E, s)

(
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ

)β

ds+ o(hδ) =

= −βx
β−1
0 hδ

g(E, s0)
H(s0, S, E) + o(hδ).

Учитывая теперь, что линейная относительно ∆E и ∆x0 часть уравне-

ний (48) имеет в силу леммы 2 невырожденную матрицу, находим, что эта

система разрешима относительно ∆E и ∆x0. Соответствующее решение

легко находится прямыми вычислениями, оно имеет вид

∆E =
2x0hδ[G

′
x0
M(s0, S, E)− F ′x0βx

β−2
0 H(s0, S, E)]

g(E, s0) detM
+ o(hδ), (49)

∆x0 =
2x0hδ[F

′
Eβx

β−2
0 H(s0, S, E)−G′EM(s0, S, E)]

g(E, s0) detM
+ o(hδ). (50)

Вычисляя первую вариацию функционала (34), соответствующую ва-

риации управления, получаем следующее выражение

∆x0

 S∫
0

c(s)u(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
ds+ cS

g(E, 0)

g(E, S)
e
−

S∫
0

m(E,s) ds

+

+ x0∆E

 S∫
0

c(s)u(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
dτ + cS

g(E, 0)

g(E, S)
e
−

S∫
0

m(E,τ) dτ

′
E

+

+
hδx0

g(E, s0)

c(s0)g(E, 0)e
−
s0∫
0

m(E,s) ds
−

S∫
s0+δ

c(s)u(s)
g(E, 0)

g(E, s)
e
−

s∫
0

m(E,τ) dτ
ds −

− cS
g(E, 0)

g(E, S)
e
−

S∫
0

m(E,s) ds

+ o(hδ) =

= ∆x0 · I(0, S, E) + x0∆E · IE(0, S, E)+

+
hδx0

g(E, s0)

(
c(s0)g(E, 0)e

−
s0∫
0

m(s,E) ds
− I(s0, S, E)

)
+ o(hδ). (51)

Подставляя в эту вариацию ∆E и ∆x0 из выражений (49) и (50), по-
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лучим следующее выражение для этой вариации

x0hδ

g(E, s0)

[
2I ′E(0, S, E)x0[G

′
x0
M(s0, S, E)− F ′x0βx

β−2
0 H(s0, S, E)]

g(E, s0) detM
+

+
2I(0, S, E)[F ′Eβx

β−2
0 H(s0, S, E)−G′EM(s0, S, E)]

g(E, s0) detM
+

+ c(s0)g(E, 0)e
−
s0∫
0

m(E,s) ds
− I(s0, S, E)

]
+ o(hδ). (52)

В этом выражении сомножитель x0/g(E, s0) положителен, поэтому, при

малых δ > 0 и h 6= 0 знак величины (52) определяется знаками h и вели-

чины в квадратных скобках, если последняя отлична от нуля. Понятно,

что для управления u, доставляющего максимум выгоды, и его любого

достаточно малого возмущения ũ величина (52) должна быть неположи-

тельна.

Следовательно, выражение в квадратных скобках неположительно, неот-

рицательно или равно нулю, если значение u(s0) равно либо U1(s0), либо

U2(s0), либо лежит в интервале (U1(s0), U2(s0)), соответственно, так как в

этих случаях при U1(s0) 6= U2(s0) возмущение h может принимать любые

достаточно малые только неотрицательные, только неположительные и

произвольные значения, соответственно.

Теорема 5 доказана.

Таким образом, функция W (47) играет роль функции переключения.

Однако форма (47) этой функции при вычислении оптимального управле-

ния в точке s ∈ [0, S) неудобна, поскольку её значение в точке s0 зависит

от интеграла по [s, S] (если вычислять функцию управления от 0 к S). С

целью устранения этого элементарными преобразованиями и интегриро-

ванием по частям функцию W мы преобразуем к виду
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A+B ·H(0, s0, E) + C ·M(0, s0, E) + I(0, s0, E)+

+ c(s0)g(E, 0)e
−
s0∫
0

m(E,s) ds
, (53)

где

A :=
2

detM

(
I(0, S, E)

(
F ′Eβx

β−2
0 H(0, S, E)−G′EM(0, S, E)

)
+

+ x0I
′
E(0, S, E)

(
G′x0M(0, S, E)− F ′x0βx

β−2
0 H(0, S, E)

))
− I(0, S, E),

B =
−2βxβ−20

detM

(
F ′EI(0, S, E)− x0F ′x0I

′
E(0, S, E)

)
,

C =
2

detM

(
G′EI(0, S, E)− x0G′x0I

′
E(0, S, E)

)
.

Эта форма функции переключения более удобна для вычислений и позво-

ляет создать численный алгоритм поиска оптимального управления. Без

технических подробностей этот алгоритм выглядит следующим образом:

Шаг 01: Для множества допустимых управлений оцениваем границы

интервалов, в которых изменяются коэффициенты A,B,C а также мак-

симально возможный уровень конкуренции E, т.е. находим [Amin, Amax],

[Bmin, Bmax], [Cmin, Cmax] и [0, Emax], соответственно. Задаём Jmax = 0.

Шаг 02: Выбираем сеточное разбиение четырёхмерного параллелепи-

педа

K := [Amin, Amax]× [Bmin, Bmax]× [Cmin, Cmax]× [0, Emax],

разбивая найденные интервалы по каждому направлению на nA, nB, nC

и nE частей, где nA, nB, nC , nE ∈ N.

Шаг 1: Выбираем узел (A′, B′, C ′, E ′) из параллелепипеда K по зара-

нее выбранной (произвольной) последовательности.

Шаг 2: Для выбранного узла, используя функцию переключения W

в форме (53), получаем соответствующее управление u.
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Шаг 3: С помощью построенного управления u и текущего значения

E строим численное решение уравнения

d

ds

(
g(E, s)x(s)

)
= −(µ(E, s) + u(s))x(s),

на котором проверяется выполнение двух равенств

x(0) =

S∫
0

r(E, s)xβ(s) ds+ p,

E =

S∫
0

χ(s)x(s) ds,

с заранее выбранной точностью. Если последние два равенства выполня-

ются с заранее выбранной точностью, то переходим к следующему шагу.

Иначе, возвращаемся к шагу 1.

Шаг 4: Если J(u) ≥ Jmax, то Jmax = J(u), сохраняем управление u.

Переходим к шагу 1.

По сути, идея алгоритма заключается в следующем. При последова-

тельном переборе узлов сетки в параллелепипеде параметров A,B,C,E

мы вычисляем функцию переключения и соответствующие управление

(по теореме 5). Если после этого уравнения на воспроизводство и на уро-

вень конкуренции оказались выполненными с точностью, вытекающей из

точности вычислений x, то считаем значение функционала и сравниваем

с уже вычисленным. Наибольшее значение сохраняем.

Большим недостатком указанного алгоритма, является его вычисли-

тельная сложность. Это связано с формой интегралов, участвующих в

функции переключения (53) и размерностью параллелепипеда, по кото-

рому идёт перебор параметров. Естественно, что обобщение модели будет

вести к увеличению вычислительной сложности, что в свою очередь по-

требует дополнительных вычислительных ресурсов.
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Следующее замечание лишь указывает основные моменты при рас-

смотрении более общей постановки оптимизационной задачи.

Замечание 7. Для случая управления взаимодействующими популяция-

ми, при учёте суммарной конкуренции необходимое условие оптимально-

сти можно получить аналогичным путём, что и при доказательстве тео-

ремы 5. При этом вычислительная сложность естественно будет расти с

увеличением числа популяций в модели.

3.2. Комбинированный подход

В данном параграфе рассмотрен комбинированный подход к решению

задачи оптимального управления популяциями структурированными по

размеру. Сначала обсуждается вопрос оптимального управления одной

популяцией; описывается сам подход и алгоритм. Затем обсуждается обоб-

щения этого подхода на случай управления совокупностью популяций.

Предположим, что функция цены c дифференцируема. Во избежание

введения дополнительных требований дифференцируемости на функцию

g введём обозначение z = gx. Поскольку g > 0, то в новых обозначениях

задача оптимального управления (34) при N = 1 примет вид:{∫ S

0

c(s)u(s)
z(s)

g(E, s)
ds− pc0 + cS

z(S)

g(E, S)

}
→ max

u
(54)

при условии, что выполняется

ż(s) = −µ(E, s) + u(s)

g(E, s)
· z(s), (55)

z(0)

g(E, 0)
=

∫ S

0

r(E, s)

(
z(s)

g(E, s)

)β
ds+ p, (56)

E =

∫ S

0

χ(s)
z(s)

g(E, s)
ds. (57)

В силу ограничений (A1)-(A3), каждому решению z системы (55)-

(57) будут соответствовать некоторые положительные величины z0 :=

z(0), E0.

45



Рассмотрим величины z0, E0 как положительные параметры. Для каж-

дой такой пары параметров будем решать новую оптимизационную зада-

чу (54),(55). Для её решения воспользуемся принципом максимума Понт-

рягина [16].

С этой целью выпишем функцию Гамильтона

H(z, u, λ, s, E0) = λ0c(s)u
z(s)

g(E0, s)
− λ(s)

(
µ(E0, s) + u

g(E0, s)

)
z(s)

где (λ0, λ(s)) – сопряжённые переменные. Согласно принципу максимума

Понтрягина, для оптимальности управления u∗ необходимо, чтобы суще-

ствовали не равные одновременно нулю число λ0 и функция λ(s) такие,

что:
ż∗ = −µ(E, s) + u∗(s)

g(E, s)
· z, z(0) := z0,

λ̇ = −λ0
c(s)

g(E, s)
u∗(s) + λ

µ(E, s) + u(s)

g(E, s)
, λ(S) = cS,

H(z∗(s), u∗(s), λ(s), s, E0) ≥ H(z∗(s), u, λ(s), s, E0),

(58)

для всех u ∈ [U1(s), U2(s)], s ∈ [0, S].

Покажем, что λ0 не может быть равной нулю. Действительно, если

преобразовать функционал (54) следующим образом∫ S

0

c(s)
z(s)

g(E, s)
u(s) ds+

(
cS

z(S)

g(E, S)
− cS

z0
g(E, S)

)
+ cS

z0
g(E, S)

=

=

∫ S

0

(
c(s)

z(s)

g(E, s)
u(s) +

cS
g(E, S)

ż(s)
)

ds+ cS
z0

g(E, S)︸ ︷︷ ︸
=const

,

то функция Гамильтона примет вид

H(z, u, λ, s, E0) = λ0

(
c(s)u

z(s)

g(E0, s)
+

cS
g(E, S)

ż(s)

)
−

− λ(s)

(
µ(E0, s) + u

g(E0, s)

)
z(s).

Если λ0 = 0, то сопряжённая переменная λ должна удовлетворять систе-
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ме уравнений 
λ̇ =

(
µ(E, s) + u(s)

g(E, s)

)
λ,

λ(S) = 0.

(59)

Поскольку коэффициенты g, µ и u ограничены и g > 0, то задача (59)

имеет единственное решение λ(s) ≡ 0. Следовательно, λ0 6= 0. Далее

полагаем λ0 = 1.

Из формы функции Гамильтона H следует, что для выполнения тре-

тьего условия в (58) – условия максимальности при фиксированных z0, E0,

– управление u∗ должно иметь следующий вид

u∗(s) :=


U1(s), W (s) < 0,

u ∈ [U1(s), U2(s)] , W (s) = 0,

U2(s), W (s) > 0.

(60)

ЗдесьW – функция переключения, которая определяется следующим об-

разом

W (s) := c(s)− λ(s), s ∈ [0, S]. (61)

Отметим, если дифференцируемая функция переключенияW не обра-

щается в ноль одновременно со своей производной, то получаемое управ-

ление будет релейного типа. Для возникновения сингулярного управления

необходимо, чтобы на некотором интервале выполнялось W = W ′ = 0.

После элементарных преобразований последнее условие примет вид

c(s) = λ(s),

ċ(s)g(E0, s) = c(s)µ(E0, s).

Поскольку коэффициенты g, µ и функция цены c получают с помощью

калибровки реальных данных, то одновременное выполнение двух послед-

них равенств на практике будет мало вероятным. Случай, когда эти два

равенства одновременно не выполняются, будем называть типичным.
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Таким образом, правило (60) в типичном случае является конструк-

тивным и позволяет найти управление для заданного E0 поскольку (60)

не зависит от z и z0. Следовательно, для решения оптимизационной за-

дачи можно построить управление u для заданного E0, а затем найти

соответствующее z0 из уравнения (56). Остаётся только найти значение

E, которое бы удовлетворяло уравнению (57).

Всё это позволяет предложить следующий алгоритм

Шаг 0: Находим максимально возможное значение E. Для этого до-

статочно найти решение z при E = 0 и u = 0 и вычислить правую часть

выражения (57), что и даст значение Emax. Зададим ε > 0, которое будет

ограничивать ошибку, с которой мы допускаем вычисление оптимального

значения E.

Шаг 1: Выбираем E0 из интервала [0, Emax].

Шаг 2: Находим решение λ сопряжённого уравнения (58). На каждом

шаге построения траектории сопряжённой переменной мы также вычис-

ляем значение функции переключения (61) и управление u по форму-

ле (60).

Шаг 3: Подставляем управление, которое было найдено на Шаге 2,

в первое уравнение системы (58) и находим решение z := z(s, E0) при

z(0, E0) = 1.

Шаг 4: Подставляем решение z := z(s, E0), найденное на Шаге 3,

в (56) и находим единственное положительное решение z0 из уравне-

ния (56).

Шаг 5: Проверяем точность найденного уровня конкуренции E0.

Если ∣∣∣∣∣∣E0 −
S∫

0

χ(s)
z0z(s, E0)

g(E, s)
ds

∣∣∣∣∣∣ < ε,

то сохраняем E и соответствующее управление u и переходим к шагу 1.
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Иначе переходим к шагу 1.

Шаг 6: Из полученных пар (u,E), выбираем те, на которых функци-

онал J принимает наибольшее значение.

Замечание 8. Выбор E0 в шаге 2 может быть реализован разделением

интервала [0, Emax] на K равных частей и последующем переборе узлов

разбиения.

Замечание 9. Данный алгоритм может быть модифицирован для случая

управления N популяциями с суммарной конкуренцией. Несмотря на то,

что теперь мы имеем дело с управлением системой дифференциальных

уравнений, перебор (шаг 2) будет осуществляться также по одному пара-

метру E.

3.2.1. Примеры.

В данном параграфе представлены примеры задач оптимального управ-

ления одной популяцией и их численные решения. Для численного реше-

ние задачи был написан солвер на языке Python. В солвере реализуется

комбинированный алгоритм решения оптимизационной задачи.

Пример 1: Рассмотрим модель, которая имеет следующие параметры,

удовлетворяющие условиям (A1)-(A3)

µ(E, s) =
3

10
s1/5 + 3E3/2, r(E, s) = 50e−E/10s3/2,

g(E, s) = e−E/10(10s+ 1)(2.1− s), χ(s) =
2π

4
s2

и примем максимальный размер S = 2, темп возобновления p = 1 и коэф-

фициент β = 1/2. Графики функций роста, возобновления и смертности

представлены на Рис. 5.
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Рис. 5. Функции роста, возобновления и смертности.

В качестве цен принимаются

c(s) = 10s3/10 − 5, c0 = 0, cS = 11.

График функции c изображён на Рис. 6.

Рис. 6. Функция цены c.
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Ограничения на управления возьмём постоянными U1 = 0, U2 = 1.

Применением комбинированного алгоритма к решению данной задачи бы-

ло получено следующее:

1) оптимальный уровень конкуренции E0 = 0.773. Из Рис. 7, на кото-

ром изборажена функция f(E)−E, где f(E) :=
∫ S
0 χ(s)x(s, E) ds, видно,

что оптимальный уровень существует и единственный.

Рис. 7. Поиск оптимального уровня E

2) оптимальное значение функционала выгоды: 12.348;

3) время выполнения вычислений: 17.792 сек.

Также, для оптимального уровня E0 на Рис. 8 изображены стационар-

ное распределение популяции x, сопряжённая переменная λ и функция

переключения W .

Вообще говоря, данный пример показывает, что стационарное распре-

деление не обязано быть убывающей функцией от размера s.
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Рис. 8. x−стационарное распределение популяции, λ−сопряжённая переменная,

W−функция переключения.

Полученное в этом примере оптимальное управление u∗ имеет одну

точку переключения (см. Рис. 9)

Рис. 9. Оптимальное управление u

Пример 2: Данный пример показывает, что оптимальное управление

может иметь более одной точки переключения. Рассмотрим модель, ко-
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торая имеет следующие удовлетворяющие ограничениям (A1)-(A3) па-

раметры

µ(E, s) =
3

10
s2/10 + 3E, r(E, s) = 10e−E/100,

g(E, s) =
6

10
e−3E/10 + (S − s) 2

10
, χ(s) =

2π

4
s2

и примем максимальный размер S = 2, темп возобновления p = 1 и коэф-

фициент β = 1/2. Графики функций роста, возобновления и смертности

представлены на Рис. 10.

Рис. 10. Функции роста, возобновления и смертности

В качестве цен принимаются

c(s) = 10(sin(8s)(s2 − 1) + 0.1), c0 = 0, cS = 11.
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Рис. 11. Функция цены c

Также положим, что ограничение на управление имеют вид

U1 =
2

10
| sin(s)|, U2 =

3

10
+ | sin(s)|.

Применением комбинированного алгоритма к решению данной задачи бы-

ло получено следующее:

1) оптимальный уровень конкуренции: E0 = 0.314. Из Рис. 12, на кото-

ром изборажена функция f(E)−E, где f(E) :=
∫ S
0 χ(s)x(s, E) ds, видно,

что оптимальный уровень существует и единственный.

2) оптимальное значение функционала выгоды: 1.480;

3) время выполнения вычислений: 27.686 сек.

Также, для оптимального уровня E0 на Рис. 13 изображены стационар-

ное распределение популяции x, сопряжённая переменная λ и функция

переключения W .
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Рис. 12. Поиск оптимального уровня E.

Рис. 13. x−стационарное распределение популяции, λ−сопряжённая переменная,

W−функция переключения.

Соответствующее оптимальное управление u∗ имеет четыре точки пе-

реключения (см. рис. 14)
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Рис. 14. Оптимальное управление u
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4. Заключение

В данной диссертационной работе при «естественных» ограничениях, на-

ложенных на параметры моделей, были получены следующие результаты:

• доказана теорема существования и единственности нетривиального

стационарного состояния в модели управления структурированной

по размеру популяцией с внутривидовой конкуренцией в симметрич-

ной форме;

• доказана теорема существования оптимального среди стационарных

состояния в модели управления структурированной по размеру по-

пуляцией с внутривидовой конкуренцией в симметричной форме и

найдено необходимое условие оптимальности;

• доказана теорема существования нетривиального стационарного со-

стояния в модели управления совокупностью двух структурирован-

ных популяций с векторной симметричной формой конкуренции и

единственность этого состояния при «маргинальном» превосходстве

по влиянию на развитие внутривидовой конкуренции над межвидо-

вой;

• доказана теорема существования оптимального среди стационарных

состояния в модели управления совокупностью двух структуриро-

ванных популяций с векторной симметричной формой конкуренции;

• доказана теорема существования оптимального среди стационарных

состояния для модели управления совокупностью нескольких струк-

турированных популяций со скалярной симметричной формой кон-

куренции.

Полученные результаты могут быть полезны как с теоретической точ-

ки зрения, при моделировании и анализе динамики конкретных эксплу-
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атируемых популяций, так и с практической, при разумной стратегии

управления эксплуатируемой популяцией.
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