
N,{ocKoBclKr1I"{ l,осударственныЁr чtтlтверс1.1:гст I]}{0HI1 \,I. В. ЛclrroiTclcoBir

На праваr рукопur)u

/й/r-
зАйцЕвА нАтАлья влАди}vII{ро вн{

ГЛАДКИЕ РЕШЕНИЯ ГИГIЕРБ ОЛИЧЕСКИХ
ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНО СТНЫХ

УРЛВНЕНИИ

01.01.02 - ;1rлфференцлIirjIьIIые ypaBI{eHllrtl диI{аNII,IL{еские систеN{ы

r,I оп,I1,1N4 a.],lbtlOe yl ipar]Jjel{ lle

!,иссертащия на соискание ученой степенLI

кандидата физико-математLIческих наук

Нау,lgоrri руководIlтеj]ь :

доктор с} излt Kc-l- п1 aTe]vl alгt{ 1{ес к Llx t{а,Vк 
)

А. Б. N,IypaBrrlrK

1\,{осква - 2022



Оглавление

Введение 4

Глава 1. Уравнения с суперпозициями операторов 14
§1.1. Уравнения с двумя несоизмеримыми сдвигами . . . . . . . . . . . 15

1.1.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 18
1.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 23
§1.2. Уравнения с n сдвигами общего вида . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.2.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 31
1.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 35

Глава 2. Уравнения с суммами операторов 38
§2.1. Уравнения с нелокальным потенциалом . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 40
2.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 43
§2.2. Уравнения с нелокальными потенциалами общего вида . . . . . . 44

2.2.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.2.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 46
2.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 50

2



Глава 3. Многомерные гиперболические уравнения 51
§3.1. Уравнения с суперпозициями операторов . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.1.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 55
3.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 60
§3.2. Уравнения с разнонаправленными сдвигами в старших производных 61

3.2.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 65
3.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 70
§3.3. Уравнения с нелокальными потенциалами общего вида . . . . . . 71

3.3.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 73
3.3.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 78
§3.4. Уравнения с разнонаправленными сдвигами в потенциалах . . . . 79

3.4.1. Построение решений уравнения . . . . . . . . . . . . . . . . 79
3.4.2. Существование классических решений . . . . . . . . . . . . 82
3.4.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-

нений, удовлетворяющих этому условию . . . . . . . . . . . 86

Литература 89

3



Введение

Теория задач для функционально-дифференциальных и, в частности, диффе-
ренциально-разностных уравнений представляет собой один из важных разде-
лов современной теории дифференциальных уравнений с частными производ-
ными. Это объясняется ее многочисленными приложениями: в механике дефор-
мируемого твердого тела при изучении упругопластических процессов, много-
слойных оболочек и пластин [56]; в релятивистской электродинамике [102, 107];
при исследовании процессов вихреобразования и формирования сложных ко-
герентных пятен; при решении некоторых задач, связанных с плазмой [72]; в
моделировании колебаний кристаллической решетки [36]; в задачах нелинейной
оптики [4, 45]; при исследовании нейронных сетей [69]; при изучении моделей
популяционной динамики в математической биологии, при исследовании эко-
логических и экономических процессов [14, 96, 97]; в широком спектре задач в
теории автоматического управления [13, 17]; при решении проблем оптимизации
лечения онкологических заболеваний [10] и др.

Впервые дифференциальное уравнение с оператором сдвига встречается в ра-
боте И. Бернулли [93] в задаче о невесомой натянутой струне конечной длины,
вдоль которой распределены равные и равноудаленные массы. По аналогии с из-
вестными на тот момент задачами механики он жестко ограничивал начальные
данные и смог получить лишь некоторые частные решения уравнения. Далее
уравнение с оператором сдвига встречается в работе Л. Эйлера [95] в геометри-
ческой задаче о нахождении линии, подобной своей эволюте.

С обыкновенным дифференциальным уравнением, описанным И. Бернулли,
математики XVIII века встретились при разработке теории звука, чем был вы-
зван большой интерес к нахождению его решений и последовало несколько сотен
работ, обзор которых в полной мере представлен в книге Г. Буркхардта [94].

Систематическое изучение уравнений с операторами сдвига было начато толь-
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ко с сороковых годов XX века, благодаря приложениям к теории автоматическо-
го управления и связано с работами А.Д. Мышкиса [49, 50, 51, 52], Э. Пинни [57],
Р. Беллмана и К.Л. Кука [2], Г.А. Каменского [27, 28, 29, 30, 31], Л.Э. Эльсголь-
ца [91, 92], Дж. Хейла [89].

Существенные результаты в исследовании задач для функционально-диф-
ференциальных уравнений различных классов были получены А.Л. Скубачев-
ским [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 103, 104, 105, 106], В.В. Вла-
совым [6, 7, 8, 9], А.Н. Зарубиным [15, 16, 17, 18, 19], А.Б. Муравником [38, 39,
40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 98, 99, 100], А.В. Разгулиным [62, 63, 64, 65, 101],
Л. Е. Россовским [66, 67, 68, 69, 70, 71], В.Ж. Сакбаевым [1, 26] и другими ав-
торами, на некоторые работы которых укажем ссылки [20, 37, 59, 60, 61, 88, 90].

Специальный класс функционально-дифференциальных уравнений составля-
ют дифференциально-разностные уравнения, теория краевых задач для кото-
рых продолжает развиваться.

В настоящее время достаточно полно исследованы задачи для эллиптических
дифференциально-разностных уравнений в ограниченных областях, разработ-
ка и развитие теории для которых принадлежит А.Л. Скубачевскому. Крае-
вые задачи для таких уравнений тесно связаны с нелокальными задачами для
эллиптических дифференциальных уравнений, внимание к которым привлек-
ла работа А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [3]. Согласно разработанной тео-
рии [105], нелокальные задачи для эллиптических уравнений связаны с краевы-
ми задачами в ограниченной областиQ ⊂ Rn для дифференциально-разностных
уравнений, содержащих сдвиги аргументов в старших производных, отобра-
жающих точки границы внутрь области. Наличие таких сдвигов в уравнении
приводит к появлению решений, гладкость которых может нарушаться внут-
ри области (даже при бесконечно дифференцируемых правых частях и беско-
нечно гладкой границе) и к принципиально новым свойствам решений. Были
получены необходимые и достаточные условия выполнения неравенства типа
Гординга; исследованы вопросы однозначной, фредгольмовой и нетеровой раз-
решимости в пространствах Соболева и весовых пространствах, а также глад-
кости обобщенных решений; подробно рассмотрены приложения эллиптических
дифференциально-разностных уравнений в механике деформируемого твердого
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тела.
Отметим также работы, продолжающие исследования сильно эллиптических

дифференциально-разностных уравнений в ограниченных областях: А.Л. Ску-
бачевского и Е.Л. Цветкова [80], Е.П. Ивановой [21, 22, 23, 24, 25], Д.А. Неве-
ровой [53, 54, 55], В. В. Лийко [34, 35].

В неограниченных областях задачи для эллиптических дифференциально-
разностных уравнений изучены в значительно меньшей степени. Обширное ис-
следование таких задач представлено в работах А.Б. Муравника. В частности, в
работах [45, 46, 100] рассматриваются сильно эллиптические уравнения с нело-
кальными потенциалами по одной из пространственных переменных, встречаю-
щиеся в моделях нелинейной оптики.

В работах [46, 47, 48] исследуются модельные задачи для многомерных эл-
липтических дифференциально-разностных уравнений в полупространстве.

Параболические уравнения с отклонениями по времени (или с переменными
запаздываниями) в старших производных были исследованы в работах В.В. Вла-
сова [6, 7]. Краевые задачи в ограниченных областях для параболических диф-
ференциально-разностных уравнений со сдвигами по пространственным перемен-
ным изучались в работах А.Л. Скубачевского, Р.В. Шамина и А.М. Селицкого
[73, 74, 83], А. Йаакбариеха и В.Ж. Сакбаева [26]. В случае же неограничен-
ной области задачи для таких уравнений были изучены в работах А.Б. Мурав-
ника [38, 39, 40, 41].

В работе А.Н. Зарубина [18] рассмотрена задача Коши для гиперболического
уравнения с запаздыванием, встречающимся при математическом моделирова-
нии процессов в средах с фрактальной геометрией [32].

В работах В.В. Власова и Д.А. Медведева [9], А. Акбари Фаллахи, А. Йа-
акбириеха и В.Ж. Сакбаева [1] гиперболические дифференциально-разностные
уравнения были исследованы для случая, когда операторы сдвига также дей-
ствуют по времени.

Классическая теория дифференциальных уравнений с частными производны-
ми строится, как показано, например, в книге [33], следующим образом: сначала
изучаются уравнения эллиптического типа, от которых затем переходят к пара-
болическим уравнениям, и наконец к уравнениям гиперболического типа. И ес-

6



ли, как уже было отмечено, эллиптические и параболические дифференциально-
разностные уравнения в настоящее время изучены в достаточной полной мере
— глубоко и подробно, то исследованию гиперболических дифференциально-
разностных уравнений посвящено совсем незначительное число работ, и в тех,
что известны, операторы сдвига действуют по времени.

Диссертационная работа посвящена исследованию в полуплоскости и полу-
пространстве гиперболических дифференциально-разностных уравнений, содер-
жащих операторы сдвига по пространственным переменным и построению их
решений. Причем интересовать нас будут классические решения.

Определение. Функция u(x, t) называется классическим решением уравне-
ния, если в каждой точке полуплоскости (полупространстве) существуют клас-
сические, т. е. определенные в смысле пределов отношений конечных разностей,
производные utt и uxx (utt и uxjxj , j = 1, n), и в каждой точке этой полуплоскости
(этого полупространства) выполняется указанное уравнение.

Целью работы является построение гладких решений двумерных и мно-
гомерных гиперболических дифференциально-разностных уравнений, содержа-
щих суперпозиции дифференциальных операторов и операторов сдвига, дей-
ствующих по пространственным переменным, и содержащих суммы дифферен-
циальных операторов и операторов сдвига, действующих по пространственным
переменным.

Диссертация состоит из введения, трех основных глав, которые, в свою оче-
редь, делятся на параграфы и пункты. В заключении приводится список лите-
ратуры.

Во введении дается исторический обзор, приводятся исследуемые уравнения,
кратко формулируются основные результаты.

В первой главе в полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) рассматриваются ги-
перболические дифференциально-разностные уравнения, содержащие суперпо-
зиции дифференциальных операторов и операторов сдвига по пространственной
переменной, изменяющейся на всей вещественной оси. А именно уравнения:

∂2u(x, t)

∂t2
= a1

∂2u(x− h1, t)
∂x2

+ a2
∂2u(x− h2, t)

∂x2
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и
∂2u(x, t)

∂t2
=

n∑
j=1

aj
∂2u(x− hj, t)

∂x2
.

Коэффициенты и сдвиги в уравнениях — заданные вещественные числа, при-
чем на сдвиги никакие условия соизмеримости не накладываются.

Природа физических задач, приводящих к таким уравнениям, принципиально
отличается от задач для классических уравнений математической физики.

Для построения решений уравнений использовалась классическая операци-
онная схема, согласно которой к уравнению формально применяются сначала
прямое, а затем обратное преобразования Фурье. Однако, если в классическом
случае применение преобразования Фурье приводит к исследованию полино-
мов относительно двойственной переменной, то в данном случае, с учетом то-
го, что в образах Фурье оператор сдвига является мультипликатором, символ
дифференциально-разностного оператора представляет собой уже не полином, а
комбинацию степенной функции и тригонометрических функций с несоизмери-
мыми аргументами. Это приводит к вычислительным трудностям и совершенно
иным эффектам в решении.

Основными результатами главы 1 являются теоремы 1.1.1 и 1.2.1, свидетель-
ствующие о том, что необходимым условием существования гладких решений
таких уравнений является условие положительности вещественной части сим-
вола оператора сдвига в уравнениях.

Получены достаточные условия на коэффициенты и сдвиги уравнений для
существования гладких решений этих уравнений.

При этом был получен неожиданный результат, что для существования глад-
ких решений уравнений, содержащих суперпозиции дифференциальных опера-
торов и операторов сдвига (если их несколько), одна из старших производных
по пространственной переменной должна иметь сдвиг, равный нулю.

Случай уравнения с одним единственным нелокальным слагаемым, т.е. урав-
нения

∂2u(x, t)

∂t2
= a

∂2u(x− h, t)
∂x2

(0.1)

оказался особым.
Необходимым условием существования классических решений для него ока-
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залось только условие положительности коэффициента уравнения, о чем свиде-
тельствует теорема 1.1.2.

Для этого уравнения также построено однопараметрическое семейство реше-
ний.

Во второй главе в полуплоскости (x, t) ∈ R1×(0,+∞) исследуются дифферен-
циально-разностные уравнения, содержащие суммы дифференциальных опера-
торов и операторов сдвига:

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
− b u(x− h, t) (0.2)

и
∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
−

n∑
k=1

bku(x− hk, t), (0.3)

в которых все коэффициенты и сдвиги — заданные вещественные числа.
Хорошо известны задачи математической физики, приводящие к классиче-

ским гиперболическим уравнениям с частными производными, которые, помимо
производных, содержат искомую функцию или потенциал. Примером является
уравнение малых колебаний тяжелой однородной нити с закрепленным верхним
концом около своего вертикального положения равновесия.

При изучении электрических колебаний в проводах уравнение для силы то-
ка (или уравнение для напряжения) содержит неизвестную функцию, если не
пренебрегать потерями (утечкой) через изоляцию проводов и величиной сопро-
тивления.

Распространение электрических колебаний описывается телеграфными урав-
нениями. Можно ввести акустические аналоги сопротивления и утечки — трение
газа о стенки сосуда и пористость среды, соответственно, и получить гипербо-
лические уравнения с классическим потенциалом.

Решения гиперболического уравнения utt−a2uxx+c u = 0, в которых фазовая
скорость гармонических волн зависит от частоты, то есть описывают дисперсию
волн, получаются при коэффициенте c 6= 0 в уравнении.

В уравнениях, рассматриваемых в главе 2 потенциалы являются нелокальны-
ми, так как все вещественные сдвиги не являются бесконечно малыми величи-
нами и могут принимать сколь угодно большие значения. Отметим также, что
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операторы сдвига не являются подчиненными по отношению к дифференциаль-
ному оператору.

Решения уравнений построены с помощью операционной схемы. Доказана
теорема 2.1.1, что при выполнении условия

a2ξ2 + b cos (hξ) > 0

для всех ξ ∈ R1 построенные решения уравнения (0.2) являются классическими.
В доказанной теореме 2.2.1 говорится о том, что если выполняется условие

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ) > 0

для всех ξ ∈ R1, то построенные решения уравнения (0.3) являются гладкими
(классическими).

Приведены классы уравнений, для которых указанные условия выполнены.

Третья глава посвящена исследованию вопроса существования гладких реше-
ний в полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} гиперболических дифференциально-
разностных уравнений двух типов.

Первый тип — уравнения, содержащие суперпозиции вторых производных и
операторов сдвига по любым пространственным координатным направлениям:

utt(x, t) = a2
n∑
j=1

uxjxj(x, t) +
n∑
j=1

bjuxjxj(x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn, t)

и

utt(x, t) = a2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)+

+
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjuxjxj(x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn, t).

Второй рассмотренный тип — уравнения, содержащие сдвиги в потенциалах,
также действующие по всем направлениям:

utt(x, t) = c2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)−
n∑
j=1

dju(x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn, t)
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и

utt(x, t) = c2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)−
n∑
j=1

mj∑
k=1

djku(x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn, t).

Все коэффициенты и сдвиги в уравнениях — заданные вещественные числа.
Никакие условия соизмеримости на сдвиги не накладываются.

Для всех приведенных уравнений построены трехпараметрические семейства
решений. Теоремы 3.1.1, 3.2.1, 3.3.1 и 3.4.1 доказывают, что полученные решения
являются классическими.

Нумерация формул принята своя в каждой главе и параграфе. Первая цифра
номера формулы означает главу.

Нумерация теорем, следствий и замечаний — своя в каждом параграфе. Пер-
вая цифра номера означает главу, следующая — номер параграфа и третья —
номер теоремы в данном параграфе.

Таким образом, на защиту выносятся следующие результаты:

• Существование гладких решений в полуплоскости двумерных гиперболиче-
ских дифференциально-разностных уравнений, содержащих суперпозиции
дифференциальных операторов и операторов сдвига, действующих по про-
странственной переменной, изменяющейся на всей вещественной оси.

• Существование гладких решений в полуплоскости двумерных гиперболиче-
ских дифференциально-разностных уравнений, содержащих суммы диффе-
ренциальных операторов и операторов сдвига, действующих по простран-
ственной переменной, принимающей все вещественные значения.

• Существование гладких решений в полупространстве многомерных гипер-
болических дифференциально-разностных уравнений, содержащих супер-
позиции и суммы дифференциальных операторов и операторов сдвига, дей-
ствующих по пространственным переменным, принимающим все действи-
тельные значения.

• Для уравнений, рассматриваемых в работе, получены достаточные условия
на коэффициенты и сдвиги в уравнениях, гарантирующие существование
семейств гладких решений.
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Результаты диссертационной работы докладывались автором и обсуждались

• на научных семинарах Математического института имени С.М. Николь-
ского Российского университета дружбы народов по дифференциальным и
функционально-дифференциальным уравнениям под руководством профес-
сора А.Л. Скубачевсого;

• на научно-исследовательских семинарах факультета вычислительной мате-
матики и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова ”Спектральная тео-
рия дифференциальных операторов и актуальные проблемы математиче-
ской физики“ под руководством академика Е.И. Моисеева и профессора
И.С. Ломова;

• на математическом семинаре Белгородского государственного национально-
го исследовательского университета под руководством профессоров В.Б. Ва-
сильева, С.М. Ситника и А.П. Солдатова;

• на научном семинаре кафедры высшей математики Московского физико-
технического института (национального исследовательского университета)
под руководством профессора В.П. Бурского;

• на научном семинаре ”Интегральные уравнения“ кафедры математического
анализа механико-математического факультета МГУ имени М.В. Ломоно-
сова под руководством профессора Е.А. Бадерко;

• на научном семинаре кафедры математического анализа механико-математи-
ческого факультета МГУ имени М.В. Ломоносова под руководством про-
фессора В.В. Власова;

• на научном семинаре ”Обратные задачи математической физики и есте-
ствознания“ МГУ имени М.В. Ломоносова под руководством академика
В.А. Садовничего и профессора А.И. Прилепко;

• на научном семинаре ”Нелинейный анализ и его приложения“ кафедры функ-
ционального анализа и его приложений Владимирского государственного
университета имени Александра Григорьевича и Николая Григорьевича Сто-
летовых под руководством профессоров М.С. Беспалова, А.А. Давыдова,
В.И. Данченко и Л.И. Родиной,
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а также на следующих всероссийских и международных конференциях:

1. XXX Крымская осенняя математическая школа-симпозиум по спектраль-
ным и эволюционным задачам (КРОМШ-2019) (Крым, пос. Батилиман,
Россия, 17 – 29 сентября 2019 г.);

2. XXМеждународная Саратовская зимняя школа ”Современные проблемы тео-
рии функций и их приложения“ (Саратов, Россия, 28 января – 1 февраля
2020 г.);

3. XXXIII Международная конференция ”Современные методы теории крае-
вых задач“: Воронежская весенняя математическая школа ”Понтрягинские
чтения - XXXI“ (Воронеж, Россия, 3 – 9 мая 2020 г.);

4. Научная конференция, посвященная памяти академика А.Н. Тихонова ”Ти-
хоновские чтения – 2020“ (Москва, Россия, 26 – 31 октября 2020 г.);

5. Международная научная конференция ”Уфимская осенняя математическая
школа – 2020“ (Уфа, Россия, 11 – 14 ноября 2020 г.);

6. Республиканская научная конференция с участием зарубежных ученых ”Со-
временные методы математической физики и их приложения“ (Ташкент,
Узбекистан, 17 – 18 ноября 2020 г.);

7. XIX Всероссийская научная школа-конференция ”Лобачевские чтения —
2020“ (Казань, Россия, 1 – 4 декабря 2020 г.);

8. XXXIV Международная конференция ”Современные методы теории крае-
вых задач“: Воронежская весенняя математическая школа ”Понтрягинские
чтения - XXXII“ (Воронеж, Россия, 3 – 9 мая 2021 г.);

9. XXXV Международная конференция ”Современные методы теории крае-
вых задач“: Воронежская весенняя математическая школа ”Понтрягинские
чтения - XXXIII“ (Воронеж, Россия, 3 – 9 мая 2021 г.).

Основные результаты диссертации опубликованы в работах автора [108, 109,
110, 111, 112, 113].
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Глава 1. Уравнения с суперпозициями
операторов

В этой главе в полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) координатной плоскости
Oxt (для определенности считаем систему координат Oxt правой) с помощью
классической операционной схемы построено однопараметрическое семейство
гладких решений двумерного гиперболического дифференциально-разностного
уравнения, содержащего суперпозиции дифференциальных операторов и опера-
торов сдвига по пространственной переменной, изменяющейся на всей действи-
тельной оси.

Согласно операционной схеме к уравнению формально применяются сначала
прямое, а затем обратное преобразования Фурье. Однако, если в классическом
случае применение преобразования Фурье приводит к исследованию полино-
мов относительно двойственной переменной, то в данном случае, с учетом то-
го, что в образах Фурье оператор сдвига является мультипликатором, символ
дифференциально-разностного оператора представляет собой уже не полином,
а комбинации степенных и тригонометрических функций. Это привело к вычис-
лительным трудностям и совершенно иным эффектам в решении.

Доказана теорема, что полученные решения являются классическими при
всех значениях действительного параметра, если вещественная часть символа
оператора сдвига положительна. Приведены классы уравнений, для которых
указанное условие выполнено.

Для частного случая рассматриваемого уравнения (уравнения с одним сдви-
гом по пространственной переменной) построено семейство решений и показано,
что и оно является классическим. Однако, в данном случае требование положи-
тельности вещественной части символа оператора сдвига не требуется.

В этой же главе в полуплоскости (x, t) ∈ R1× (0,+∞) с помощью операцион-
ной схемы построено однопараметрическое семейство гладких решений гипербо-
лического дифференциально-разностного уравнения, содержащего n суперпози-
ций дифференциальных операторов и операторов сдвига по пространственной



переменной, изменяющейся на всей действительной оси. Искомая функция, удо-
влетворяющая уравнению рассматривается в (n+1) различной точке полуплос-
кости.

Вообще говоря, данная схема приводит к решениям в смысле обобщенных
функций. Однако, в данном случае удалось доказать, что полученные решения
являются классическими.

Доказана теорема, что полученные решения являются классическими, если
вещественная часть символа оператора сдвига, входящего в уравнение, положи-
тельна. Приведены классы уравнений, для которых указанное условие выпол-
нено.

§1.1. Уравнения с двумя несоизмеримыми сдвигами

1.1.1. Построение решений уравнения.

В полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) рассмотрим уравнение

∂2u(x, t)

∂t2
= a1

∂2u(x− h1, t)
∂x2

+ a2
∂2u(x− h2, t)

∂x2
, (1.1)

где aj, hj (j = 1, 2) — заданные вещественные числа, причем на параметры h1

и h2 не накладывается никаких условий соизмеримости.
Для нахождения решений уравнения (1.1) используем классическую опера-

ционную схему Гельфанда—Шилова (см. [11, §10]). Вообще говоря, эта схема
приводит к решениям в смысле обобщенных функций, однако в данном случае
удается доказать, что найденные решения являются классическими, т. е. явля-
ются функциями, у которых все производные, входящие в уравнение (указанные
производные понимаются в классическом смысле, т. е. как пределы соответству-
ющих отношений конечных разностей), существуют в каждой точке полуплос-
кости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) и уравнение (1.1) выполняется для них в каждой
точке этой полуплоскости.

Итак, наряду с уравнением (1.1), рассмотрим уравнение

∂2E(x, t)

∂t2
− a1

∂2E(x− h1, t)
∂x2

− a2
∂2E(x− h2, t)

∂x2
= δ(x, t), (1.2)
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где δ(x, t) — δ-функция Дирака.
Применив к (1.2) преобразование Фурье Fx := F (формально), переходим к

двойственной переменной ξ и, учитывая, что оператор сдвига, так же, как и
дифференциальные операторы, является мультипликатором Фурье, а именно,

F [f(x− h)] = eihξF [f ],

получаем (согласно указанной операционной схеме) начальную задачу

Z ′′(t) +
(
a1e

ih1ξ + a2e
ih2ξ
)
ξ2Z(t) = 0,

Z(0) = 0,

Z ′(0) = 1,

решение которой определяется по формуле

Z(t) =
sin
√
a1eih1ξ + a2eih2ξ ξt√
a1eih1ξ + a2eih2ξ ξ

. (1.3)

Введем для удобства в дальнейших вычислениях функции

ρ(ξ) :=
[
a21 + a22 + 2a1a2 cos ((h1 − h2)ξ)

]1/4 (1.4)

и
θ(ξ) :=

1

2
arctg

a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)
. (1.5)

Отметим, что функция ρ(ξ) корректно определена при всех вещественных зна-
чениях aj, hj (j = 1, 2) и ξ.

Теперь преобразуем подкоренное выражение функции (1.3) следующим обра-
зом:

a1e
ih1ξ + a2e

ih2ξ =

= (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)) + i(a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) =

=
√
a21 + a22 + 2a1a2 cos ((h1 − h2)ξ)×

× e
i arctg

a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ) = ρ2(ξ)e2i θ(ξ).

Таким образом, функция (1.3) принимает следующий вид:

Z(t) =
sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

.
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Применим к последнему выражению обратное преобразование Фурье F−1ξ

(формально) и получим

1

2π

+∞∫
−∞

sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

e−iξxdξ =

=
1

2π

 0∫
−∞

sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

e−iξxdξ +

+∞∫
0

sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

e−iξxdξ

 =

=
1

2π

 +∞∫
0

sin
(
tξρ(ξ)e−i θ(ξ)

)
ξρ(ξ)e−i θ(ξ)

eiξxdξ+

+∞∫
0

sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

e−iξxdξ

 =

=
1

2π

+∞∫
0

sin
(
tξρ(ξ)e−i θ(ξ)

)
ξρ(ξ)

ei(θ(ξ)+ξx)+
sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)

e−i(θ(ξ)+ξx)

 dξ.
Преобразуем подынтегральную функцию, предварительно обозначив для удоб-
ства вычислений следующие функции:

α := tξρ(ξ) cos θ(ξ), β := i tξρ(ξ) sin θ(ξ), γ := θ(ξ) + ξx. (1.6)

Получим

sin
(
tξρ(ξ)e−i θ(ξ)

)
ξρ(ξ)

ei(θ(ξ)+ξx) +
sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)

e−i(θ(ξ)+ξx) =

=
sinα cos β − cosα sin β

ρ(ξ)ξ
(cos γ + i sin γ)+

+
sinα cos β + cosα sin β

ρ(ξ)ξ
(cos γ − i sin γ) =

= 2
sinα cos β cos γ − i cosα sin β sin γ

ρ(ξ)ξ
. (1.7)

Далее преобразуем функции

cos β = cos (i tξρ(ξ) sin θ(ξ)) = ch (ϕ) ,

sin β = sin (i tξρ(ξ) sin θ(ξ)) = i sh (ϕ) ,

где
ϕ := tξρ(ξ) sin θ(ξ). (1.8)
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В результате из (1.7) получим

2
sinα cos β cos γ − i cosα sin β sin γ

ρ(ξ)ξ
=

= 2
sinα ch(ϕ) cos γ + cosα sh(ϕ) sin γ

ρ(ξ)ξ
=

=
sinα cos γ (eϕ + e−ϕ) + cosα sin γ (eϕ − e−ϕ)

ρ(ξ)ξ
=

=
(sinα cos γ + cosα sin γ) eϕ + (sinα cos γ − cosα sin γ) e−ϕ

ρ(ξ)ξ
=

=
sin (α + γ)eϕ + sin (α− γ)e−ϕ

ρ(ξ)ξ
.

Таким образом с учетом формул (1.6) и (1.7) результатом обратного преобра-
зования Фурье F−1ξ является выражение

1

2π

+∞∫
0

[
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)

ρ(ξ)ξ
eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)

ρ(ξ)ξ
e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)

]
dξ.

Отсюда сделаем вывод, что гладкие решения уравнения (1.1) следует искать
в виде

G(x, t; ξ) := sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ). (1.9)

То, что последняя формула дает семейство гладких решений уравнения (1.1),
доказывается в следующем разделе.

1.1.2. Существование классических решений.

Теорема 1.1.1. Если выполняется неравенство

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ) > 0 (1.10)

для любого вещественного ξ, то функция G(x, t; ξ), определенная формулой
(1.9), удовлетворяет уравнению (1.1) при любом вещественном значении па-
раметра ξ.
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Доказательство. Подставим непосредственно функцию (1.9) в уравнение
(1.1). Сначала вычислим

Gt(x, t; ξ) = ρ(ξ)ξ [cos θ(ξ) cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)+

+ sin θ(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)] eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ ρ(ξ)ξ [cos θ(ξ) cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)−
− sin θ(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)] e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ) =

= ρ(ξ)ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ ρ(ξ)ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ).

Теперь найдем

Gtt(x, t; ξ) = −ρ2(ξ)ξ2 [cos θ(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + ξx)−
− sin θ(ξ) cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + ξx)] eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−
− ρ2(ξ)ξ2 [cos θ(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− ξx)+

+ sin θ(ξ) cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− ξx)] e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ) =
= −ρ2(ξ)ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−

− ρ2(ξ)ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ).

Производные по пространственной переменной вычисляются следующим обра-
зом:

Gx(x, t; ξ) = ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + xξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−
− ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− xξ)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ);

Gxx(x, t; ξ) = −ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + xξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−
− ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− xξ)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ).

Отсюда получим

Gxx(x− hj, t; ξ) =
= −ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−

− ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ)e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ).
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Подставив найденные производные в уравнение (1.1), видим, что мы должны
доказать равенство

− ξ2
[
ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)
]
=

= −ξ2a1
[
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h1ξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h1ξ)e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)

]
−

− ξ2a2
[
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h2ξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h2ξ)e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)

]
,

т. е. равенство

ρ2(ξ)
[
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)
]
=

= [a1 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h1ξ)+
+a2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h2ξ)] eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ [a1 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h1ξ)+

+a2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h2ξ)] e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ). (1.11)

Равенство (1.11) выполняется, если выполняются тождества:

ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx) =

= a1 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h1ξ)+
+ a2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− h2ξ) (1.12)

и

ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx) =
= a1 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h1ξ)+

+ a2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ h2ξ). (1.13)
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Проверим справедливость первого из них. Введем для удобства в дальнейших
вычислениях обозначение

ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx =: ϕ = ϕ(x, t, ξ)

и преобразуем правую часть равенства (1.12) следующим образом:

a1 sin (ϕ+ (2θ(ξ)− h1ξ)) + a2 sin (ϕ+ (2θ(ξ)− h2ξ)) =
= a1[sinϕ cos (2θ(ξ)− h1ξ) + cosϕ sin (2θ(ξ)− h1ξ)]+
+ a2[sinϕ cos (2θ(ξ)− h2ξ) + cosϕ sin (2θ(ξ)− h2ξ)] =
= a1[sinϕ(cos 2θ(ξ) cos (h1ξ) + sin 2θ(ξ) sin (h1ξ))+

+ cosϕ(sin 2θ(ξ) cos (h1ξ)− cos 2θ(ξ) sin (h1ξ))]+

+ a2[sinϕ(cos 2θ(ξ) cos (h2ξ) + sin 2θ(ξ) sin (h2ξ))+

+ cosϕ(sin 2θ(ξ) cos (h2ξ)− cos 2θ(ξ) sin (h2ξ))] =

= (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)) sinϕ cos 2θ(ξ)+

+ (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) sinϕ sin 2θ(ξ)+

+ (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)) cosϕ sin 2θ(ξ)−
− (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) cosϕ cos 2θ(ξ). (1.14)

Теперь с учетом ρ(ξ) и (1.5) и использовав соотношения

arctg x = arccos
1√

1 + x2
= arcsin

x√
1 + x2

,

преобразуем функции cos 2θ(ξ) и sin 2θ(ξ), возникшие в выражении (1.14), сле-
дующим образом:

cos 2θ(ξ) = cos

(
arctg

a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)

)
=

=
1√

1 +
(
a1 sin (h1ξ)+a2 sin (h2ξ)
a1 cos (h1ξ)+a2 cos (h2ξ)

)2 =

=

√
(a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))2√
a21 + a22 + 2a1a2 cos (h1 − h2)ξ

=
|a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)|

ρ2(ξ)
,
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sin 2θ(ξ) = sin

(
arctg

a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)

)
=

=
(a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ))|a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)|

(a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))ρ2(ξ)
.

По условию теоремы неравенство (1.10) справедливо для любого вещественно-
го ξ, а значит, имеют место соотношения

cos 2θ(ξ) =
a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)

ρ2(ξ)
,

sin 2θ(ξ) =
a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)

ρ2(ξ)
.

Подставив найденные cos 2θ(ξ) и sin 2θ(ξ) в выражение (1.14), получим

ρ−2(ξ)[(a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))
2 sinϕ+

+ (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ))
2 sinϕ+

+ (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))(a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) cosϕ−
−(a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))(a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) cosϕ] =

= ρ−2(ξ)[(a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ))
2+

+ (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ))
2] sinϕ =

= ρ−2(ξ)
[
a21 + a22 + 2a1a2 cos (h1 − h2)ξ

]
sinϕ =

= ρ−2(ξ)ρ4(ξ) sinϕ = ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx).

Тем самым, справедливость равенства (1.12) доказана.
Для доказательства равенства (1.13) введем обозначение

ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx =: ψ = ψ(x, t, ξ)

и проведем преобразования в правой части формулы (1.13).
В результате получим соотношение

a1 sin (ψ − (2θ(ξ)− h1ξ)) + a2 sin (ψ − (2θ(ξ)− h2ξ)) =
= (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)) sinψ cos 2θ(ξ)+

+ (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) sinψ sin 2θ(ξ)−
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− (a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ)) cosψ sin 2θ(ξ)+

+ (a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)) cosψ cos 2θ(ξ) =

= ρ−2(ξ)
[
a21 + a22 + 2a1a2 cos (h1 − h2)ξ

]
sinψ =

= ρ−2(ξ)ρ4(ξ) sinψ =

= ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx),

что доказывает справедливость равенства (1.13), а следовательно, и равен-
ства (1.11).

Таким образом, при выполнении условия (1.10) при любом вещественном зна-
чении ξ функция (1.9) удовлетворяет уравнению (1.1) в классическом смысле
при любом вещественном значении параметра ξ. Теорема доказана.

Если ослабить условие теоремы, разрешив неравенству (1.10) нарушаться на
некоторых подмножествах вещественной оси, то, полностью повторив рассуж-
дения, приведенные в доказательстве теоремы, получим справедливость следу-
ющего утверждения.

Следствие 1.1.1. Функция G(x, t; ξ), определенная формулой (1.9), удовле-
творяет уравнению (1.1) при любом вещественном значении параметра ξ, для
которого выполнено неравенство (1.10).

Замечание 1.1.1. Если неравенство (1.10) выполнено, то знаменатель в фор-
муле (1.5) в ноль не обращается, а значит, в условиях теоремы и следствия любое
решение, представляемое формулой (1.9), действительно является гладким.

1.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Дифференциально-разностный оператор, содержащийся в правой части урав-
нения (1.1), представляет собой суперпозицию дифференциального оператора
D2
x и оператора сдвига R, действующего следующим образом:

Ru(x, t) = a1u(x− h1, t) + a2u(x− h2, t).

Его символ равен

a1 cos (h1ξ) + a2 cos (h2ξ) + i(a1 sin (h1ξ) + a2 sin (h2ξ)),
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т. е. неравенство (1.10) означает положительность вещественной части символа
оператора R в точке ξ. Таким образом, условие теоремы равносильно условию
положительности вещественной части символа оператора сдвига, содержащего-
ся в уравнении (1.1), на всей вещественной оси (см. [105, §8-9] и [41, разд. 1.6]).

Возникает естественный вопрос о том, для каких уравнений указанное усло-
вие положительности вещественной части символа оператора сдвига выполня-
ется.

Предположим, что в уравнении (1.1) все aj 6= 0 и hj 6= 0, j = 1, 2.
Обозначив h̃j = hj/2 (j = 1, 2), получим, что неравенство (1.10) равносильно

неравенству
2a1 cos

2 (h̃1ξ) + 2a2 cos
2 (h̃2ξ) > a1 + a2. (1.15)

Для знаков коэффициентов a1 и a2 возможны следующие четыре случая:

1. Пусть a1 > 0, a2 > 0. Зафиксируем ξ = π/(2h̃2). Тогда cos2 (h̃2ξ) = 0, а
cos2 (h̃1ξ) не больше единицы. При выбранном ξ, поскольку a1 > 0, левая
часть неравенства (1.15) не больше 2a1, а значит, должно выполняться нера-
венство 2a1 > a1+ a2, т. е. a1 > a2. При выборе значения ξ = π/(2h̃1) анало-
гично получим обратное неравенство a2 > a1. Следовательно, при a1 > 0 и
a2 > 0 неравенство (1.15), а значит, и неравенство (1.10) выполняться при
всех ξ ∈ R1 не могут.

2. Пусть a1 < 0, a2 < 0. Возьмем ξ = π/h̃2. Тогда cos2 (h̃2ξ) = 1, а cos2 (h̃1ξ)

неотрицателен. Поэтому при этом ξ, поскольку a1 < 0, левая часть нера-
венства (1.15) не больше 2a2, а значит, должно выполняться неравенство
2a2 > a1 + a2, т. е. a2 > a1. Взяв ξ = π/h̃1, аналогично получим обратное
неравенство a1 > a2. Следовательно, и при a1 < 0, a2 < 0 равносильные
неравенства (1.10) и (1.15) выполняться при всех ξ ∈ R1 не могут.

3. Пусть теперь a1 > 0, a2 < 0. Возьмем ξ = π/(2h̃1). Тогда cos2 (h̃1ξ) = 0, а
значит, левая часть неравенства (1.15), поскольку a2 < 0, не положительна,
поэтому a1 + a2 < 0. Если взять ξ = π/h̃2, тогда cos2 (h̃2ξ) = 0, а зна-
чит, левая часть неравенства (1.15), поскольку a1 > 0, не больше 2a1 + 2a2.
Поэтому должно выполняться неравенство 2a1 + 2a2 > a1 + a2, т. е. нера-
венство a1 + a2 > 0, обратное установленному. Следовательно, при a1 > 0 и
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a2 < 0 неравенство (1.15), а значит, и неравенство (1.10) выполняться при
всех ξ ∈ R1 не могут.

4. a1 < 0, a2 > 0. Этот случай рассматривается так же, как и случай 3.

Таким образом мы доказали, что если ни один из параметров a1, a2 и h1, h2 не
равен нулю, то выполнение условия (1.10) теоремы при всех ξ ∈ R1 невозможно.

Рассмотрим теперь уравнения вида (1.1), в которых один из сдвигов равен ну-
лю, а модуль коэффициента при оставшемся (единственном) нелокальном сла-
гаемом не превосходит коэффициента при первом слагаемом в правой части,
т. е. уравнения вида

∂2u(x, t)

∂t2
= a1

∂2u(x, t)

∂x2
+ a2

∂2u(x− h, t)
∂x2

. (1.16)

Для уравнений из этого класса символ соответствующего оператора сдвига
равен

a1 + a2 cos (hξ) + a2i sin (hξ),

а значит, условие теоремы примет вид a1 + a2 cos (hξ) > 0.

Следствие 1.1.2. Если выполняется неравенство a1 + a2 cos (hξ) > 0 при
всех вещественных ξ, то функция (1.9), у которой

ρ(ξ) :=
[
a21 + a22 + 2a1a2 cos (hξ)

]1/4 (1.17)

и
θ(ξ) :=

1

2
arctg

a2 sin (hξ)

a1 + a2 cos (hξ)
, (1.18)

является классическим решением уравнения (1.16).

Для доказательства функцию (1.9) с видоизмененными выражениями (1.17)
и (1.18) подставляем по аналогии с теоремой 1.1.1 непосредственно в уравнение
(1.16) и убеждаемся, что она ему удовлетворяет.

Условие a1 + a2 cos (hξ) > 0 выполняется при всех вещественных ξ, если ко-
эффициенты уравнения удовлетворяют неравенству |a2| < a1.

Пусть теперь в уравнении (1.1) в ноль обращается не один из сдвигов, а один
из коэффициентов в правой части. В этом случае уравнение принимает вид

∂2u(x, t)

∂t2
= a

∂2u(x− h, t)
∂x2

, (1.19)
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а однопараметрическое семейство его решений — вид:

G(x, t; ξ) = sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+ sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 . (1.20)

Этот случай — особый: здесь условие положительности вещественной части
символа оператора сдвига не накладывается, а для существования функции
G(x, t; ξ) при любом вещественном значении параметра достаточно положитель-
ности (единственного) коэффициента в правой части уравнения.

Докажем это утверждение.

Теорема 1.1.2. Если коэффициент a > 0, то, независимо от веществен-
ного значения h, функция (1.20) является гладким (классическим) решением
уравнения (1.19) при любом вещественном значении ξ.

Доказательство. Подставим непосредственно функцию (1.20) в уравнение
(1.19). Для этого вычислим производные.

Gx(x, t; ξ) = ξ cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− ξ cos
[(√

a t cos
hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 ;

Gxx(x, t; ξ) = −ξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− ξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 ,

откуда имеем

Gxx(x− h, t; ξ) = −ξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
+ x− h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− ξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
− x+ h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 . (1.21)

Теперь вычислим производные по времени.
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Gt(x, t; ξ) =
√
a ξ cos

hξ

2
cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+
√
a ξ sin

hξ

2
sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+
√
a ξ cos

hξ

2
cos

[(√
a t cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 −

−
√
a ξ sin

hξ

2
sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 =

=
√
a ξ

(
cos

hξ

2
· cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
+

+ sin
hξ

2
· sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

])
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+
√
a ξ

(
cos

hξ

2
· cos

[(√
a t cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
+

+ sin
hξ

2
· sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

])
e−
√
a ξt sin hξ

2 =

=
√
a ξ cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+
√
a ξ cos

[(√
a t cos

hξ

2
− x

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 ;

Gtt(x, t; ξ) = −aξ2 cos
hξ

2
· sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 +

+ aξ2 sin
hξ

2
· cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− aξ2 cos hξ
2
· sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 −

− aξ2 sin hξ
2
· cos

[(√
a t cos

hξ

2
− x

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 =

= −aξ2
(
sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x

)
ξ

]
· cos hξ

2
−

− cos

[(√
a t cos

hξ

2
+ x

)
ξ

]
· sin hξ

2

)
e
√
a ξt sin hξ

2 −
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− aξ2
(
sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x

)
ξ

]
· cos hξ

2
+

+cos

[(√
a t cos

hξ

2
− x

)
ξ

]
· sin hξ

2

)
e−
√
a ξt sin hξ

2 =

= −aξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
+ x− h

2

)
ξ

]
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− aξ2 sin
[(√

a t cos
hξ

2
− x+ h

2

)
ξ

]
e−
√
a ξt sin hξ

2 . (1.22)

Подставим найденные производные (1.21) и (1.22) в уравнение (1.19):

Gtt(x, t; ξ)− aGxx(x− h, t; ξ) =

= −aξ2
(
sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x− h

2

)
ξ

]
−

− sin

[(√
a t cos

hξ

2
+ x− h

2

)
ξ

])
e
√
a ξt sin hξ

2 −

− aξ2
(
sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x+ h

2

)
ξ

]
−

− sin

[(√
a t cos

hξ

2
− x+ h

2

)
ξ

])
e−
√
a ξt sin hξ

2 = 0.

Теорема доказана.
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§1.2. Уравнения с n сдвигами общего вида

1.2.1. Построение решений уравнения.

Рассмотрим в полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) уравнение

∂2u(x, t)

∂t2
=

n∑
j=1

aj
∂2u(x− hj, t)

∂x2
, (1.23)

где aj и hj (j = 1, n) — заданные вещественные числа, на сдвиги hj никакие
условия соизмеримости не накладываются.

Положим, что для любого значения ξ ∈ R1 выполняется неравенство
n∑
j=1

aj cos (hjξ) > 0, (1.24)

что равносильно условию положительности вещественной части символа опера-
тора сдвига в уравнении.

Используем для построения решений уравнения (1.23) операционную схему,
согласно которой после формального применения к уравнению преобразования
Фурье Fx := F и с учетом формулы F [f(x− h)] = eihξF [f ] рассмотрим следую-
щую задачу:

Z ′′(t) + ξ2
n∑
j=1

aje
ihjξ Z(t) = 0, (1.25)

Z(0) = 0, Z ′(0) = 1. (1.26)

Характеристическое уравнение, соответствующее уравнению (1.25), имеет
корни

k1,2 = ±i ξ

√√√√ n∑
j=1

ajeihjξ.

Тогда общее решение уравнения (1.25) имеет вид

Z(t) = C1(ξ) cos

tξ
√√√√ n∑

j=1

ajeihjξ

+ C2(ξ) sin

tξ
√√√√ n∑

j=1

ajeihjξ

,
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где C1(ξ) и C2(ξ) — произвольные постоянные, зависящие от параметра ξ.
Подставив последнее выражение в начальные условия (1.26), найдем значения

констант

C1(ξ) = 0, C2(ξ) = ξ

√√√√ n∑
j=1

ajeihjξ.

В результате получили решение задачи (1.25), (1.26):

Z(t) =

sin

(
tξ

√
n∑
j=1

ajeihjξ

)

ξ

√
n∑
j=1

ajeihjξ
. (1.27)

Для удобства в дальнейших вычислениях введем функции

ρ(ξ) :=


 n∑

j=1

aj cos (hjξ)

2

+

 n∑
j=1

aj sin (hjξ)

2

1/4

, (1.28)

θ(ξ) :=
1

2
arctg

n∑
j=1

aj sin (hjξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)
. (1.29)

Отметим, что при выполнении условия (1.24) функции (1.28) и (1.29) при всех
значениях aj, hj (j = 1, n) и ξ определены корректно.

Теперь преобразуем подкоренное выражение в формуле (1.27) следующим об-
разом:

n∑
j=1

aje
ihjξ =

n∑
j=1

aj(cos (hjξ) + i sin (hjξ)) =

=
n∑
j=1

aj cos (hjξ) + i
n∑
j=1

aj sin (hjξ) =

=

√√√√√
 n∑

j=1

aj cos (hjξ)

2

+

 n∑
j=1

aj sin (hjξ)

2

×
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×exp

i arctg
n∑
j=1

aj sin (hjξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)

 = ρ2(ξ)ei 2θ(ξ).

Таким образом, функция (1.27) принимает вид

Z(t) =
sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

.

Применим к последнему выражению обратное преобразование Фурье F−1ξ и
проведем преобразования как в п. 1.1.1 главы §1.1. В результате получим

1

2π

+∞∫
−∞

sin
(
tξρ(ξ)ei θ(ξ)

)
ξρ(ξ)ei θ(ξ)

e−iξxdξ =

=
1

2π

+∞∫
0

[
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)

ρ(ξ)ξ
eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+
sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)

ρ(ξ)ξ
e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)

]
dξ.

Из полученного интегрального выражения выберем следующее однопарамет-
рическое семейство функций:

G(x, t; ξ) := sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ). (1.30)

В следующем пункте покажем, что формула (1.30) определяет семейство глад-
ких классических решений уравнения (1.23).

1.2.2. Существование классических решений.
Теорема 1.2.1. При выполнении условия (1.24) функция (1.30) удовлетво-

ряет уравнению (1.23) при любом вещественном значении параметра ξ.
Доказательство. Вычислим сначала производные

Gt(x, t; ξ) = ρ(ξ)ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ ρ(ξ)ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ),
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Gtt(x, t; ξ) = −ρ2(ξ)ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−
− ρ2(ξ)ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ). (1.31)

Из (1.30) будем иметь

G(x− hj, t; ξ) = sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+
+ sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ)e

−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ).

Теперь найдем частные производные по пространственной переменной.

Gx(x− hj, t; ξ) =
= ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−

− ξ cos (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ)e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ),

Gxx(x− hj, t; ξ) =
= −ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)−

− ξ2 sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ)e
−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ). (1.32)

Подставив (1.31) и (1.32) в уравнение (1.23), получим

ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+ ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ) =

= eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ)+

+ e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ). (1.33)

Равенство (1.33) выполняется, если выполняются следующие тождества:

ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx) =

=
n∑
j=1

aj sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx− hjξ), (1.34)
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ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx) =

=
n∑
j=1

aj sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx+ hjξ). (1.35)

Проверим справедливость формулы (1.34). Найдем сначала

cos 2θ(ξ) = cos arctg

n∑
j=1

aj sin (hjξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)
=

1√√√√√1 +

 n∑
j=1

aj sin (hjξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)

2
=

=

∣∣∣∣∣ n∑j=1
aj cos (hjξ)

∣∣∣∣∣√√√√( n∑
j=1

aj cos (hjξ)

)2

+

(
n∑
j=1

aj sin (hjξ)

)2
=

∣∣∣∣∣ n∑j=1
aj cos (hjξ)

∣∣∣∣∣
ρ2(ξ)

. (1.36)

В силу условия (1.24) из последнего выражения получим

cos 2θ(ξ) =

∣∣∣∣∣ n∑j=1
aj cos (hjξ)

∣∣∣∣∣
ρ2(ξ)

=

n∑
j=1

aj cos (hjξ)

ρ2(ξ)
. (1.37)

Теперь вычислим

sin 2θ(ξ) = sin arctg

n∑
j=1

aj sin (hjξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)
=

(
n∑
j=1

aj sin (hjξ)

) ∣∣∣∣∣ n∑j=1
aj cos (hjξ)

∣∣∣∣∣(
n∑
j=1

aj cos (hjξ)

)
ρ2(ξ)

.

И с учетом условия (1.24) из последнего выражения получим

sin 2θ(ξ) =

(
n∑
j=1

aj sin (hjξ)

) ∣∣∣∣∣ n∑j=1
aj cos (hjξ)

∣∣∣∣∣(
n∑
j=1

aj cos (hjξ)

)
ρ2(ξ)

=

n∑
j=1

aj sin (hjξ)

ρ2(ξ)
. (1.38)
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Введем для удобства в дальнейших вычислениях обозначение

ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx =: ϕ,

и с учетом выражений (1.37) и (1.38) преобразуем правую часть (1.34):

n∑
j=1

aj sin (ϕ+ (2θ(ξ)− hjξ)) =

= sinϕ cos 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ) + sinϕ sin 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ)+

+ cosϕ sin 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ)− cosϕ cos 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ) =

=
sinϕ

ρ2(ξ)

 n∑
j=1

aj cos (hjξ)

2

+
sinϕ

ρ2(ξ)

 n∑
j=1

aj sin (hjξ)

2

+

+
cosϕ

ρ2(ξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ)−

− cosϕ

ρ2(ξ)

n∑
j=1

aj sin (hjξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ) =

= ρ2(ξ) sinϕ = ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ) + ξx).

Таким образом, справедливость равенства (1.34) доказана.
Для доказательства формулы (1.35) введем обозначение

ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx =: ψ

и проведем преобразования в правой части (1.35).
С учетом (1.37) и (1.38) в результате получим
n∑
j=1

aj sin (ψ − (2θ(ξ)− hjξ)) =

= sinψ cos 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ) + sinψ sin 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ)−
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− cosψ sin 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ) + cosψ cos 2θ(ξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ) =

=
sinψ

ρ2(ξ)

 n∑
j=1

aj cos (hjξ)

2

+
sinψ

ρ2(ξ)

 n∑
j=1

aj sin (hjξ)

2

−

− cosψ

ρ2(ξ)

n∑
j=1

aj sin (hjξ)
n∑
j=1

aj cos (hjξ)+

+
cosψ

ρ2(ξ)

n∑
j=1

aj cos (hjξ)
n∑
j=1

aj sin (hjξ) =

= ρ2(ξ) sinψ = ρ2(ξ) sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ)− ξx).

Тем самым, показана справедливость тождества (1.35). Теорема доказана.

1.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Выясним при каких коэффициентах в уравнении (1.23) выполняется условие
условие теоремы (1.24).

Пусть в уравнении (1.23) все aj 6= 0 и hj 6= 0 (j = 1, n).
Обозначим h̃j = hj/2 и воспользуемся формулой

cos (hjξ) = cos (2h̃jξ) = 2 cos2 (h̃jξ)− 1, j = 1, n.

Тогда условие (1.24) равносильно неравенству

2
n∑
j=1

aj cos
2 (h̃jξ) >

n∑
j=1

aj. (1.39)

Рассмотрим следующие возможные случаи.

1. aj > 0, hj 6= 0, j = 1, n.

Возьмем значение ξ = π/(2h̃1), тогда cos2 (h̃1ξ) = 0, а все остальные значе-
ния cos2 (h̃kξ) ≤ 1, k = 2, n. Получаем, что левая часть неравенства (1.39)

не превосходит 2
n∑
k=2

ak, то есть из (1.39) имеем

2a2 + 2a3 + 2a4 + . . .+ 2an−1 + 2an > a1 + a2 + a3 + a4 + . . .+ an−1 + an
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или
a2 + [a3 + a4 + . . .+ an−1 + an] > a1.

Пусть теперь ξ = π/(2h̃2), тогда из (1.39) получим

a1 + [a3 + a4 + . . .+ an−1 + an] > a2.

Очевидно, что при a1 > 0 и a2 > 0 последние два неравенства противоречат
друг другу.

Следовательно, при всех aj > 0 (j = 1, n) условие (1.39), а значит, и нера-
венство (1.24) выполняться при всех ξ ∈ R1 не могут.

2. a1 > 0, a2, a3, . . . , an < 0, hj 6= 0, j = 1, n.

Возьмем ξ = π/h̃2, тогда cos2 (h̃2ξ) = 1. Так как a1 > 0, a2, a3, . . . , an < 0,
то левая часть неравенства (1.39) не превосходит 2a1+2a2, то есть из (1.39)
будем иметь

2a1 + 2a2 > a1 + a2 + a3 + a4 + . . .+ an−1 + an,

откуда
a1 + a2 > a3 + [a4 + . . .+ an−1 + an].

Выберем теперь значение ξ = π/h̃3, тогда из (1.39) получим неравенство

a1 + a3 > a2 + [a4 + . . .+ an−1 + an],

обратное, установленному выше.

Таким образом, при a1 > 0, a2, a3, . . . , an < 0 и hj 6= 0 (j = 1, n) неравенства
(1.39) и (1.24) выполняться при всех ξ ∈ R1 также не могут.

3. a1, a2 > 0, a3, . . . , an < 0, hj 6= 0, j = 1, n.

Этот случай рассматривается аналогично случаю 2. Если выбрать значения
ξ = π/h̃3, а затем ξ = π/h̃4, то получим два неравенства

(a1 + a2) + a3 > a4 + [a5 + . . .+ an−1 + an],

(a1 + a2) + a4 > a3 + [a5 + . . .+ an−1 + an],

противоречащие друг другу.

36



Аналогично рассматриваются и все случаи, когда число положительных ко-
эффициентов в уравнении увеличивается на единицу, а число отрицатель-
ных становится на единицу меньше. Во всех этих случаях неравенства (1.39)
и (1.24) выполняться при всех ξ ∈ R1 не могут.

4. aj < 0, hj 6= 0, j = 1, n.

Если ξ = π/h̃1, то cos2 (h̃1ξ) = 1, а cos2 (h̃kξ) ≥ 0, k = 2, n, и левая часть
(1.39) не превосходит 2a1, то есть

2a1 > a1 + a2 + a3 + . . .+ an−1 + an

или
a1 > a2 + [a3 + . . .+ an−1 + an].

При ξ = π/h̃2 получим неравенство

a2 > a1 + [a3 + . . .+ an−1 + an],

противоречащее неравенству, полученному выше. Тем самым, мы показали,
что при всех aj < 0 и hj 6= 0 (j = 1, n) неравенства (1.39) и (1.24) для всех
ξ ∈ R1 не выполняются.

Остается рассмотреть единственный класс уравнений (1.23) с n слагаемыми
в правой части, когда один из сдвигов равен нулю, пусть для определенности
h1 = 0. Тогда уравнение принимает вид

∂2u(x, t)

∂t2
= a1

∂2u(x, t)

∂x2
+

n∑
j=2

aj
∂2u(x− hj, t)

∂x2
. (1.40)

Следствие 1.2.1. Если a1 >
n∑
j=2
|aj|, то условие теоремы

a1 +
n∑
j=2

aj cos (hjξ) > 0

для уравнения (1.40) выполняется.
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Глава 2. Уравнения с суммами операторов
В этой главе в области (x, t) ∈ R1×(0,+∞) рассматривается двумерное гипер-

болическое дифференциально-разностное уравнение, содержащее сумму диффе-
ренциального оператора и оператора сдвига по пространственной переменной,
изменяющейся на всей вещественной оси. Другими словами уравнение содержит
один нелокальный потенциал.

С помощью операционной схемы построено трехпараметрическое семейство
решений. Доказана теорема, что если выполняется условие, связывающее ко-
эффициенты и сдвиг уравнения, то построенные решения являются гладкими.
Приведены классы уравнений, для которых указанное условие теоремы выпол-
нено.

В следующем параграфе этой главы в области (x, t) ∈ R1× (0,+∞) рассмат-
ривается двумерное гиперболическое дифференциально-разностное уравнение,
содержащее сумму дифференциального оператора и операторы сдвига по про-
странственной переменной, изменяющейся на всей вещественной оси (т.е. содер-
жит n нелокальных потенциалов), все сдвиги в которых — произвольные веще-
ственные величины, никакие условия соизмеримости на них не накладываются.
Это является наиболее общим случаем.

Для уравнения построено трехпараметрическое семейство решений. Доказа-
на теорема, что что если выполняется условие, связывающее коэффициенты
и сдвиги уравнения, то построенные решения являются гладкими. Приведены
классы уравнений, для которых указанные условия выполнены. Получены со-
отношения на коэффициенты и сдвиги в уравнении, выполнение которых гаран-
тирует требуемое теоремой условие.



§2.1. Уравнения с нелокальным потенциалом

2.1.1. Построение решений уравнения.

В данном параграфе в полуплоскости (x, t) ∈ R1×(0,+∞) рассмотрим гипер-
болическое дифференциально-разностное уравнение, содержащее сумму диффе-
ренциального оператора и оператора сдвига по пространственной переменной

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
− b u(x− h, t), (2.1)

где a, b, h 6= 0 — заданные вещественные числа.
Применив к равенству (2.1) преобразование Фурье Fx, перейдем к двойствен-

ной переменной ξ, и с учетом формул

Fx[∂
α
x∂

β
t f ] = (−iξ)α∂βt Fx[f ], Fx[f(x− h)] = eihξFx[f ],

получим для функции û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t) обыкновенное дифференциальное
уравнение

d2û(ξ, t)

dt2
= −

(
a2ξ2 + b eihξ

)
û(ξ, t), ξ ∈ (−∞,+∞), (2.2)

характеристическое уравнение которого имеет корни

k1,2 = ±
√
− (a2ξ2 + b eihξ) = ± i

√
a2ξ2 + b eihξ = ± iρ(ξ)ei ϕ(ξ),

где обозначены функции

ρ(ξ) :=
[(
a2ξ2 + b cos (hξ)

)2
+ b2 sin2 (hξ)

]1/4
, (2.3)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

b sin (hξ)

a2ξ2 + b cos (hξ)
. (2.4)

Таким образом, общее решение уравнения (2.2) определяется по формуле

û(ξ, t) = C1(ξ)e
itρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] + C2(ξ)e

−itρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] =

= C1(ξ)e
−tρ(ξ)[sinϕ(ξ)−i cosϕ(ξ)] + C2(ξ)e

tρ(ξ)[sinϕ(ξ)−i cosϕ(ξ)],
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где C1(ξ) и C2(ξ) — произвольные постоянные, зависящие от параметра ξ. По-
ложим C1(ξ) = 1 и C2(ξ) = 0, тогда из последнего равенства будем иметь

û(ξ, t) = e−tG1(ξ)eitG2(ξ), (2.5)

где
G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ). (2.6)

Применив к равенству (2.5) обратное преобразование Фурье F−1ξ , получим

u(x, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ)eitG2(ξ)e−ixξdξ =
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−xξ)dξ =

=
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)dξ +
i

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)dξ. (2.7)

Следует отметить, что, формально применив прямое Fx и обратное F−1ξ преоб-
разования Фурье, мы при построении классических решений нашего уравнения
не задаемся вопросом об обосновании сходимости интегралов в выражении (2.7).

2.1.2. Существование классических решений.
Докажем следующую теорему.
Теорема 2.1.1. При выполнении условия

a2ξ2 + b cos (hξ) > 0 (2.8)

для всех ξ ∈ R1 функции

F (x, t; ξ) := e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ), (2.9)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ), (2.10)

где G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (2.6), удовлетворяют уравне-
нию (2.1) в классическом смысле.

Доказательство. Отметим сначала, что при выполнении условия (2.8)
функции (2.9) и (2.10) являются гладкими, так как входящие в них G1(ξ) и
G2(ξ) определены корректно.

Подставим сначала функцию (2.9) непосредственно в уравнение (2.1). Для
этого найдем
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Fx(x, t; ξ) = ξe−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

Fxx(x, t; ξ) = −ξ2e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Ft(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)−G2(ξ)e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

Ftt(x, t; ξ) = G2
1(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)+
+G1(ξ)G2(ξ)e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)+
+G1(ξ)G2(ξ)e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−
−G2

2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ) =

=
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)+

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ). (2.11)

С учетом (2.6) будем иметь

2G1(ξ)G2(ξ) = ρ2(ξ) sin 2ϕ(ξ).

Так как аргумент ϕ(ξ) определяется выражением (2.4), то имеет место неравен-
ство |2ϕ(ξ)| < π/2, и следовательно cos 2ϕ(ξ) > 0. Тогда справедливо следующее
соотношение

sin 2ϕ(ξ) =
tg 2ϕ(ξ)√

1 + tg2 2ϕ(ξ)
=

= tg

(
arctg

b sin (hξ)

a2ξ2 + b cos (hξ)

)
×

×
[
1 + tg2

(
arctg

b sin (hξ)

a2ξ2 + b cos (hξ)

)]−1/2
=

=
b sin (hξ)

a2ξ2 + b cos (hξ)

[
1 +

b2 sin2 (hξ)

(a2ξ2 + b cos (hξ))2

]−1/2
=

=
b sin (hξ)

a2ξ2 + b cos (hξ)

[ (
a2ξ2 + b cos (hξ)

)2
(a2ξ2 + b cos (hξ))2 + b2 sin2 (hξ)

]1/2
.
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В силу условия (2.8) и формулы (2.3) из последнего равенства получим

sin 2ϕ(ξ) =
b sin (hξ)

ρ2(ξ)
,

откуда следует
2G1(ξ)G2(ξ) = b sin (hξ).

При установленном выполнении неравенства cos 2ϕ(ξ) > 0 и условии (2.8)
вычислим теперь

G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = ρ2(ξ)
[
sin2 ϕ(ξ)− cos2 ϕ(ξ)

]
=

= −ρ2(ξ) cos 2ϕ(ξ) = − ρ2(ξ)√
1 + tg2 2ϕ(ξ)

=

= −ρ2(ξ)
[ (

a2ξ2 + b cos (hξ)
)2

(a2ξ2 + b cos (hξ))2 + b2 sin2 (hξ)

]1/2
= −a2ξ2 − b cos (hξ).

С учетом найденных выражений G2
1(ξ) − G2

2(ξ) и 2G1(ξ)G2(ξ) из равенства
(2.11) получим

Ftt(x, t; ξ) = −
(
a2ξ2 + b cos (hξ)

)
e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)+

+ b sin (hξ)e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ).

Подставив найденные производные Ftt и Fxx в уравнение (2.1), будем иметь

Ftt(x, t; ξ)− a2Fxx(x, t; ξ) =
= −be−tG1(ξ) [cos (tG2(ξ)− xξ) cos (hξ)− sin (tG2(ξ)− xξ) sin (hξ)] =

= −be−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ + hξ) = −bF (x− h, t; ξ),

что доказывает утверждение теоремы для семейства функций F (x, t; ξ) при лю-
бом вещественном значении параметра ξ.

Аналогично проверим, что и функция (2.10) удовлетворяет уравнению (2.1)
в каждой точке полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞).

Вычислим
Hx(x, t; ξ) = −ξe−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Hxx(x, t; ξ) = −ξ2e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),
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Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ) +G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Htt(x, t; ξ) = G2
1(ξ)e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−
−G1(ξ)G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)−
−G1(ξ)G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)−
−G2

2(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ) =[

G2
1(ξ)−G2

2(ξ)
]
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ) =

= −
(
a2ξ2 + b cos (hξ)

)
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−
− b sin (hξ)e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ).

Подставив производные Htt и Hxx в уравнение (2.1), получим

Htt(x, t; ξ)− a2Hxx(x, t; ξ) =

= −be−tG1(ξ) [sin (tG2(ξ)− xξ) cos (hξ) + cos (tG2(ξ)− xξ) sin (hξ)] =
= −be−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ + hξ) = −bH(x− h, t; ξ).

Теорема доказана.

Следствие 2.1.1. При выполнении условия (2.8) семейство функций

G(x, t;α, β, ξ) := α e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ) + β e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

где G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (2.6), удовлетворяет уравне-
нию (2.1) в классическом смысле при любых вещественных значениях пара-
метров α, β и ξ.

2.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Выясним теперь, какому соотношению должны удовлетворять коэффициенты
уравнения a, b и сдвиг h, чтобы выполнялось условие (2.8) для любого веще-
ственного значения ξ.
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Рассмотрим функцию a2ξ2 + b cos (hξ) при ξ ∈ [0,+∞). Производная этой
функции равна

2a2ξ − bh sin (hξ) = 2a2ξ

(
1− bh2

2a2
sin (hξ)

hξ

)
.

Так как sin (hξ)/hξ → 1 при ξ → 0 и sin (hξ)/hξ → 0 при ξ → +∞, то произ-
водная неотрицательна на промежутке ξ ∈ [0,+∞) при выполнении условия

0 < b ≤ 2a2

h2
, (2.12)

тогда функция a2ξ2+b cos (hξ) при ξ ∈ [0,+∞) неубывает и принимает наимень-
шее значение, равное b > 0. В силу четности функции, это значение является
наименьшим для всех вещественных ξ ∈ (−∞,+∞). Тем самым мы показали,
что условие (2.8), при котором справедлива теорема, выполняется, если коэф-
фициенты уравнения a, b и сдвиг h удовлетворяют соотношению (2.12).

§2.2. Уравнения с нелокальными потенциалами общего вида

2.2.1. Построение решений уравнения.

Пусть a, bk, hk (k = 1, n) — заданные вещественные числа. В полуплоско-
сти (x, t) ∈ R1 × (0,+∞) рассмотрим гиперболическое уравнение, содержащее
сумму дифференциального оператора и операторов сдвига по пространственной
переменной

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
−

n∑
k=1

bku(x− hk, t), (2.13)

Все сдвиги hk (k = 1, n) в уравнении — произвольные величины.
В рассматриваемом уравнении (2.13) потенциалы являются нелокальными,

так как все вещественные сдвиги hk (k = 1, n) не являются бесконечно малыми
величинами и могут принимать сколь угодно большие значения. Отметим так-
же, что оператор сдвига не является подчиненным по отношению к дифферен-
циальному оператору. Уравнение (2.13) связывает значения искомой функции
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u в (n + 1)-ой различной точке полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞), что прин-
ципиально отличает дифференциально-разностные уравнения от классических
уравнений математической физики.

Для нахождения решений уравнения (2.13) применим к нему преобразование
Фурье Fx и получим для функции

û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t)

обыкновенное дифференциальное уравнение

d2û(ξ, t)

dt2
= −

(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bke
ihkξ

)
û(ξ, t), ξ ∈ R1, (2.14)

характеристическое уравнение которого имеет корни

k1,2 = ± i

√√√√a2ξ2 +
n∑
k=1

bkeihkξ = ± iρ(ξ)ei ϕ(ξ),

где введены обозначения

ρ(ξ) :=

(a2ξ2 + n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2

+

(
n∑
k=1

bk sin (hkξ)

)2
1/4

, (2.15)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ)
. (2.16)

Таким образом, общее решение уравнения (2.14) определяется по формуле

û(ξ, t) = C1(ξ)e
itρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] + C2(ξ)e

−itρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)]

= C1(ξ)e
−tρ(ξ)[sinϕ(ξ)−i cosϕ(ξ)] + C2(ξ)e

tρ(ξ)[sinϕ(ξ)−i cosϕ(ξ)],

где C1(ξ), C2(ξ) — произвольные постоянные, зависящие от параметра ξ. По-
ложив значения констант C1(ξ) = 1, C2(ξ) = 0, из последнего равенства будем
иметь

û(ξ, t) = e−tG1(ξ)eitG2(ξ), (2.17)

где введены обозначения

G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ). (2.18)
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Применив к равенству (2.17) обратное преобразование Фурье F−1ξ , получим
выражение

u(x, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ)eitG2(ξ)e−ixξdξ =
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−xξ)dξ =

=
1

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)dξ +
i

2π

+∞∫
−∞

e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)dξ. (2.19)

2.2.2. Существование классических решений.
Теорема 2.2.1. При выполнении условия

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ) > 0 (2.20)

для всех ξ ∈ R1 функции

F (x, t; ξ) := e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ), (2.21)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ), (2.22)

где G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (2.18), удовлетворяют уравне-
нию (2.13) в классическом смысле.

Доказательство. Отметим сначала, что при выполнении условия (2.20)
функции (2.15) и (2.16), а значит, и функции (2.18) определены корректно для
любых вещественных значений параметров a, bk, hk (k = 1, n) и ξ. Что обеспе-
чивает гладкость рассматриваемых функций (2.21) и (2.22).

Подставим сначала функцию (2.21) в уравнение (2.13). Для этого найдем

Fx(x, t; ξ) = ξe−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

Fxx(x, t; ξ) = −ξ2e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Ft(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)−G2(ξ)e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

Ftt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)+

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ). (2.23)
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С учетом (2.18) будем иметь 2G1(ξ)G2(ξ) = ρ2(ξ) sin 2ϕ(ξ). Так как аргумент
ϕ(ξ) определяется выражением (2.16), то имеет место неравенство |2ϕ(ξ)| < π/2,
а, следовательно cos 2ϕ(ξ) > 0.

Тогда выполняются равенства√
cos2 2ϕ(ξ) = | cos 2ϕ(ξ)| = cos 2ϕ(ξ)

и справедливо следующее соотношение

sin 2ϕ(ξ) =
tg 2ϕ(ξ)√

1 + tg2 2ϕ(ξ)
=

= tg

arctg

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ)

×

×

1 + tg2

arctg

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ)



−1/2

=

=

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ)

1 +
(

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

)2

(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2


−1/2

=

=

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ)
×


(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2

(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2

+

(
n∑
k=1

bk sin (hkξ)

)2


1/2

.

В силу условия (2.20) и формулы (2.15) из последнего равенства получим

sin 2ϕ(ξ) =

n∑
k=1

bk sin (hkξ)

ρ2(ξ)
,

откуда следует

2G1(ξ)G2(ξ) =
n∑
k=1

bk sin (hkξ).

При установленном выполнении неравенства cos 2ϕ(ξ) > 0 и условии (2.20)
вычислим теперь
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G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = ρ2(ξ)
[
sin2 ϕ(ξ)− cos2 ϕ(ξ)

]
=

= −ρ2(ξ) cos 2ϕ(ξ) = − ρ2(ξ)√
1 + tg2 2ϕ(ξ)

=

= −ρ2(ξ)


(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2

(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)2

+

(
n∑
k=1

bk sin (hkξ)

)2


1/2

=

= −a2ξ2 −
n∑
k=1

bk cos (hkξ).

С учетом найденных выражений G2
1(ξ) − G2

2(ξ) и 2G1(ξ)G2(ξ) из равенства
(2.23) получим

Ftt(x, t; ξ) =

= −
(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)
e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ)+

+
n∑
k=1

bk sin (hkξ) · e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ).

Подставив найденные производные Ftt и Fxx в уравнение (2.13), будем иметь

Ftt(x, t; ξ)− a2Fxx(x, t; ξ) =

= −e−tG1(ξ)

[
cos (tG2(ξ)− xξ) ·

n∑
k=1

bk cos (hkξ)−

− sin (tG2(ξ)− xξ) ·
n∑
k=1

bk sin (hkξ)

]
=

= −e−tG1(ξ)
n∑
k=1

bk[cos (tG2(ξ)− xξ) · cos (hkξ)− sin (tG2(ξ)− xξ) · sin (hkξ)] =

= −e−tG1(ξ)
n∑
k=1

bk cos (tG2(ξ)− xξ + hkξ) = −
n∑
k=1

bkF (x− hk, t; ξ),

что доказывает утверждение теоремы для семейства функций F (x, t; ξ) при лю-
бом вещественном значении параметра ξ.
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Аналогично проверим, что и функция (2.22) удовлетворяет уравнению (2.13)
в каждой точке полуплоскости (x, t) ∈ R1 × (0,+∞). Вычислим

Hx(x, t; ξ) = −ξe−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Hxx(x, t; ξ) = −ξ2e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),

Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ) +G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ),

Htt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ) =

= −
(
a2ξ2 +

n∑
k=1

bk cos (hkξ)

)
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ)−

−
n∑
k=1

bk sin (hkξ) · e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ).

Подставив производные Htt и Hxx в уравнение (2.13), получим

Htt(x, t; ξ)− a2Hxx(x, t; ξ) =

= −e−tG1(ξ)

[
sin (tG2(ξ)− xξ) ·

n∑
k=1

bk cos (hkξ)+

+ cos (tG2(ξ)− xξ) ·
n∑
k=1

bk sin (hkξ)

]
=

= −e−tG1(ξ)
n∑
k=1

bk[sin (tG2(ξ)− xξ) · cos (hkξ) + cos (tG2(ξ)− xξ) · sin (hkξ)] =

= −e−tG1(ξ)
n∑
k=1

bk sin (tG2(ξ)− xξ + hkξ) = −
n∑
k=1

bkH(x− hk, t; ξ).

Теорема доказана.

Следствие 2.2.1. При выполнении условия (2.20) семейство функций

G(x, t;α, β, ξ) := α e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− xξ) + β e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− xξ),
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где G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (2.18), удовлетворяет уравне-
нию (2.13) в классическом смысле для любых вещественных значений пара-
метров α, β и ξ.

2.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Выясним теперь, каким соотношениям должны удовлетворять коэффициенты
уравнения a, bk и сдвиги hk (k = 1, n), чтобы выполнялось условие (2.20) для
любого вещественного значения ξ.

Положив в (2.20) значение ξ = 0, очевидно, получим неравенство
n∑
k=1

bk > 0. (2.24)

Рассмотрим функцию a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ) при ξ ∈ (0,+∞). Производная

этой функции равна

2a2ξ −
n∑
k=1

bkhk sin (hkξ) = 2a2ξ

(
1−

n∑
k=1

bkh
2
k

2a2
sin (hkξ)

hkξ

)
.

Так как sin (hξ)/hξ < 1 при любом ξ ∈ (0,+∞), то справедливо неравенство

1−
n∑
k=1

bkh
2
k

2a2
sin (hkξ)

hkξ
> 1−

n∑
k=1

bkh
2
k

2a2
,

откуда делаем вывод, что производная положительна на промежутке ξ ∈
(0,+∞) при выполнении условия

2a2 ≥
n∑
k=1

bkh
2
k. (2.25)

Тогда функция a2ξ2 +
n∑
k=1

bk cos (hkξ) при ξ ∈ (0,+∞) возрастает, а при ξ ∈

[0,+∞) принимает наименьшее значение, равное
n∑
k=1

bk > 0.

В силу четности функции, это значение является наименьшим для всех ве-
щественных ξ ∈ (−∞,+∞). Тем самым мы показали, что условие (2.20), при
котором справедлива теорема, выполняется, если коэффициенты уравнения a,
bk и сдвиги hk (k = 1, n) удовлетворяют соотношениям (2.24) и (2.25).
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Глава 3. Многомерные гиперболические
уравнения

В данной главе в полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} исследуется вопрос
существования гладких решений двух гиперболических уравнений, содержащих
суперпозиции дифференциальных операторов и операторов сдвига по любым
(пространственным) координатным направлениям.

Для этих уравнений построены трехпараметрические семейства решений. До-
казаны теоремы, что полученные решения являются классическими при выпол-
нении определенных условий на коэффициенты и сдвиги уравнений.

Приведены классы уравнений, для которых эти условия выполнены.
Затем в полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} исследуется вопрос

существования гладких решений двух гиперболических дифференциально-
разностных уравнений, содержащих суммы дифференциальных операторов и
операторов сдвига по каждой из пространственных переменных.

Для этих уравнений с помощью операционной схемы также построены трех-
параметрические семейства решений. Доказаны теоремы, что полученные ре-
шения являются классическими при выполнении условий, в которые включены
все коэффициенты и разнонаправленные сдвиги уравнений.

Также приведены классы уравнений, для которых условия теоремы выпол-
нены.

§3.1. Уравнения с суперпозициями операторов

3.1.1. Построение решений уравнения.

Рассмотрим в полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} многомерное гипербо-
лическое уравнение



utt(x, t) = a2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)+

+
n∑
j=1

bjuxjxj(x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn, t), (3.1)

где a 6= 0, b1, . . . , bn и h1, . . . , hn — заданные вещественные числа.
Для нахождения решений уравнения используем классическую операцион-

ную схему [11, §10], согласно которой применим формально к уравнению (3.1)
преобразование Фурье по n-мерной переменной x:

f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)eiξ·xdx

и перейдем к двойственной переменной ξ.
С учетом формул [5, §9]:

Fx[∂
α
x∂

β
t f ] = (−iξ)α∂βt Fx[f ], Fx[f(x− x0)] = eix0·ξFx[f ]

получим для отыскания функции û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t) начальную задачу

d2û

dt2
= −

a2|ξ|2 + n∑
j=1

bjξ
2
j cos (hjξj) + i

n∑
j=1

bjξ
2
j sin (hjξj)

 û, ξ ∈ Rn, (3.2)

û(0) = 0, ût(0) = 1. (3.3)

Для удобства в дальнейших вычислениях введем следующие обозначения:

α(ξ) :=
n∑
j=1

bjξ
2
j cos (hjξj),

β(ξ) :=
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (hjξj).

Тогда уравнение (3.2) принимает вид
d2û

dt2
= −

(
a2|ξ|2 + α(ξ) + i β(ξ)

)
û, ξ ∈ Rn,

корни характеристического уравнения для которого, определяются по формуле

k1,2 = ±
√
− (a2|ξ|2 + α(ξ) + i β(ξ)) =

= ± i
√
a2|ξ|2 + α(ξ) + i β(ξ) = ± iρ(ξ)ei ϕ(ξ),
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где введены обозначения

ρ(ξ) :=
[(
a2|ξ|2 + α(ξ)

)2
+ β2(ξ)

]1/4
, (3.4)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)
. (3.5)

Таким образом, общее решение уравнения (3.2) имеет вид

û(ξ, t) = C1(ξ)e
i t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] + C2(ξ)e

−i t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)],

где C1(ξ) и C2(ξ) — произвольные постоянные, зависящие от параметра ξ, для
определения которых подставим функцию û(ξ, t) в начальные условия (3.3). Из
системы {

C1(ξ) + C2(ξ) = 0,

C1(ξ)− C2(ξ) =
1

i ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)]

находим значения констант

C1(ξ) =
e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)
, C2(ξ) = −

e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)
.

В результате решение задачи (3.2), (3.3) определяется по формуле

û(ξ, t) =
e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)

[
ei t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] − e−i t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)]

]
=

=
e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)

[
e−t ρ(ξ) sinϕ(ξ)ei t ρ(ξ) cosϕ(ξ) − et ρ(ξ) sinϕ(ξ)e−i t ρ(ξ) cosϕ(ξ)

]
=

=
1

2i ρ(ξ)

[
e−t ρ(ξ) sinϕ(ξ)ei(t ρ(ξ) cosϕ(ξ)−ϕ(ξ))−

−et ρ(ξ) sinϕ(ξ)e−i(t ρ(ξ) cosϕ(ξ)+ϕ(ξ))
]
=

=
1

2i ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))

]
, (3.6)

где введены обозначения

G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ). (3.7)

Применим теперь к равенству (3.6) формально обратное преобразование Фу-
рье F−1ξ и получим
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u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

1

2i ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ))−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))
]
e−ix·ξdξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ.

С учетом четности функций α(ξ), ρ(ξ), G2(ξ) и нечетности функций β(ξ),
ϕ(ξ), G1(ξ) по каждой переменной ξj преобразуем последнее выражение следу-
ющим образом:

1

2i(2π)n

∫
Rn

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn−

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ+

+
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
etG1(ξ)ei(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)−

−e−tG1(ξ)e−i(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)
]
dξ+

+
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =
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=
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
etG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ i etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)−
− e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+
+ i e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+
+ e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+
+ i e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−
− etG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+i etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)
]
dξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
2i etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+2i e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
dξ =

=
1

(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
dξ.

Используем полученное представление далее.

3.1.2. Существование классических решений.

Теорема 3.1.1. При выполнении условия

a2|ξ|2 +
n∑
j=1

bjξ
2
j cos (hjξj) > 0 (3.8)

для всех ξ ∈ Rn, ξ 6= −→0 функции

F (x, t; ξ) := etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ), (3.9)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ), (3.10)

где ϕ(ξ) определяется по формуле (3.5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равен-
ствами (3.7), удовлетворяют уравнению (3.1) в классическом смысле.
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Доказательство. Отметим, что при выполнении условия (3.8) функции
(3.4) и (3.5) определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn, т. к. подкорен-
ное выражение в формуле (3.4) всегда положительно, а знаменатель аргумента
арктангенса в (3.5) не обращается в ноль. Отсюда следует, что и функции (3.7)
для любого ξ ∈ Rn определены корректно. А значит, функции (3.9) и (3.10)
являются гладкими.

Подставим сначала функцию (3.9) непосредственно в уравнение (3.1). Для
этого найдем производные

Fxj(x, t; ξ) = ξje
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Fxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ft(x, t; ξ) = G1(ξ)e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ftt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ). (3.11)

Найдем теперь значения выражений G2
1(ξ)−G2

2(ξ) и 2G1(ξ)G2(ξ).
Так как функции G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3.7), то

2G1(ξ)G2(ξ) = ρ2(ξ) sin 2ϕ(ξ).

Из формулы (3.5) следует, что |2ϕ(ξ)| < π/2, а, следовательно cos 2ϕ(ξ) > 0.
Тогда справедливы следующие равенства

sin 2ϕ(ξ) =
tg 2ϕ(ξ)√

1 + tg2 2ϕ(ξ)
=

= tg

(
arctg

β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

)[
1 + tg2

(
arctg

β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

)]−1/2
=
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=
β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

[
1 +

β2(ξ)

(a2|ξ|2 + α(ξ))2

]−1/2
=

=
β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

[ (
a2|ξ|2 + α(ξ)

)2
(a2|ξ|2 + α(ξ))2 + β2(ξ)

]1/2
=

=
β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

|a2|ξ|2 + α(ξ)|
ρ2(ξ)

.

В силу выполнения условия (3.8) из последнего равенства получим

sin 2ϕ(ξ) =
β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)

ρ2(ξ)
=
β(ξ)

ρ2(ξ)
,

а значит,
2G1(ξ)G2(ξ) = β(ξ). (3.12)

При установленном выше неравенстве cos 2ϕ(ξ) > 0 и выполнении условия
(3.8) найдем теперь

G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = ρ2(ξ)
[
sin2 ϕ(ξ)− cos2 ϕ(ξ)

]
=

= −ρ2(ξ) cos 2ϕ(ξ) = − ρ2(ξ)√
1 + tg2 2ϕ(ξ)

=

= −ρ2(ξ)
[ (

a2|ξ|2 + α(ξ)
)2

(a2|ξ|2 + α(ξ))2 + β2(ξ)

]1/2
= −a2|ξ|2 − α(ξ). (3.13)

С учетом найденных выражений (3.12) и (3.13) функция (3.11) принимает вид

Ftt(x, t; ξ) =
[
−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] etG1(ξ).

Подставим теперь производные Ftt и Fxjxj в уравнение (3.1):

Ftt(x, t; ξ)− a2
n∑
j=1

Fxjxj(x, t; ξ) =

= [−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
+ β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
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+ a2
n∑
j=1

ξ2j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ) =

= [−α(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
+β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] etG1(ξ) =

=

− n∑
j=1

bjξ
2
j cos (hjξj) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (hjξj) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)

 etG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ − hjξj)etG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x1ξ1 + . . .+ xnξn − hjξj)etG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x1ξ1 + . . .+ xj−1ξj−1+

+ (xj − hj)ξj + xj+1ξj+1 + . . .+ xnξn)e
tG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ)+

+ (x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn) · ξ)etG1(ξ) =

=
n∑
j=1

bjFxjxj(x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Непосредственной подстановкой в уравнение (3.1) проверим теперь, что и
функция H(x, t; ξ) удовлетворяет ему в классическом смысле. Для этого найдем
производные.

Hxj(x, t; ξ) = −ξje−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Hxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),
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Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Htt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ). (3.14)

С учетом найденных выражений (3.12) и (3.13) функция (3.14) принимает вид

Htt(x, t; ξ) =
[
−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

−β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)] e−tG1(ξ).

Осталось подставить найденные производные Htt и Hxjxj в уравнение (3.1):

Htt(x, t; ξ)− a2
n∑
j=1

Hxjxj(x, t; ξ) =

= [−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−
− β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+ a2
n∑
j=1

ξ2j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)]e−tG1(ξ) =

= − [α(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+
+β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)] e−tG1(ξ) =

= −

 n∑
j=1

bjξ
2
j cos (hjξj) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (hjξj) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)

 e−tG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ + hjξj)e

−tG1(ξ) =
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= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x1ξ1 − . . .− xnξn + hjξj)e

−tG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x1ξ1 − . . .− xj−1ξj−1−

− (xj − hj)ξj − xj+1ξj+1 − . . .− xnξn)e−tG1(ξ) =

= −
n∑
j=1

bjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)−

− (x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn) · ξ)e−tG1(ξ) =

=
n∑
j=1

bjHxjxj(x1, . . . , xj−1, xj − hj, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Теорема доказана.

Следствие 3.1.1. При выполнении условия (3.8) семейство функций

G(x, t;A,B, ξ) := AetG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
+B e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

где ϕ(ξ) определяется по формуле (3.5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равен-
ствами (3.7), удовлетворяет уравнению (3.1) в классическом смысле при лю-
бых вещественных значениях параметров A, B и ξ 6= −→0 .

3.1.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Остается ответить на вопрос: каким именно условиям должны удовлетворять
вещественные коэффициенты a, b1, . . . , bn и сдвиги h1, . . . , hn уравнения (3.1),
чтобы условие (3.8) выполнялось для любого n-мерного параметра ξ?

Условие (3.8):

a2(ξ21 + ξ22 + . . .+ ξ2n)+

+ b1 cos (h1ξ1)ξ
2
1 + b2 cos (h2ξ2)ξ

2
2 + . . .+ bn cos (hnξn)ξ

2
n > 0

очевидно будет выполняться для любых сдвигов h1, . . . , hn и любых значений
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ξ1, . . . , ξn, если коэффициенты уравнения удовлетворяют следующему условию:

max
j=1,n
|bj| < a2.

§3.2. Уравнения с разнонаправленными сдвигами в старших
производных

3.2.1. Построение решений уравнения.

Рассмотрим в полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} гиперболическое урав-
нение

utt(x, t) = a2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)+

+
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjuxjxj(x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn, t), (3.15)

где a 6= 0, bkj (k = 1, n, j = 1, n) и h1, . . . , hn — заданные вещественные числа.
Сначала запишем уравнение (3.15) в следующем виде:

utt(x, t) = a2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)+

+ b11ux1x1(x1 − h1, x2, . . . , xn, t) + b21ux1x1(x1, x2 − h2, x3, . . . , xn, t)+
+ . . .+ bn1ux1x1(x1, . . . , xn−1, xn − hn, t)+

+ b12ux2x2(x1 − h1, x2, . . . , xn, t) + b22ux2x2(x1, x2 − h2, x3, . . . , xn, t)+
+ . . .+ bn2ux2x2(x1, . . . , xn−1, xn − hn, t)+

+ b1nuxnxn(x1 − h1, x2, . . . , xn, t) + b2nuxnxn(x1, x2 − h2, x3, . . . , xn, t)+
+ . . .+ bnnuxnxn(x1, . . . , xn−1, xn − hn, t).

Применим формально к последнему выражению преобразование Фурье по
n-мерной переменной x:

f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)eiξ·xdx
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и перейдем к двойственной переменной ξ. В результате получим для нахождения
функции û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t) уравнение

d2û

dt2
= −

(
a2|ξ|2 + b11ξ

2
1e
i h1ξ1 + b21ξ

2
1e
i h2ξ2 + . . .+ bn1ξ

2
1e
i hnξn+

+ b12ξ
2
2e
i h1ξ1 + b22ξ

2
2e
i h2ξ2 + . . .+ bn2ξ

2
2e
i hnξn+

b1nξ
2
ne

i h1ξ1 + b2n1ξ
2
ne

i h2ξ2 + . . .+ bnnξ
2
ne

i hnξn+
)
û. ξ ∈ Rn,

Распишем все экспоненты по формуле Эйлера:

d2û

dt2
= −

(
a2|ξ|2 + b11ξ

2
1 cos (h1ξ1) + i b11ξ

2
1 sin (h1ξ1)+

+ b21ξ
2
1 cos (h2ξ2) + i b21ξ

2
1 sin (h2ξ2) + . . .+

+ bn1ξ
2
1 cos (hnξn) + i bn1ξ

2
1 sin (hnξn)+

+ b12ξ
2
2 cos (h1ξ1) + i b12ξ

2
2 sin (h1ξ1)+

+ b22ξ
2
2 cos (h2ξ2) + i b22ξ

2
2 sin (h2ξ2) + . . .+

+ bn2ξ
2
2 cos (hnξn) + i bn2ξ

2
2 sin (hnξn)+

+ . . .+

+ b1nξ
2
n cos (h1ξ1) + i b1nξ

2
n sin (h1ξ1)+

+ b2nξ
2
n cos (h2ξ2) + i b2nξ

2
n sin (h2ξ2) + . . .+

+bnnξ
2
n cos (hnξn) + i bnnξ

2
n sin (hnξn)

)
û.

Преобразуем полученное выражение

d2û

dt2
= −

(
a2|ξ|2 + (b11ξ

2
1 + b12ξ

2
2 + . . .+ b1nξ

2
n) cos (h1ξ1)+

+ (b21ξ
2
1 + b22ξ

2
2 + . . .+ b2nξ

2
n) cos (h2ξ2)+

+ . . .+

+ (bn1ξ
2
1 + bn2ξ

2
2 + . . .+ bnnξ

2
n) cos (hnξn)+

+ i (b11ξ
2
1 + b12ξ

2
2 + . . .+ b1nξ

2
n) sin (h1ξ1)+

+ i (b21ξ
2
1 + b22ξ

2
2 + . . .+ b2nξ

2
n) sin (h2ξ2)+

+ . . .+

+(bn1ξ
2
1 + bn2ξ

2
2 + . . .+ bnnξ

2
n) sin (hnξn)

)
û,
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откуда запишем

d2û

dt2
= −

a2|ξ|2 + n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 cos (hkξk)+

+i
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 sin (hkξk)

 û.
Введем обозначения

α(ξ) :=
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 cos (hkξk), (3.16)

β(ξ) :=
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 sin (hkξk). (3.17)

В результате после применения Фурье получим согласно операционной схеме
[11, §10] начальную задачу

d2û

dt2
= −

(
a2|ξ|2 + α(ξ) + i β(ξ)

)
û, ξ ∈ Rn, (3.18)

û(0) = 0, ût(0) = 1. (3.19)

Решение задачи (3.18), (3.19) найдено в п. 3.1.1 §3.1 и определяется по фор-
муле

û(ξ, t) =
e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)

[
ei t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)] − e−i t ρ(ξ)[cosϕ(ξ)+i sinϕ(ξ)]

]
=

=
e−i ϕ(ξ)

2i ρ(ξ)

[
e−t ρ(ξ) sinϕ(ξ)ei t ρ(ξ) cosϕ(ξ) − et ρ(ξ) sinϕ(ξ)e−i t ρ(ξ) cosϕ(ξ)

]
=

=
1

2i ρ(ξ)

[
e−t ρ(ξ) sinϕ(ξ)ei(t ρ(ξ) cosϕ(ξ)−ϕ(ξ))−

−et ρ(ξ) sinϕ(ξ)e−i(t ρ(ξ) cosϕ(ξ)+ϕ(ξ))
]
=

=
1

2i ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))

]
, (3.20)

где введены обозначения

G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ), (3.21)
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ρ(ξ) :=
[(
a2|ξ|2 + α(ξ)

)2
+ β2(ξ)

]1/4
, (3.22)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

β(ξ)

a2|ξ|2 + α(ξ)
. (3.23)

Применим теперь к равенству (3.20) формально обратное преобразование Фу-
рье F−1ξ и получим

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

1

2i ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ))−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))
]
e−ix·ξdξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ.

С учетом четности функций α(ξ), ρ(ξ), G2(ξ) и нечетности функций β(ξ),
ϕ(ξ), G1(ξ) по каждой переменной ξj преобразуем последнее выражение анало-
гично п. 3.1.1 §3.1. В результате получим

1

2i(2π)n

∫
Rn

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn−

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ+

+
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =
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=
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
etG1(ξ)ei(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)−

−e−tG1(ξ)e−i(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)
]
dξ+

+
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ)−

−etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
2i etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+2i e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
dξ =

=
1

(2π)n

∫
Rn+

1

ρ(ξ)

[
etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
dξ.

На вопрос о существовании гладких решений уравнения (3.15) ответим в сле-
дующем пункте.

3.2.2. Существование классических решений.
Теорема 3.2.1. При выполнении условия

a2|ξ|2 +
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 cos (hkξk) > 0 (3.24)

для всех ξ ∈ Rn, ξ 6= −→0 функции

F (x, t; ξ) := etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ), (3.25)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ), (3.26)

где ϕ(ξ) определяется по формуле (3.23), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равен-
ствами (3.21), удовлетворяют уравнению (3.15) в классическом смысле.

Доказательство. При выполнении условия (3.24) функции (3.22) и (3.23)
определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn, а значит, функции (3.25) и
(3.26) являются гладкими.
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Подставим сначала функцию (3.25) непосредственно в уравнение (3.15). Для
этого вычислим

Fxj(x, t; ξ) = ξje
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Fxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ft(x, t; ξ) = G1(ξ)e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ftt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ). (3.27)

Рассуждаем аналогично доказательству теоремы 3.1.1 §3.1 и с учетом ра-
венств (3.21), выполнения из формулы (3.23) условия |2ϕ(ξ)| < π/2, а значит
и неравенства cos 2ϕ(ξ) > 0, находим значения выражений G2

1(ξ) − G2
2(ξ) и

2G1(ξ)G2(ξ):

2G1(ξ)G2(ξ) = β(ξ). (3.28)

При установленном выше неравенстве cos 2ϕ(ξ) > 0 и выполнении условия
(3.8) найдем теперь

G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = −a2|ξ|2 − α(ξ). (3.29)

С учетом найденных выражений (3.28) и (3.29) функция (3.27) принимает вид

Ftt(x, t; ξ) =
[
−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] etG1(ξ).

Подставим теперь найденные производные Ftt и Fxjxj в уравнение (3.15):
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Ftt(x, t; ξ)− a2
n∑
j=1

Fxjxj(x, t; ξ) =

= [−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
+ β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+

+ a2
n∑
j=1

ξ2j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ) =

= − [α(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)−
−β(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] etG1(ξ).

Подставим в полученное выражение равенства (3.16) и (3.17):

−

 n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 cos (hkξk) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)−

−
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 sin (hkξk) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)

 etG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ − hkξk)etG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ)+

+ x1ξ1 + . . .+ xnξn − hkξk)etG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x1ξ1 + . . .+ xk−1ξk−1+

+ (xk − hk)ξk + xk+1ξk+1 + . . .+ xnξn)e
tG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ)+

+ (x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn) · ξ)etG1(ξ) =

=
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjFxjxj(x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn, t; ξ).
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Непосредственной подстановкой в уравнение (3.15) проверим теперь, что и
функция H(x, t; ξ) удовлетворяет ему в классическом смысле. Для этого вычис-
лим производные:

Hxj(x, t; ξ) = −ξje−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Hxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Htt(x, t; ξ) =
[
G2

1(ξ)−G2
2(ξ)

]
e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ). (3.30)

С учетом выражений (3.28) и (3.29) функция (3.30) принимает вид

Htt(x, t; ξ) =
[
−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

−β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)] e−tG1(ξ).

Подставим найденные производные Htt и Hxjxj в уравнение (3.15):

Htt(x, t; ξ)− a2
n∑
j=1

Hxjxj(x, t; ξ) =

= [−(a2|ξ|2 + α(ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−
− β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+ a2
n∑
j=1

ξ2j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)]e−tG1(ξ) =

= − [α(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+
+β(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)] e−tG1(ξ) =
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= −

 n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 cos (hkξk) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)+

+
n∑
k=1

 n∑
j=1

bkjξ
2
j

 sin (hkξk) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)

 e−tG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ + hkξk)e

−tG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ)−

− x1ξ1 − . . .− xnξn + hkξk)e
−tG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x1ξ1 − . . .− xk−1ξk−1−

− (xk − hk)ξk − xk+1ξk+1 − . . .− xnξn)e−tG1(ξ) =

= −
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjξ
2
j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)+

− (x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn) · ξ)e−tG1(ξ) =

=
n∑
k=1

n∑
j=1

bkjHxjxj(x1, . . . , xk−1, xk − hk, xk+1, . . . , xn, t; ξ).

Теорема доказана.

Следствие 3.2.1. При выполнении условия (3.24) семейство функций

G(x, t;A,B, ξ) := AetG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+
+B e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

где ϕ(ξ) определяется по формуле (3.23), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равен-
ствами (3.21), удовлетворяет уравнению (3.15) в классическом смысле при лю-
бых вещественных значениях параметров A, B и ξ 6= −→0 .
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3.2.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Выясним теперь каким условиям должны удовлетворять вещественные коэф-
фициенты a, bkj (k = 1, n, j = 1, n) и сдвиги h1, . . . , hn уравнения (3.15), чтобы
условие (3.24) выполнялось для любого n-мерного параметра ξ.

Условие (3.24) запишем в виде

a2(ξ21 + ξ22 + . . .+ ξ2n)+

+ (b11ξ
2
1 + b12ξ

2
2 + . . .+ b1nξ

2
n) cos (h1ξ1)+

+ (b21ξ
2
1 + b22ξ

2
2 + . . .+ b2nξ

2
n) cos (h2ξ2)+

+ . . .+

+ (bn1ξ
2
1 + bn2ξ

2
2 + . . .+ bnnξ

2
n) cos (hnξn) > 0

или

[a2 + b11 cos (h1ξ1) + b21 cos (h2ξ2) + . . .+ bn1 cos (hnξn)]ξ
2
1+

+ [a2 + b12 cos (h1ξ1) + b22 cos (h2ξ2) + . . .+ bn2 cos (hnξn)]ξ
2
2+

+ . . .+

+ [a2 + b1n cos (h1ξ1) + b2n cos (h2ξ2) + . . .+ bnn cos (hnξn)]ξ
2
n > 0.

Очевидно, что последнее неравенство будет выполняться для любых сдвигов
h1, . . . , hn и любых значений ξ1, . . . , ξn, если коэффициенты уравнения удовле-
творяют следующим n условиям:

max
k=1,n

|bkj| < a2, j = 1, n.
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§3.3. Уравнения с нелокальными потенциалами общего вида

3.3.1. Построение решений уравнения.

Пусть c 6= 0, d1, . . . , dn и l1, . . . , ln — заданные вещественные числа. В полу-
пространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} рассмотрим гиперболическое уравнение

utt(x, t) = c2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)−
n∑
j=1

dju(x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn, t). (3.31)

Никакие условия соизмеримости на сдвиги не накладываются.
Для нахождения решений уравнения (3.31) также применим формально к

этому уравнению преобразование Фурье по n-мерной переменной x и получим
для отыскания функции

û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t)

обыкновенное дифференциальное уравнение

d2û

dt2
= −

c2|ξ|2 + n∑
j=1

dj cos (ljξj) + i
n∑
j=1

dj sin (ljξj)

 û, ξ ∈ Rn, (3.32)

к которому, согласно [5, с. 198], добавим два начальных условия

û(0) = 0, ût(0) = 1. (3.33)

Для удобства в дальнейших вычислениях введем следующие обозначения:

λ(ξ) :=
n∑
j=1

dj cos (ljξj), µ(ξ) :=
n∑
j=1

dj sin (ljξj).

Тогда уравнение (3.32) принимает вид

d2û

dt2
= −

(
c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ)

)
û, ξ ∈ Rn,

корни характеристического уравнения для которого, определяются по формуле

k1,2 = ±
√
− (c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ)) =

= ± i
√
c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ) = ± iδ(ξ)ei ψ(ξ),
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где

δ(ξ) :=
[(
c2|ξ|2 + λ(ξ)

)2
+ µ2(ξ)

]1/4
, (3.34)

ψ(ξ) :=
1

2
arctg

µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)
. (3.35)

Рассуждая аналогично п. 3.1.1 §3.1, получим решение задачи (3.32) и (3.33) в
виде

û(ξ, t) =
1

2i δ(ξ)

[
e−t G̃1(ξ)ei(t G̃2(ξ)−ψ(ξ)) − et G̃1(ξ)e−i(t G̃2(ξ)+ψ(ξ))

]
, (3.36)

где введены обозначения

G̃1(ξ) := δ(ξ) sinψ(ξ), G̃2(ξ) := δ(ξ) cosψ(ξ). (3.37)

Применив к равенству (3.36) формально обратное преобразование Фурье F−1ξ

и с учетом четности функций λ(ξ), δ(ξ), G̃2(ξ) и нечетности функций µ(ξ), ψ(ξ),
G̃1(ξ) по каждой переменной ξj в дальнейших преобразованиях, окончательно
получим

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

1

2i δ(ξ)

[
e−t G̃1(ξ)ei(t G̃2(ξ)−ψ(ξ))−

−et G̃1(ξ)e−i(t G̃2(ξ)+ψ(ξ))
]
e−ix·ξdξ =

=
1

2i(2π)n

∫
Rn

1

δ(ξ)

[
e−t G̃1(ξ)ei(t G̃2(ξ)−ψ(ξ)−x·ξ)−

−et G̃1(ξ)e−i(t G̃2(ξ)+ψ(ξ)+x·ξ)
]
dξ =

=
1

(2π)n

∫
Rn+

1

δ(ξ)

[
et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)
]
dξ.

На основании полученного интегрального представления докажем в следую-
щем пункте теорему.
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3.3.2. Существование классических решений.
Теорема 3.3.1. При выполнении условия

c2|ξ|2 +
n∑
j=1

dj cos (ljξj) > 0 (3.38)

для всех ξ ∈ Rn функции

F̃ (x, t; ξ) := et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ), (3.39)

H̃(x, t; ξ) := e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ), (3.40)

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.35), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.37), удовлетворяют уравнению (3.31) в классическом смысле.

Доказательство. Проверим сначала, что функция (3.39) удовлетворяет
уравнению (3.31). Для этого вычислим производные

F̃xj(x, t; ξ) = ξje
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃xjxj(x, t; ξ) = −ξ2j etG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃t(x, t; ξ) = G̃1(ξ)e
tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ G̃2(ξ)e
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃tt(x, t; ξ) =
[
G̃2

1(ξ)− G̃2
2(ξ)

]
etG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ 2G̃1(ξ)G̃2(ξ)e
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ).

Найдем теперь для производной F̃tt значения выражений G̃2
1(ξ) − G̃2

2(ξ) и
2G̃1(ξ)G̃2(ξ). Из формул (3.37) следует 2G̃1(ξ)G̃2(ξ) = δ2(ξ) sin 2ψ(ξ).

Так как функция ψ определяется равенством (3.35), то |2ψ(ξ)| < π/2, а, сле-
довательно cos 2ψ(ξ) > 0. На основании этого неравенства вычислим
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sin 2ψ(ξ) =
tg 2ψ(ξ)√

1 + tg2 2ψ(ξ)
=

= tg

(
arctg

µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

)[
1 + tg2

(
arctg

µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

)]−1/2
=

=
µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

[
1 +

µ2(ξ)

(c2|ξ|2 + λ(ξ))2

]−1/2
=

=
µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

[ (
c2|ξ|2 + λ(ξ)

)2
(c2|ξ|2 + λ(ξ))2 + µ2(ξ)

]1/2
=

=
µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

|c2|ξ|2 + λ(ξ)|
δ2(ξ)

.

В силу условия (3.38) из последнего равенства получим

sin 2ψ(ξ) =
µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)

δ2(ξ)
=
µ(ξ)

δ2(ξ)
,

а значит,
2G̃1(ξ)G̃2(ξ) = µ(ξ). (3.41)

С учетом неравенств cos 2ψ(ξ) > 0 и (3.38) вычислим

G̃2
1(ξ)− G̃2

2(ξ) = δ2(ξ)
[
sin2 ψ(ξ)− cos2 ψ(ξ)

]
=

= −δ2(ξ) cos 2ψ(ξ) = − δ2(ξ)√
1 + tg2 2ψ(ξ)

=

= −δ2(ξ)
[ (

c2|ξ|2 + λ(ξ)
)2

(c2|ξ|2 + λ(ξ))2 + µ2(ξ)

]1/2
= −c2|ξ|2 − λ(ξ). (3.42)

Подставим выражения (3.41) и (3.42) в производную F̃tt и получим

F̃tt(x, t; ξ) =
[
−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)
]
etG̃1(ξ).

Теперь подставим найденные производные F̃tt и F̃xjxj в уравнение (3.31):
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F̃tt(x, t; ξ)− c2
n∑
j=1

F̃xjxj(x, t; ξ) =

= [−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+
+ µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ c2
n∑
j=1

ξ2j sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)]etG̃1(ξ) =

= −[λ(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)−

− µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)]etG̃1(ξ) =

= −

 n∑
j=1

dj cos (ljξj) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)−

−
n∑
j=1

dj sin (ljξj) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)

 etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ − ljξj)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x1ξ1 + . . .+ xnξn − ljξj)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x1ξ1 + . . .+ xj−1ξj−1+

+ (xj − lj)ξj + xj+1ξj+1 + . . .+ xnξn)e
tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ)+

+ (x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn) · ξ)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

djF̃ (x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Тем самым мы показали, что функция (3.39) удовлетворяет уравнению (3.31)
в классическом смысле.
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Проверим теперь, что и функция (3.40) удовлетворяет уравнению (3.31). Вы-
числим производные:

H̃xj(x, t; ξ) = −ξje−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃xjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃t(x, t; ξ) = −G̃1(ξ)e
−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ G̃2(ξ)e
−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃tt(x, t; ξ) =
[
G̃2

1(ξ)− G̃2
2(ξ)

]
e−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−

− 2G̃1(ξ)G̃2(ξ)e
−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ).

С учетом формул (3.41) и (3.42) выражение для H̃tt принимает вид

H̃tt(x, t; ξ) =
[
−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−

−µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)
]
e−tG̃1(ξ).

Подставим теперь непосредственно производные H̃tt и H̃xjxj в уравнение
(3.31):

H̃tt(x, t; ξ)− c2
n∑
j=1

H̃xjxj(x, t; ξ) =

= [−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−
− µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ c2
n∑
j=1

ξ2j sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)]e−tG̃1(ξ) =

= −[λ(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)]e−tG̃1(ξ) =
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= −

 n∑
j=1

dj cos (ljξj) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+
n∑
j=1

dj sin (ljξj) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)

 e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ + ljξj)e
−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x1ξ1 − . . .− xnξn + ljξj)e
−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x1ξ1 − . . .− xj−1ξj−1−

− (xj − lj)ξj − xj+1ξj+1 − . . .− xnξn)e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

dj sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)−

+ (x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn) · ξ)e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

djH̃(x1, . . . , xj−1, xj − lj, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Непосредственной подстановкой в уравнение (3.31) мы убедились, что что обе
функции F̃ (x, t; ξ) и H̃(x, t; ξ) удовлетворяет уравнению (3.31) в классическом
смысле.

Отметим также, что при выполнении условия (3.38) функции (3.34) и (3.35),
а значит, и функции (3.37) определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn.

А значит, функции F̃ (x, t; ξ) и H̃(x, t; ξ) являются гладкими решениями урав-
нения (3.31).

Теорема доказана.

Следствие 3.3.1. При выполнении условия (3.38) трехпараметрическое се-
мейство функций
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G̃(x, t; Ã, B̃, ξ) := Ã et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ B̃ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.35), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.37), удовлетворяет уравнению (3.31) в классическом смысле при лю-
бых вещественных значениях параметров Ã, B̃ и ξ.

3.3.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Выясним теперь: существуют ли в действительности такие уравнения (3.31),
классические решения которых нами были получены, чтобы условие (3.38) вы-
полнялось при любом ξ ∈ Rn? Ответ положительный. Приведем примеры таких
уравнений.

Представим условие (3.38) в следующем виде:(
c2ξ21 + d1 cos (l1ξ1)

)
+ . . .+

(
c2ξ2n + dn cos (lnξn)

)
> 0.

В п. 2.1.3 §2.1 показано, что каждое из n слагаемых в левой части неравенства,
записанного выше, будет положительным, если выполняются условия

0 < djl
2
j ≤ 2c2, j = 1, n. (3.43)

При ξ =
−→
0 условие (3.38) будет выполняться, если коэффициенты при нело-

кальных потенциалах будут удовлетворять неравенству
n∑
j=1

dj > 0. (3.44)

Таким образом, условия условия (3.43) и (3.44) являются достаточными усло-
виями существования гладких решений уравнения (3.31), определяемых трех-
параметрическим семейством решений

G̃(x, t; Ã, B̃, ξ) := Ã et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ B̃ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.35), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.37), Ã, B̃ и ξ ∈ Rn — произвольные вещественные параметры.
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§3.4. Уравнения с разнонаправленными сдвигами в потенциалах

3.4.1. Построение решений уравнения.

В полупространстве {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0} рассмотрим гиперболическое урав-
нение

utt(x, t) = c2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)−

−
n∑
j=1

mj∑
k=1

djku(x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn, t), (3.45)

где c 6= 0, djk и ljk (j = 1, n, k = 1,mj) — заданные вещественные числа.
Никакие условия соизмеримости на сдвиги не накладываются.
Запишем уравнение (3.45) в виде

utt(x, t) = c2
n∑
j=1

uxjxj(x, t)− d11u(x1 − l11, x2, . . . , xn, t)−

− d12u(x1 − l12, x2, . . . , xn, t)− . . .− d1m1
u(x1 − l1m1

, x2, . . . , xn, t)−
− d21u(x1, x2 − l21, x3, . . . , xn, t)− d22u(x1, x2 − l22, x3, . . . , xn, t)−

− . . .− d2m2
u(x1, x2 − l2m2

, x3, . . . , xn, t)−
− . . .−

− dn1u(x1, . . . , xn−1, . . . , xn − ln1, t)−
− dn2u(x1, . . . , xn−1, . . . , xn − ln2, t)−

− . . .− dnmn
u(x1, . . . , xn−1, . . . , xn − lnmn

, t).

Для нахождения решений этого уравнения применим формально к обеим ча-
стям выражения преобразование Фурье по n-мерной переменной x и получим
для отыскания функции

û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t)
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обыкновенное дифференциальное уравнение

d2û

dt2
= −

(
c2|ξ|2 + d11e

i l11ξ1 + d12e
i l12ξ1 + . . .+ d1m1

ei l1m1
ξ1+

+ d21e
i l21ξ2 + d22e

i l22ξ2 + . . .+ d2m2
ei l2m2

ξ2+

+ . . .+

+dn1e
i ln1ξn + dn2e

i ln2ξn + . . .+ dnmn
ei lnmnξn

)
û,

откуда получим

d2û

dt2
= −

(
c2|ξ|2+

+ (d11 cos (l11ξ1) + d12 cos (l12ξ1) + . . .+ d1m1
cos (l1m1

ξ1))+

+ (d21 cos (l21ξ2) + d22 cos (l22ξ2) + . . .+ d2m2
cos (l2m2

ξ2))+

+ . . .+

+ (dn1 cos (ln1ξn) + dn2 cos (ln2ξn) + . . .+ dnmn
cos (lnmn

ξn))+

+ (d11 sin (l11ξ1) + d12 sin (l12ξ1) + . . .+ d1m1
sin (l1m1

ξ1))+

+ (d21 sin (l21ξ2) + d22 sin (l22ξ2) + . . .+ d2m2
sin (l2m2

ξ2))+

+ . . .+

+ (dn1 sin (ln1ξn) + dn2 sin (ln2ξn) + . . .+ dnmn
sin (lnmn

ξn)).

Запишем в окончательном виде полученное уравнение

d2û

dt2
= −

c2|ξ|2 + n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj)+

+i
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj)

 û, ξ ∈ Rn, (3.46)

к которому, согласно [5, с. 198], добавим два начальных условия

û(0) = 0, ût(0) = 1. (3.47)

Для удобства в дальнейших вычислениях введем следующие обозначения:

λ(ξ) :=
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj),
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µ(ξ) :=
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (ljkξj).

Тогда уравнение (3.46) примет вид

d2û

dt2
= −

(
c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ)

)
û, ξ ∈ Rn,

корни характеристического уравнения для которого, определяются по формуле

k1,2 = ±
√
− (c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ)) =

= ± i
√
c2|ξ|2 + λ(ξ) + i µ(ξ) = ± iδ(ξ)ei ψ(ξ),

где

δ(ξ) :=
[(
c2|ξ|2 + λ(ξ)

)2
+ µ2(ξ)

]1/4
, (3.48)

ψ(ξ) :=
1

2
arctg

µ(ξ)

c2|ξ|2 + λ(ξ)
. (3.49)

Решение задачи (3.46) и (3.47), как показано в п. 3.1.1 §3.1, определяется по
формуле

û(ξ, t) =
1

2i δ(ξ)

[
e−t G̃1(ξ)ei(t G̃2(ξ)−ψ(ξ)) − et G̃1(ξ)e−i(t G̃2(ξ)+ψ(ξ))

]
, (3.50)

где введены обозначения

G̃1(ξ) := δ(ξ) sinψ(ξ), G̃2(ξ) := δ(ξ) cosψ(ξ). (3.51)

Применим к равенству (3.50) формально обратное преобразование Фурье F−1ξ

и с учетом четности функций λ(ξ), δ(ξ), G̃2(ξ) и нечетности функций µ(ξ), ψ(ξ),
G̃1(ξ) по каждой переменной ξj в дальнейших преобразованиях, получим

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

1

2i δ(ξ)

[
e−t G̃1(ξ)ei(t G̃2(ξ)−ψ(ξ))−

−et G̃1(ξ)e−i(t G̃2(ξ)+ψ(ξ))
]
e−ix·ξdξ =

=
1

(2π)n

∫
Rn+

1

δ(ξ)

[
et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)
]
dξ.
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3.4.2. Существование классических решений.
Теорема 3.4.1. При выполнении условия

c2|ξ|2 +
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj) > 0 (3.52)

для всех ξ ∈ Rn функции

F̃ (x, t; ξ) := et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ), (3.53)

H̃(x, t; ξ) := e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ), (3.54)

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.49), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.51), удовлетворяют уравнению (3.45) в классическом смысле.

Доказательство. Проверим сначала, что функция (3.53) удовлетворяет
уравнению (3.45). Для этого найдем производные

F̃xj(x, t; ξ) = ξje
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃xjxj(x, t; ξ) = −ξ2j etG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃t(x, t; ξ) = G̃1(ξ)e
tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ G̃2(ξ)e
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ),

F̃tt(x, t; ξ) =
[
G̃2

1(ξ)− G̃2
2(ξ)

]
etG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ 2G̃1(ξ)G̃2(ξ)e
tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ).

Значения выражений G̃2
1(ξ)−G̃2

2(ξ) и 2G̃1(ξ)G̃2(ξ) определяются, как показано
в п. 3.3.2 §3.3, по формулам

2G̃1(ξ)G̃2(ξ) = µ(ξ), (3.55)

G̃2
1(ξ)− G̃2

2(ξ) = −c2|ξ|2 − λ(ξ). (3.56)
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Подставив выражения (3.55) и (3.56) в производную F̃tt, получим

F̃tt(x, t; ξ) =
[
−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)
]
etG̃1(ξ).

Теперь подставим найденные производные F̃tt и F̃xjxj в уравнение (3.45):

F̃tt(x, t; ξ)− c2
n∑
j=1

F̃xjxj(x, t; ξ) =

= [−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+
+ µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ c2
n∑
j=1

ξ2j sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)]etG̃1(ξ) =

= −[λ(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)−

− µ(ξ) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)]etG̃1(ξ) =

= −

 n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)−

−
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (ljkξj) cos (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)

 etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ − ljkξj)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ)+

+ x1ξ1 + . . .+ xnξn − ljkξj)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x1ξ1 + . . .+

+ xj−1ξj−1 + (xj − ljk)ξj + xj+1ξj+1 + . . .+ xnξn)e
tG̃1(ξ) =
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= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ)+

+ (x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn) · ξ)etG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djkF̃ (x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Тем самым мы показали, что функция (3.53) удовлетворяет уравнению (3.45)
в классическом смысле.

Проверим теперь, что и функция (3.54) удовлетворяет уравнению (3.45). Най-
дем производные:

H̃xj(x, t; ξ) = −ξje−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃xjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃t(x, t; ξ) = −G̃1(ξ)e
−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ G̃2(ξ)e
−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

H̃tt(x, t; ξ) =

=
[
G̃2

1(ξ)− G̃2
2(ξ)

]
e−tG̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−

− 2G̃1(ξ)G̃2(ξ)e
−tG̃1(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ).

С учетом формул (3.55) и (3.56) выражение для H̃tt принимает вид

H̃tt(x, t; ξ) =
[
−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−

−µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)
]
e−tG̃1(ξ).

Подставим теперь непосредственно производные H̃tt и H̃xjxj в уравнение
(3.45):

H̃tt(x, t; ξ)− c2
n∑
j=1

H̃xjxj(x, t; ξ) =
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= [−(c2|ξ|2 + λ(ξ)) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)−
− µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ c2
n∑
j=1

ξ2j sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)]e−tG̃1(ξ) =

= −[λ(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+ µ(ξ) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)]e−tG̃1(ξ) =

= −

 n∑
j=1

mj∑
k=1

djk cos (ljkξj) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)+

+
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (ljkξj) cos (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ)

 e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ + ljkξj)e
−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)−

− x1ξ1 − . . .− xnξn + ljkξj)e
−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x1ξ1 − . . .−

− xj−1ξj−1 − (xj − ljk)ξj − xj+1ξj+1 − . . .− xnξn)e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)−

− (x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn) · ξ)e−tG̃1(ξ) =

= −
n∑
j=1

mj∑
k=1

djkH̃(x1, . . . , xj−1, xj − ljk, xj+1, . . . , xn, t; ξ).

Непосредственной подстановкой в уравнение (3.45) мы убедились, что что обе
функции F̃ (x, t; ξ) и H̃(x, t; ξ) удовлетворяет уравнению (3.45) в классическом
смысле.

При выполнении условия (3.52) функции (3.48) и (3.49), а значит, и функ-
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ции (3.51) определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn. Таким образом,
функции F̃ (x, t; ξ) и H̃(x, t; ξ) являются гладкими решениями уравнения (3.45).

Теорема доказана.

Следствие 3.4.1. При выполнении условия (3.52) трехпараметрическое се-
мейство функций

G̃(x, t; Ã, B̃, ξ) := Ã et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ B̃ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.49), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.51), удовлетворяет уравнению (3.45) в классическом смысле при лю-
бых вещественных значениях параметров Ã, B̃ и ξ.

3.4.3. Смысл условия на коэффициенты уравнения и классы урав-
нений, удовлетворяющих этому условию.

Представим условие (3.52) в виде:

c2(ξ21 + ξ22 + . . .+ ξ2n)+

+ d11 cos (l11ξ1) + d12 cos (l12ξ1) + . . .+ d1m1
cos (l1m1

ξ1)+

+ d21 cos (l21ξ2) + d22 cos (l22ξ2) + . . .+ d2m2
cos (l2m2

ξ2)+

+ . . .+

+ dn1 cos (ln1ξn) + dn2 cos (ln2ξn) + . . .+ dnmn
cos (lnmn

ξn) > 0.

Отсюда получим

c2ξ21 +
m1∑
k=1

d1k cos (l1kξ1) + c2ξ22 +
m2∑
k=1

d2k cos (l2kξ2) + . . .+

+ c2ξ2n +
mn∑
k=1

dnk cos (lnkξn) > 0.

Рассмотрим функцию c2ξ21 +
m1∑
k=1

d1k cos (l1kξ1).

Для всех ξ1 ∈ R1 эта функция является четной.
Исследуем поведение этой функции на промежутке ξ ∈ [0,+∞). Для этого
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найдем производную:

2 c2ξ1 −
m1∑
k=1

d1kl1k sin (l1kξ1) =

= 2 c2ξ1

(
1− 1

2c2

m1∑
k=1

d1kl1k
sin (l1kξ1)

ξ1

)
=

= 2 c2ξ1

(
1− 1

2c2

m1∑
k=1

d1kl
2
1k

sin (l1kξ1)

l1kξ1

)
.

Так как | sinα/α| < 1, то найденная производная будет положительна на
промежутке ξ1 ∈ (0,+∞) при выполнении условия

m1∑
k=1

d1kl
2
1k < 2 c2.

Таким образом, функция c2ξ21 +
m1∑
k=1

d1k cos (l1kξ1) возрастает на промежутке

ξ1 ∈ (0,+∞) и принимает наименьшее значение в точке ξ1 = 0, равное
m1∑
k=1

d1k.

Отсюда следует, что для выполнения условия

c2ξ21 +
m1∑
k=1

d1k cos (l1kξ1) > 0

необходимо выполнение условия
m1∑
k=1

d1k > 0.

В силу четности функции значение
m1∑
k=1

d1k > 0 будет наименьшим для любого

ξ1 ∈ R1.
Рассмотрим теперь функции

c2ξ2j +
m1∑
k=1

djk cos (ljkξj), j = 2, n

и проведем аналогичные рассуждения. В результате получим, что для выпол-
нения условий

c2ξ2j +
m1∑
k=1

djk cos (ljkξj) > 0, j = 2, n
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необходимо выполнение неравенств
mj∑
k=1

djkl
2
jk < 2 c2,

mj∑
k=1

djk > 0, j = 2, n.

При ξ =
−→
0 условие (3.52) будет выполняться, если коэффициенты при нело-

кальных потенциалах будут удовлетворять неравенству
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk > 0.

Окончательный вывод: получены достаточные условия
n∑
j=1

mj∑
k=1

djk > 0,

mj∑
k=1

djkl
2
jk < 2 c2,

mj∑
k=1

djk > 0, j = 1, n

для существования гладких решений уравнения (3.45), определяемых трехпа-
раметрическим семейством решений

G̃(x, t; Ã, B̃, ξ) := Ã et G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ) + ψ(ξ) + x · ξ)+

+ B̃ e−t G̃1(ξ) sin (t G̃2(ξ)− ψ(ξ)− x · ξ),

где ψ(ξ) определяется по формуле (3.49), G̃1(ξ) и G̃2(ξ) определяются равен-
ствами (3.51), Ã, B̃ и ξ ∈ Rn — произвольные вещественные параметры.
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