




Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ èíâàðèàíòíîñòè, óñòîé-
÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ îòíîñè-
òåëüíî ðàçëè÷íûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.
Äàííîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíû ðàáîòû Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.Á. Êóðæàíñêîãî,
Æ.Ï. Îáåíà, Å.À. Ïàíàñåíêî, Ë.È. Ðîäèíîé, À.È. Ñóááîòèíà, Å.Ë. Òîí-
êîâà, Â.Í. Óøàêîâà, Ò.Ô. Ôèëèïïîâîé, Ï. Õàðòìàíà è ìíîãèõ äðóãèõ àâ-
òîðîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ìíî-
æåñòâ, êîòîðûå íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ îò èíâàðèàíòíûõ èëè ñëàáî èíâàðèàíò-
íûõ (ñì. ðàáîòû Â.Í. Óøàêîâà1 è åãî ó÷åíèêîâ), à èìåííî � ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè è âû÷èñëÿ-
åòñÿ äåôåêò èíâàðèàíòíîñòè, êîòîðûé îöåíèâàåò ñòåïåíü íåñîãëàñîâàííîñòè
ìíîæåñòâà è äèíàìèêè ñèñòåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè.
Â ðàáîòàõ Ë.È. Ðîäèíîé è Å.Ë. Òîíêîâà2 òàêæå èññëåäóþòñÿ ìíîæåñòâà,
íå ÿâëÿþùèåñÿ èíâàðèàíòíûìè â ¾êëàññè÷åñêîì¿ ñìûñëå; äëÿ òàêèõ ìíî-
æåñòâ ââîäèòñÿ åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè, êîòîðîå
íàçâàíî ñòàòèñòè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ïóñòü D(t,X) � ìíîæåñòâî äî-
ñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ [t0,+∞)× Rn × Rm (1)

â ìîìåíò âðåìåíè t èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Ìíîæåñòâî

M =
{

(t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn : x ∈M(t)
}

íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1), åñ-
ëè îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D(t,X) â
ìíîæåñòâå M ðàâíà åäèíèöå.

Â äèññåðòàöèè èçó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûå, ñòàòèñòè÷åñêè
ñëàáî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà è ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1), à òàêæå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì

1Óøàêîâ Â.Í., Çèìîâåö À.À. Äåôåêò èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà.
Êîìïüþòåðíûå íàóêè. 2011. Âûï. 2. Ñ. 98�111.
Óøàêîâ Â.Í., Êîòåëüíèêîâà À.Í., Ìàë�åâ À.Ã. Îá îöåíêå äåôåêòà ñëàáîé èíâàðèàíòíî-

ñòè ìíîæåñòâ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
ÓðÎ ÐÀÍ. 2013. Ò. 19. � 4. Ñ. 250�266.

2Ðîäèíà Ë.È., Òîíêîâ Å.Ë. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, íåáëóæäàåìîñòü è ìèíèìàëüíûé öåíòð ïðèòÿæåíèÿ // Íåëèíåé-
íàÿ äèíàìèêà. 2009. Ò. 5. � 2. Ñ. 265�288.
Ðîäèíà Ë.È., Òîíêîâ Å.Ë. Ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå
íàóêè. 2011. Âûï. 1. Ñ. 67�86.
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ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì. Èññëåäóþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê âåðõ-
íÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè ñèñòåìû çàäàííûì ìíîæåñòâîì M :

freq∗(X)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ− t0

,

freq∗(X)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ− t0

,

ãäå mes � ìåðà Ëåáåãà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè freq∗(X) = freq∗(X), òî
îáùèé ïðåäåë

freq(X)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : D(t,X) ⊆M(t)}
ϑ− t0

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè ñèñòåìû (1) ìíîæåñòâîì M.
Äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ
Î.Â. Àíàøêèíà, Ä.Ä. Áàèíîâà, Ð.È. Ãëàäèëèíîé, Ò.Â. Äîâæèê, À.Î. Èã-
íàòüåâà, Î.Â. Ìèòüêî, À.Ä. Ìûøêèñà, Í.À. Ïåðåñòþêà, Â.È. Ïëîòíèêî-
âà, À.Ì. Ñàìîéëåíêî, Í.Â. Ñêðèïíèê, Î.Ñ. ×åðíèêîâîé. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ñèñòåìàì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Â. Àðó-
òþíîâà, Â.È. Ãóðìàíà, Â.À. Äûõòû, Ñ.Ò. Çàâàëèùèíà, Ä.Þ. Êàðàìçèíà,
Á.Ì. Ìèëëåðà, Ô.Ë. Ïåðåéðà, È.Â. Ðàñèíîé, Å.ß. Ðóáèíîâè÷à, Î.Í. Ñàì-
ñîíþê, À.Í. Ñåñåêèíà è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì
âîçäåéñòâèåì

ẋ = f(t, x, u), t 6= τi,

∆x|t=τi = g(x,wi), (t, x, u, wi) ∈ [t0,+∞)× Rn × Rm × Rp,
(2)

ãäå âåêòîðû wi, i = 1, 2, . . . , ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, âëè-
ÿþùèìè íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìîìåíòû âðåìåíè t = τi è ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ â çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå W ⊂ Rp.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè çàäàííîãî ìíîæå-
ñòâà M îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2), óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ ôóíê-
öèé À.Ì. Ëÿïóíîâà è ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàðêà. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î
ñëàáîé ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñëàáîé àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà è åå
îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòûõ.
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Òàêæå â ðàáîòå äîêàçàíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì è
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, â êîòîðûõ ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ è óñòîé÷èâûõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèé ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ èìïóëüñàìè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé áèîëîãèè, òàêèõ êàê ìîäåëü êîíêóðåíöèè äâóõ âèäîâ è ìîäåëü î
äèíàìèêå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé ïðè íàëè÷èè áèîëîãè÷åñêîãî
êîíòðîëÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîëîæèòåëüíî
èíâàðèàíòíûõ, óñòîé÷èâûõ ïî Ëÿïóíîâó, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ è
ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòå-
ìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2); îöåíêà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ðåøåíèé ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì; èññëåäîâàíèå ñòà-
òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà-
÷àõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ðàáîòà îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ,
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ
÷èñëåííûå ìåòîäû ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Mathematica âåðñèè 11.0.1.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íî-
âûìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíîãî
ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1), èññëåäîâàíû ñâîéñòâà
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé;

2) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîãî,
óñòîé÷èâîãî ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ìíîæåñòâ îòíîñè-
òåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2);

3) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáî ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî-
ãî, ñëàáî óñòîé÷èâîãî ïî Ëÿïóíîâó è ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî
ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2);

4) ïîëó÷åíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåì è óðàâíåíèé ñ èì-
ïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, à òàêæå òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû è óðàâíåíèÿ ñ
èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì ñîîòâåòñòâåííî;

5) äëÿ ìîäåëè êîíêóðåíöèè äâóõ âèäîâ è ìîäåëè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé â óñëîâèÿõ áèîëîãè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïîëó÷åíû óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ìíîæåñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
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àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Âñå îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ â íåé ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå
òåîðåì è ñîïðîâîæäàþòñÿ ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû
è ïðèìåíåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîâåäåíèè èññëå-
äîâàíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè
è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, â Èíñòèòóòå äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ
ÑÎ ÐÀÍ, â Ìîñêîâñêîì, Âëàäèìèðñêîì, Âîðîíåæñêîì, Ïåðìñêîì, Áåëîðóñ-
ñêîì, Óäìóðòñêîì è ßðîñëàâñêîì ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòàõ, à òàêæå
ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è ìàãèñòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ
è åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ñïåöèàëüíîñòåé Óäìóðòñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ, ñðåäè êîòî-
ðûõ:

1) ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè, òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé (ÏÌÒÓÊÒ-
2013)¿ (Âîðîíåæ, 2013);

2) ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû ìàòåìàòèêè è å¼ ïðèëîæåíèé¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2014);

3) ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2014, 2016);

4) ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèíàìèêà ñèñòåì è ïðîöåññû óïðàâ-
ëåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2014);

5) âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Òåîðèÿ
óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðî-
ôåññîðà Í.Â. Àçáåëåâà è ïðîôåññîðà Å.Ë. Òîíêîâà (Èæåâñê, 2015);

6) ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ
è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 2015);

7) ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ - 2016¿
â ðàìêàõ ôîðóìà ¾Ìàòåìàòèêà è ãëîáàëüíûå âûçîâû XXI âåêà¿ (Ïåðìü,
2016);

8) Èæåâñêèé ãîðîäñêîé ñåìèíàð ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
òåîðèè óïðàâëåíèÿ (ÓäÃÓ, Èæåâñê, 2012�2017);

9) Ñåìèíàð "Íåëèíåéíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ"(ÂëÃÓ, Âëàäèìèð,
2017).

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå
äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 17 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ [1�17]. Ñòàòüè [1�5] âõîäÿò
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â ïåðå÷åíü ðåôåðèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ
äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèé, ñòàòüè [3�
5] âõîäÿò â ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ Scopus.

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ èç ðåôåðèðóåìûõ èçäàíèé àâòîðó ïðèíàäëåæàò
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Ðàáîòà 1: äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 1 è èññëåäîâàíèå ïðèìåðà 1.
Ðàáîòà 4: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2 è 3 è èññëåäîâàíèå ìîäåëè áèîëîãè-

÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïîïóëÿöèè.
Ðàáîòà 5: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 è èññëåäîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, 8 ïàðàãðàôîâ (íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ ñêâîçíàÿ), çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè 106 ñòðàíèö òåêñòà ñ 6 ðèñóíêàìè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 70 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.

Êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, äàåòñÿ îá-
ùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìîãî â äèññåðòàöèè êðóãà âîïðîñîâ, ïðè-
âåäåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïðåäøåñòâåííèêîâ ïî äàííîé ïðîáëåìå, îïðåäå-
ëåíà öåëü ðàáîòû è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé òàêèå êàê âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîïà-
äàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè â çàäàííîå ìíîæåñòâî è ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâà-
ðèàíòíûå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ
f(t, x, u) íåïðåðûâíà, óïðàâëåíèå u ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
U(t, x) ⊂ Rm è ôóíêöèÿ U(t, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð-
ôà ïðè âñåõ (t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn.

Âåðõíþþ îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó ïîïàäàíèÿ åå ãðàôèêà â ìíîæåñòâî
M îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

freq∗(ϕ)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ− t0

(3)

Íèæíþþ îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó freq∗(ϕ) îïðåäåëèì òåì æå ðàâåíñòâîì, íî
ñ çàìåíîé â íåì âåðõíåãî ïðåäåëà íèæíèì, à åñëè ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò
freq∗(ϕ) = freq∗(ϕ), òî îáùèé ïðåäåë îáîçíà÷èì

freq(ϕ)
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : ϕ(t) ∈M(t)}
ϑ− t0

(4)
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è íàçîâåì îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîïàäàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ϕ â ìíî-
æåñòâî M.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

M
.
=
{

(t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn : x ∈M(t)
}
,

çàäàííîå ôóíêöèåé t 7→ M(t), íåïðåðûâíîé â ìåòðèêå Õàóñäîðôà; ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [t0,+∞) ìíîæåñòâîM(t) íåïóñòî è êîìïàêòíî.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà õàðàê-
òåðèñòèê (3), (4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂M ãðàíèöó ìíîæåñòâà M, ÷åðåç intM
� âíóòðåííîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà, %(x,M)

.
= inf

y∈M
|x− y| � ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè x äî ìíîæåñòâà M. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Rϕ(t) =

{
%
(
ϕ(t), ∂M(t)

)
, åñëè ϕ(t) 6∈M(t),

−%
(
ϕ(t), ∂M(t)

)
, åñëè ϕ(t) ∈M(t).

Ïóñòü B(R) � ñèãìà-àëãåáðà âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ R. Îïðåäåëèì
äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà B ∈ B(R) ôóíêöèè

µ∗(B)
.
= lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [t0, ϑ] : Rϕ(t) ∈ B}
ϑ− t0

,

µ∗(B)
.
= lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [t0, ϑ] : Rϕ(t) ∈ B}
ϑ− t0

.

Òå î ð åì à 1 ([5],[15]). Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(t), ψ(t) è ìíîæåñòâî M òà-

êîâû, ÷òî lim
t→∞

|ϕ(t)− ψ(t)| = 0 è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
ε→0+0

µ∗
(
[−ε, ε]

) .
= lim
ε→0+0

lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [t0, ϑ] : |Rϕ(t)| 6 ε}
ϑ− t0

= 0. (5)

Òîãäà freq∗(ϕ) = freq∗(ψ) 6 freq∗(ψ) = freq∗(ϕ).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ freq(ϕ) èëè freq(ψ) ñóùåñòâóåò,

òî äðóãîé ïðåäåë òàêæå ñóùåñòâóåò è freq(ϕ) = freq(ψ).
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè ïî-

ìîùè òåîðåìû 1.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òàêæå ïîëó÷åíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1).
Äîïóñòèìûì ïðîöåññîì óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1) íàçîâåì ôóíêöèþ

t 7→ (u(t), x(t)) ∈ Rm × Rn,
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êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) óïðàâëåíèå u(t) îïðåäåëåíî íà I = [t0,+∞), îãðàíè÷åíî è èçìåðèìî

ïî Ëåáåãó;
2) ðåøåíèå x(t) â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ẋ = f(t, x, u(t)), îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ I;
3) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå u(t) ∈ U(t, x(t)).
Îòâå÷àþùåå äîïóñòèìîìó ïðîöåññó (u(t), x(t)) óïðàâëåíèå u(t) íàçûâà-

åòñÿ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì ñèñòåìû (1).
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñâèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1) äèôôåðåíöèàëüíîå

âêëþ÷åíèå
ẋ ∈ F (t, x), F (t, x) = coH(t, x), (6)

ãäå H(t, x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f

(
ti, xi, U(ti, xi)

)
ïðè (ti, xi)→ (t, x), coH(t, x) � çàìûêàíèå âûïóêëîé

îáîëî÷êè ìíîæåñòâà H(t, x), òî åñòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî H(t, x).

Ìíîæåñòâî M =
{

(t, x) ∈ [t0,+∞) × Rn : x ∈ M(t)
}
íàçûâàåòñÿ ñòà-

òèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1),
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M(t0) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ϕ(t) âêëþ-
÷åíèÿ (6), îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t > t0, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ ϕ(t0) = x è ðàâåíñòâó freq∗(ϕ) = 1.

Òå î ð åì à 2 ([5],[15]). Ïóñòü äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M(t0) ñóùåñòâó-

åò ðåøåíèå ψ(t) âêëþ÷åíèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

ψ(t0) = x è ðàâåíñòâó lim
t→∞

|ϕ(t) − ψ(t)| = 0, ãäå ϕ(t) � ðåøåíèå äàííîãî

âêëþ÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî

lim
ε→0+0

µ∗
(
(−∞,−ε)

) .
= lim
ε→0+0

lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [t0, ϑ] : Rϕ(t) 6 −ε}
ϑ− t0

= 1.

Òîãäà ìíîæåñòâî M ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ñèñòåìû (1).
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè

κ̃ = lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : z(t) 6 0}
ϑ− t0

äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áîðà ôóíêöèé z(t), êîòîðûå çàâèñÿò îò
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåì îñíîâíûå óòâåðæäå-
íèÿ.
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Òå î ð åì à 3 ([5]). Ïóñòü z(t) = F
(
z1(t), . . . , zk(t)

)
, ôóíêöèè zi(t) � ïåðè-

îäè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè Ti, i = 1, . . . , k, ôóíêöèÿ F
(
z1(x1), . . . , zk(xk)

)
èíòå-

ãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ìíîæåñòâå [0, T1]×. . .×[0, Tk]. Åñëè ÷èñëà T1, . . . , Tk
ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

z = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

z(t)dt

ôóíêöèè z(t) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

z =

∫ T1

0

. . .

∫ Tk

0

F
(
z1(x1), . . . , zk(xk)

)
dx1 . . . dxk

T1 · T2 · . . . · Tk
.

Ñë å ä ñ ò â è å 1 ([5]). Ïóñòü z(t) = H
(
z1(t), . . . , zk(t)

)
, ôóíêöèè zi(t) �

ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè Ti, i = 1, . . . , k, ôóíêöèÿ H
(
z1(x1), . . . , zk(xk)

)
èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ìíîæåñòâå [0, T1] × · · · × [0, Tk]. Åñëè ÷èñëà

T1, . . . , Tk ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

κ̃ =
mes

{
x1 ∈ [0, T1], . . . , xk ∈ [0, Tk] : H

(
z1(x1), . . . , zk(xk)

)
6 0
}

T1 · T2 · . . . · Tk
,

ãäå mes � k-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, âîç-
íèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî
c ∈ R ââîäèòñÿ õàðàêòåðèñòèêà

κc
.
= lim
ϑ→∞

mes
{
t ∈ [t0, ϑ] : z(t) 6 c

}
ϑ− t0

.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî λ0 ∈ [0, 1] è ôóíê-
öèÿ z(t) ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðîì ïîïóëÿöèè (èëè êîíöåíòðàöèåé âåùåñòâ, èëè
îáúåìîì ïðîèçâîäñòâà). Íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå c = c (λ0) òàêîå, ÷òî
âåëè÷èíà z(t) íå ïðåâûøàåò c (λ0) ñ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé, ðàâíîé λ0.

Òàêæå â òðåòüåì ïàðàãðàôå âû÷èñëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè κc è κ̃c äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà:

ż =
(
ε(t)− α(t)z

)
z,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ε(t) � óäåëüíàÿ (ñðåäíÿÿ) ñêîðîñòü ðîæäàåìîñòè, à α(t)z
� óäåëüíàÿ (ñðåäíÿÿ) ñìåðòíîñòü, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçìåðó ïî-
ïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè ε(t) è α(t) ïîëîæèòåëüíûå è ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèå â ñìûñëå Áîðà.
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó,
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ñëàáîé óñòîé÷èâîñòè è ñëàáîé àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñ-
íûì âîçäåéñòâèåì (2).

Ïóñòü Mr(t) � çàìêíóòàÿ r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M(t), òî åñòü ìíî-
æåñòâî òàêèõ òî÷åê x ∈ Rn, ÷òî %(x,M(t)) 6 r, Nr(t) = Mr(t)\M(t) �
âíåøíÿÿ r-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà M(t). Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà

Mr .
=
{

(t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn : x ∈Mr(t)
}
,

Nr .
=
{

(t, x) ∈ [t0,+∞)× Rn : x ∈ Nr(t)
}
.

Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ V (t, x) ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0,+∞)×Rn íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì (t, x) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) V (t, x) = 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈M;
2) V (t, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr.
Ôóíêöèÿ V (t, x) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé (îòíîñèòåëü-

íî ìíîæåñòâà M), åñëè äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, r) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
V (t, x) > δ äëÿ âñåõ (t, x) ∈Mr \Mε.

Äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè V (t, x) îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé 3 â òî÷êå
(t, x) ∈ [t0,+∞) × Rn ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q = (1, p), p ∈ Rn (ïðîèç-
âîäíîé Ô. Êëàðêà) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ϑ,y,ε)→(t,x,+0)

V (ϑ+ ε, y + εp)− V (ϑ, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V omin(t, x)
.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p), V omax(t, x)

.
= sup

p∈F (t,x)

V o(t, x; p)

íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V â ñèëó âêëþ÷å-
íèÿ (6).

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíò-
íîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2).

Ó ñ ë î â è å 1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Mr(t0) êàæäîå ðåøåíèå ϕ(t, x0) âêëþ÷å-
íèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0, x0) = x0, îïðåäåëåíî
ïðè âñåõ t > t0.

Òå î ð åì à 4 ([2]). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî

3Êëàðê Ô. Îïòèìèçàöèÿ è íåãëàäêèé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1988. 300 ñ.
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ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî V omax(t, x) 6 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ Nr è

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w))− V (τi, x) 6 −ψ
(
V (τi, x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ Nr(τi), i = 1, 2, . . . ,

ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0
ïðè s > 0. Òîãäà ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó

îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (2).

Òå î ð åì à 5 ([4]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V (t, x) è q(t, z) òàêèå,
÷òî:

1) V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâà M;
2) ôóíêöèÿ q(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, q(t, 0) ≡ 0 è òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = q(t, z) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå);

3) V omax(t, x) 6 q
(
t, V (t, x)

)
äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr;

4) max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈Mr(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿ-

åìîé ñèñòåìû (2).

Òå î ð åì à 6 ([4]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò α < 0 è ôóíêöèÿ

Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

V omax(t, x) 6 α < 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr è

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈Mr(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ x0 ∈ Nr(t0), ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè

t∗ = t∗(x(t, x0)) > t0 òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó M ïðè âñåõ t ∈ [t∗,+∞).
Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëü-

íàÿ, òî ìíîæåñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû (2).
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñëàáîé ïîëîæèòåëüíîé èíâà-

ðèàíòíîñòè, ñëàáîé óñòîé÷èâî÷òè ïî Ëÿïóíîâó è ñëàáîé àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2).

Ò å î ð åì à 7 ([3]). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî
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ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V omin(t, x) 6 0 è íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W, ÷òî

V (τi, x+ g(x, ŵi))− V (τi, x) 6 −ψ
(
V (τi, x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ Nr(τi), i = 1, 2, . . . ,

ãäå ψ(s) � íåïðåðûâíàÿ ïðè s > 0 ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ψ(0) = 0 è ψ(s) > 0
ïðè s > 0. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åñëè x ∈M(τi), òî x+g(x, ŵi) ∈M(τi).
Òîãäà ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñè-

ñòåìû (2).

Òå î ð åì à 8 ([4]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V (t, x) è q(t, z) òàêèå,
÷òî:

1) V (t, x) � îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâà M;
2) ôóíêöèÿ q(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, q(t, 0) ≡ 0 è òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = q(t, z) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå);

3) V omin(t, x) 6 q
(
t, V (t, x)

)
äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr;

4) íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈ W, ÷òî V (τi, x + g(x, ŵi)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ

x ∈Mr(τi), i = 1, 2, . . . .
Òîãäà ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñè-

ñòåìû (2).

Òå î ð åì à 9 ([4]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò α < 0 è ôóíêöèÿ

Ëÿïóíîâà V (t, x) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

V omin(t, x) 6 α < 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr è íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W,
÷òî

V (τi, x+ g(x, ŵi)) 6 V (τi, x) äëÿ âñåõ x ∈Mr(τi), i = 1, 2, . . . .

Òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ Nr(t0) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

x(t, x0) ñèñòåìû (2), äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè

t∗ = t∗(x(t, x0)) > t0 òàêîé, ÷òî òî÷êà (t, x(t, x0)) ïðèíàäëåæèò M ïðè

âñåõ t ∈ [t∗,+∞).
Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëü-

íàÿ, òî ìíîæåñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2).
Øåñòîé ïàðàãàô ïîñâÿùåí ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ðåçóëüòàòîâ

ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êîíêóðåíöèè äâóõ âèäîâ
è ìîäåëü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé â óñëîâèÿõ áèîëîãè-
÷åñêîãî êîíòðîëÿ. Èñïîëüçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ïðè íåâîçìîæíî-
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ñòè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà òàêèì ñïîñîáîì ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû
ïàêåòà Mathematica âåðñèè 11.0.1.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì
ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì, à òàêæå èçó÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè äàííûõ ñèñòåì. Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåìû Ëà
Ñàëëÿ4 äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2). Îòìåòèì,
÷òî äëÿ ñèñòåì áåç èìïóëüñîâ ẋ = f(t, x, u) ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçà-
íû â ðàáîòàõ Ïàíàñåíêî Å.À., Òîíêîâà Å.Ë.5 è Ðîäèíîé Ë.È.6.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(t, z), t 6= τi, ∆z|t=τi = l(z), (t, z) ∈ [t0,+∞)× R, (7)

ãäå ôóíêöèÿ q(t, z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî z, à ôóíêöèÿ l(z) íåïðåðûâíà.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ L(z) = l(z) + z â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî L(z)
íåóáûâàþùàÿ äëÿ âñåõ z ∈ R.

Ò å î ð åì à 10 ([2]). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è ñóùåñòâóþò ôóíê-

öèè V (t, x), q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî V (t, x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëî-

æèòåëüíîé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è äëÿ âñåõ

(t, x) ∈ Nr âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V omax(t, x) 6 q(t, V (t, x)),

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 L (V (τi, x)), i = 1, 2, . . ..

Tîãäà, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

z(t0) = max
x0∈Nr(t0)

V (t0, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t) = 0, òî ìíîæå-

ñòâî M àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿ-

åìîé ñèñòåìû (2).

Òå î ð åì à 11 ([3]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V (t, x), q(t, z), l(z) òà-
êèå, ÷òî V (t, x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé Ëÿïóíî-

âà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî V omin(t, x) 6 q(t, V (t, x)) è íàéäóòñÿ òàêèå ŵi ∈W, ÷òî

V (τi, x+ g(x, ŵi)) 6 L (V (τi, x)) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . .

4Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967.
472 ñ.

5Ïàíàñåíêî Å.À., Òîíêîâ Å.Ë. Èíâàðèàíòíûå è óñòîé÷èâî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé // Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëî-
âà. 2008. Ò. 262. Ñ. 202�221.

6Ðîäèíà Ë.È. Èíâàðèàíòíûå è ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà óïðàâ-
ëÿåìûõ ñèñòåì// Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÓäÃÓ. 2012. Âûï. 2
(40). Ñ. 3�164.
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Tîãäà, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

z(t0) = max
x0∈Nr(t0)

V (t0, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t) = 0, òî ìíîæå-

ñòâî M ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (2).
Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì.
Ïóñòü freq∗(x) è freq∗(x) � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû

ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (2) â ìíîæåñòâî M (ñì. ðàâåíñòâà (3)
è (4)). Òàêæå ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòèêè

κ∗ .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : z(t) 6 0}
ϑ− t0

, κ∗
.
= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [t0, ϑ] : z(t) 6 0}
ϑ− t0

.

Òå î ð åì à 12 ([5], [10]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V (t, x),

q(t, z), l(z) òàêèå, ÷òî V (t, x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà M è äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [t0,∞)× Rn âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

V omax(t, x) 6 q(t, V (t, x)),

max
w∈W

V (τi, x+ g(x,w)) 6 L (V (τi, x)) , i = 1, 2, . . . .

Ïóñòü z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ z(t0) = V (t0, x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (2) òà-
êîãî, ÷òî x(t0, x0) = x0, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

freq∗(x) > κ∗, freq∗(x) > κ∗. (8)

Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâà (8) âûïîëíåíû òîëü-
êî äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x(t, x0) ñèñòåìû (2).

Çàêëþ÷åíèå äèññåðòàöèè ïîäâîäèò èòîã ïðîäåëàííîé ðàáîòû.
Àâòîð äèññåðòàöèè âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íî-

ìó ðóêîâîäèòåëþ Ë.È. Ðîäèíîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
ê ðàáîòå.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

À) Ïóáëèêàöèè â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

1. Ëàðèíà ß.Þ., Ðîäèíà Ë.È. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëÿ-
åìûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ //
Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, 2013. Ò. 20, � 5.
Ñ. 62�77.
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2. Ëàðèíà ß.Þ. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëÿå-
ìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì // Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíè-
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