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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ñðåäè ñèñòåì, ðàçâèâàþùèõñÿ âî

âðåìåíè (ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì), íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíîñòè. Òàêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÷àñòî
èìåþò ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ îáðàçîâàíèÿ ñ õàðàêòåðíûìè ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûìè ñòðóêòóðàìè. Ýòè ñòðóêòóðû âàæíû â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îá-
ëàñòÿõ, íàïðèìåð ðàäèîôèçèêè, ìåõàíèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè è òåîðèè ãîðå-
íèÿ. Â öåëîì, ñòàöèîíàðíûå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå ñòðóêòóðû, áåãó-
ùèå âîëíû, ðîòàöèîííûå âîëíû, äâèæóùèåñÿ ôðîíòû ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëü-
íûé èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ïàðàáî-
ëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Ñòåïåíü íàó÷íîé ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Îäíèì èç îñíîâíûõ
ïðåäìåòîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ òàêèõ
àâòîðîâ êàê Ò.Ñ. Àõðîìååâà, Ñ.Ï. Êóðäþìîâ, Ã.Ã. Ìàëèíåöêèé, À.À. Ñàìàð-
ñêèé, À.Â. Ãàïîíîâ�Ãðåõîâ, À.Ñ. Ëîìîâ, Ã.Â. Îñèïîâ, Ì.È. Ðàáèíîâè÷, à òàê
æå Å.Ô. Ìèùåíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ.

Èäåÿ ñâåäåíèÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ê èçó÷åíèþ îòîáðàæåíèé ïðèíàäëåæèò À. Ïóàíêàðå. Îí æå ââåë ïî-
íÿòèå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòîáðàæåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ À. Ïóàíêàðå
îá èçó÷åíèè îòîáðàæåíèé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâà-
ëàñü Äæ.Ä. Áèðêãîôîì, êîòîðûé ïîëó÷èë ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. À. Ïóàíêàðå äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â îêðåñòíîñòè
íåïîäâèæíîé òî÷êè ñåäëîâîãî òèïà.

Â 1934 ã. Í.Ì. Êðûëîâ è Í.Í. Áîãîëþáîâ ïðîâåëè êà÷åñòâåííûé àíàëèç êîëå-
áàòåëüíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà è, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû À. Ïóàíêàðå è Äàí-
æóà ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà òîðå, óñòàíîâèëè íàëè÷èå ó ýòèõ ñèñòåì
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è èññëåäîâàëè èõ óñòîé÷èâîñòü. Â ýòîé ìîíîãðà-
ôèè Í.Ì. Êðûëîâ è Í.Í. Áîãîëþáîâ1 çàëîæèëè îñíîâû ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ
ìíîãîîáðàçèé. Ïîëíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ðàçâèòûõ â àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè áûëî îñóùåñòâëåíî Í.Í. Áîãîëþáîâûì â
1945 ãîäó. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòå Í.Í. Áîãîëþáîâà çàíèìàåò ïðîáëåìà
îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Â òàê íàçûâàåìîé òðåòüåé òåîðåìå Í.Í. Áî-
ãîëþáîâà äëÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäåëüíûì
öèêëîì óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèì åìó èíòåãðàëüíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, ïðèíöèï ñâåäåíèÿ â òåîðèè
êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ óñòîé÷èâîñòè áûë îòêðûò À.Ì. Ëÿïóíîâûì. Â äàëüíåé-
øåì ïðèíöèï ñâåäåíèÿ äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó áûë äîêàçàí â ðàáîòå
Â.À. Ïëèññà. Íà ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ìíîãîîáðàçèåì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿ-
íèé, ïðèíöèï ñâåäåíèÿ áûë ðàñïðîñòðàíåí Â.Â. Ñòðûãèíûì è Â.À. Ñîáîëåâûì.

1Êðûëîâ Í.Ì., Áîãîëþáîâ Í.Í. Ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ íåëèíåéíûõ ìåõàíèêè ê òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ êî-
ëåáàíèé / Í.Ì. Êðûëîâ, Í.Í. Áîãîëþáîâ. � Êèåâ: Èçä-âî Âñåóêð. ÀÍ, 1934.
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Ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû Ä. Ðþýëÿ (D. Ruelle) è Ô. Òàêåíñà (F. Takens)
ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî óñïåøíî ïðèìåíÿòü â
òåîðèè áèôóðêàöèé Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà. Áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ ïðå-
äåëüíîãî öèêëà áûëà îòêðûòà À.À. Àíäðîíîâûì â 1931 ãîäó è àêòèâíî èñ-
ïîëüçîâàëàñü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, à
òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè êîëåáàíèé. Àíàëèç ýòîé áèôóðêàöèè äëÿ ìíî-
ãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûë ïðîâåäåí Ç. Õîïôîì. Ìåòîä íîðìàëüíûõ
ôîðì â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè èëè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿ-
åò ïðèâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ
îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ è êîòîðûé ÷àñòî äîïóñêàåò áîëåå
ïîëíîå äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå. Îñíîâû òåîðèè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìåþò ðåçóëüòàòû À.Í. Øî-
øèòàéøâèëè.

Â 1976 ãîäó áûëà èçäàíà êíèãà Äæ. Ìàðñäåíà, Ì. Ìàê-Êðàêåíà2 (J. Marsden,
M. McCracken) � ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä ïî òåîðèè áèôóðêàöèé. Ïðèìåíÿåìàÿ
â íåé òåõíèêà îñíîâàíà íà ìåòîäå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îáùàÿ òåîðå-
ìà î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ îòîáðàæåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
èñïîëüçóåòñÿ â ýòîé ìîíîãðàôèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î öåíòðàëüíîì
ìíîãîîáðàçèè äëÿ ïîëóïîòîêîâ. Ïîñðåäñòâîì äàëüíåéøåãî òùàòåëüíîãî àíà-
ëèçà â ðàáîòàõ Å.Ï. Áåëàíà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ýòîé òåîðåìû äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â 1981 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîíîãðàôèÿ Ä. Õåíðè3

(D. Henry), â êîòîðîé òåîðåìû îá èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è öåíòðàëü-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïî-
ëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèíöèï ñâåäåíèÿ äîêàçàí â îáùåì
ñëó÷àå. Óêàçàí è îáîñíîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â
âèäå àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïðèâîäèòñÿ íà óäà÷íî ïî-
äîáðàííûõ ïðèìåðàõ òàêæå è ñïîñîá ðåäóêöèè óðàâíåíèÿ íà åãî öåíòðàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå. Ä. Õåíðè ïîëó÷èë îáùèå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè, óñòîé÷è-
âîñòè è ãëàäêîñòè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Ðÿä âàæíûõ çàäà÷ ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè, ýêîëîãèè ïðèâîäÿò ê èññëåäî-
âàíèþ ñèñòåì ñ ìàëîé äèôôóçèåé. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ î áèôóðêàöèÿõ â
óêàçàííûõ ñèñòåìàõ õàðàêòåðíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ çàäà÷ â 80-õ ãîäàõ Þ.Ñ. Êîëåñîâ, îïèðàÿñü íà èäåî-
ëîãèþ îäíî÷àñòîòíîãî ìåòîäà Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà�Ìèòðîïîëüñêîãî, ïðåäëî-
æèë ñïåöèàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, íàçâàííûé ìåòîäîì êâàçèíîðìàëü-
íûõ ôîðì. Ãëóáîêèå èäåè ïî èññëåäîâàíèþ áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèôôóçèåé â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî âûðîæäå-

2Ìàðñäåí Ä., Ìàê-Êðàêåí Ì. Áèôóðêàöèÿ ðîæäåíèÿ öèêëà è åå ïðèëîæåíèÿ / Ä. Ìàðñäåí, Ì. Ìàê-
Êðàêåí. � ïåð. ñ àíãë. Ë. Ì. Ëåðìàíà. � Ì.: Ìèð, 1980. � 368 ñ.

3Õåíðè Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1985. � 376 ñ.
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íèÿ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå À.Á. Âàñèëüåâîé, Ñ.À. Êàùåíêî, Þ.Ñ. Êîëåñîâà,
Í.Õ. Ðîçîâà4.

Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðåäñòàâèòåëåì îáùåãî êëàñ-
ñà ñêàëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ. Ýòîò êëàññ
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èññëåäîâàííûõ ïðèìåðîâ â ãëîáàëüíîé, ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â ðàáîòàõ Ñ.Ä. Ãëûçèíà âûïîëíåíû îáøèðíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ
ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó è îïðåäåëåíû ãðàíèöû ïðè-
ìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Äèôôóçèîííûé õàîñ, êàê ÿâëåíèå, õà-
ðàêòåðíîå äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ñèñòåì
¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ¿), áûë èçó÷åí â öèêëå ðàáîò Ñ.Ä. Ãëûçèíà, À.Þ. Êîëåñî-
âà, Í.Õ. Ðîçîâà. Çäåñü ñëåäóåò åùå îòìåòèòü ðàáîòû òåõ æå àâòîðîâ, â êîòîðûõ
íà îñíîâå ìåòîäà êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì äîêàçûâàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå ñêîëü
óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ àâòîâîëíîâûõ ðåøåíèé â êðàåâûõ çàäà÷àõ
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ ìàëîé äèôôóçèåé ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå ìåòàóñòîé÷èâûå ñòðóêòóðû, ïîä
êîòîðûìè ìû ïîäðàçóìåâàåì ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ðåøåíèÿ. Ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà- Ëàíäàó)
ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Carr J., Pego R. L., Fusco G., Hale J.K. Â ðàáîòàõ Carr J.,
Pego R. L., Weinberger H. ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð óðàâ-
íåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè.

Â ðàáîòå N.Alikakos, P.W.Bates, G. Fusco (1991) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð (ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ðåøåíèé) óðàâíåíèÿ Êàíà�
Õèëëàðäà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε2.

Íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå ïóáëèêàöèè îñòàþòñÿ íå ðåøåííûìè âîïðîñû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè è â
îáëàñòè íàäêðèòè÷íîñòè, à òàêæå íå èññëåäîâàëèñü ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ðîæ-
äàþùèõñÿ ñòðóêòóð ïðè îòõîäå áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà îò êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ â îáëàñòü íàäêðèòè÷íîñòè. Àêòóàëüíîñòü òåìû ïðåäîïðåäåëèëà ïî-
ñòàíîâêó öåëè è îñíîâíûõ çàäà÷, âûáîðà îáúåêòà è ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñëîâèé ðîæäå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äëÿ êðàåâûõ çàäà÷
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò áè-
ôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà è îïðåäåëåíèå õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè ðîæäåííûõ
ðåøåíèé ïðè îòõîäå áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà â îáëàñòü íàäêðèòè÷íîñòè
(ò.å. èçìåíåíèå áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà îò áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà äî çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî îáëàñòè íàäêðèòè÷íîñòè).

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

4Âàñèëüåâà À.Á. Áèôóðêàöèÿ àâòîêîëåáàíèé íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèôôóçèåé
/ À.Á. Âàñèëüåâà, Ñ.À. Êàùåíêî, Þ.Ñ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ // Ìàò.ñáîðíèê. � 1989. � Ò. 130 (172). � � 4
(8). � Ñ. 488�499.
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- îïèñàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ôîðìó ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó è Êàíà�Õèëëàðäà ñ óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà íà îòðåçêå
â çàâèñèìîñòè îò áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà;

- ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó óñòîé÷èâîñòè ðîæäàþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâåííî
íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð ïðè èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà;

- èññëåäîâàòü óñëîâèÿ è ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð
(ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ðåøåíèé);

- èññëåäîâàòü äèíàìèêó óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé (ðàñ-
øèðåíèåì) óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà, ñ óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà è ïåðèîäè-
÷åñêèìè. Âûäåëèòü êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü áèôóðêàöèîííûå ÿâëåíèÿ;

- äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà åãî ëî-
êàëüíàÿ äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà;

- âûïîëíèòü ñåðèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå öåí-
òðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è ìåòîäå Ãàëåðêèíà. Äëÿ îïðåäåëåííûõ ôèêñèðîâàí-
íûõ ïàðàìåòðîâ ïðîâåñòè ÷èñëåííûé àíàëèç ôîðìû è óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóð.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà è ïåðèîäè÷åñêèìè.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ, èõ óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà; ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ
(ìåòàóñòîé÷èâûå) ñòðóêòóðû.

Ãèïîòåçà èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà öåí-
òðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé è ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûì ðå-
çóëüòàòàì. Òàêîé íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óêàçàí-
íûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ôîðìû è óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ
ðåøåíèé ïðè èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
â ðàçëè÷íûõ òåîðåòè÷åñêèõ, ïðèêëàäíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ.

Òåîðåòèêî-ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿþò ìåòî-
äû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êà÷åñòâåííîé òåîðèè ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, òåîðèè áèôóðêà-
öèé, ìåòîä öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, ìåòîä Ãàëåðêèíà. Èñïîëüçóþòñÿ êàê
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ëîêàëüíîé äèíàìèêè, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè
íîðìàëüíûõ ôîðì íà öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òàê è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû
áåñêîíå÷íîìåðíîé íîðìàëèçàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì:

- âûïîëíåíî îðèãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ôîðìû è óñòîé÷èâîñòè
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè èçìåíåíèè áèôóð-
êàöèîííîãî ïàðàìåòðà (óìåíüøåíèè è îòõîäå îò áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ â
îáëàñòü íàäêðèòè÷íîñòè);

- âïåðâûå ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ ìåòàóñòîé÷èâûõ
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ñòðóêòóð â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ óñëîâèÿìè íà îòðåçêå;
- ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à î äèíàìèêå è óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ðàñøèðåííîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà ðàññëàèâàåòñÿ íà êîíòèíóàëü-
íîå (çàâèñÿùåå îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà) ñåìåéñòâî áîëåå ñïåöèàëèçèðîâàííûõ
êðàåâûõ çàäà÷. Êàê ïðàâèëî ðàññìàòðèâàåìûå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè èìåþò ðàç-
ìåðíîñòü 1 èëè 2.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Íà îñíîâå ìåòîäà öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùå-

ñòâîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà îòðåçêå.

2. Íà îñíîâå ìåòîäà öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùå-
ñòâîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Íåéìàíà íà îò-
ðåçêå.

3. Â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà îòðåçêå íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïðîâå-
äåí àíàëèç ôîðìû è óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàð-
íûõ ðåøåíèé, ðîæäàþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè òèïà ¾âèëêà¿.

4. Â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà îòðåçêå ñóùåñòâóþò ìåòàóñòîé÷èâûå ñòðóê-
òóðû (ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ðåøåíèÿ), âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ñåäëî-
óçëîâûõ áèôóðêàöèé. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ è ñöåíàðèè èõ âîçíèêíîâåíèÿ.

5. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàñøèðåííîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ Êàíà�
Õèëëàðäà â îêðåñòíîñòÿõ âñåãî êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà åãî ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ. Âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè, ïðèâåä¼í áèôóðêàöèîííûé àíàëèç. Ïî-
ñòðîåíû àñèìïòîòèêè íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, è èçó÷åíà èõ óñòîé-
÷èâîñòü.

6. Äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êàíà�Õèëëàðäà ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðîé
îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà åãî ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé â ýòîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòè-
êè è èíôîðìàòèêè Òàâðè÷åñêîé àêàäåìèè ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Êðûìñêèé ôåäåðàëü-
íûé óíèâåðñèòåò èìåíè Â.È. Âåðíàäñêîãî¿ â êóðñàõ ¾Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ áè-
ôóðêàöèé¿, ¾Äèíàìèêà ñòðóêòóð â áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ¿,
¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿, ¾Ýëåìåíòû
òåîðèè áèôóðêàöèé¿. Ñâåäåíèÿ èç äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû êàê ñïåöèà-
ëèñòàì, ðàáîòàþùèì â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òàê è â èññëåäîâàíèÿõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äî-
êëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìîäåëèðîâà-
íèå, óïðàâëåíèå, óñòîé÷èâîñòü¿ (MSC-2012) (10�14 ñåíòÿáðÿ 2012, Ñåâàñòîïîëü,
Óêðàèíà); The 4th international conference ¾Nonlinear dynamics-2013¿ (19�22

7



June 2013, Sevastopol, Ukraine); ¾Áîãîëþáîâñêèå ÷òåíèÿ DIF-2013¿ (23�30 èþíÿ
2013, Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà); Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ¾ÊÌÌÊ�2013¿ (22 ñåíòÿáðÿ � 4 îêòÿáðÿ 2013, Ñóäàê, Óêðàèíà); Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ (¾Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà MFL-2014¿, 15�20 ñåí-
òÿáðÿ 2014; ¾Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà MFL-2016¿, 15�18 ñåíòÿáðÿ 2016, Àëóø-
òà, Ðîññèÿ); Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (¾ÊÐÎÌØ�2014¿, 21�30
ñåíòÿáðÿ 2014, Ñóäàê; ¾ÊÐÎÌØ�2015¿, 17�29 ñåíòÿáðÿ 2015; ¾ÊÐÎÌØ�2016¿,
16�29 ñåíòÿáðÿ 2016; ÊÐÎÌØ�2017, 17�29 ñåíòÿáðÿ 2017 ãîäà; ÊÐÎÌØ�2018,
17�29 ñåíòÿáðÿ 2018 ãîäà, Áàòèëèìàí (Ëàñïè), Ðîññèÿ); Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è
ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ (24�29
àïðåëÿ 2016; 23�28 àïðåëÿ 2017 ãîäà; 22�27 àïðåëÿ 2018 ãîäà, Ðîñòîâ-íà-Äîíó,
Ðîññèÿ); Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Èí-
ôîðìàòèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. Ìîäåëèðîâàíèå. Îáðàçîâàíèå¿ (ÌÈÊÌÎ-
2017, 10�14 àïðåëÿ 2017 ãîäà; ÌÈÊÌÎ-2018, 17�20 àïðåëÿ 2018; ÌÈÊÌÎ-2019,
16�19 àïðåëÿ 2019 ãîäà, Ñèìôåðîïîëü, Ðîññèÿ); Íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà, àñïèðàíòîâ, ñòóäåíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Äíè íàóêè Êðûìñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È.
Âåðíàäñêîãî¿ â ðàìêàõ Ôåñòèâàëÿ Íàóêè ÊÔÓ (1�3 íîÿáðÿ 2017 ãîäà; 12�17
îêòÿáðÿ 2018 ãîäà, Ñèìôåðîïîëü, Ðîññèÿ); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äè-
íàìè÷åñêèå ñèñòåìû â íàóêå è òåõíîëîãèÿõ¿ (DSST�2018) (17�21 ñåíòÿáðÿ 2018
ãîäà, Àëóøòà, Ðîññèÿ); íà ñåìèíàðàõ: ñåìèíàðû êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ãåîìåòðèè ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Êðûìñêîãî
ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Â.È. Âåðíàäñêîãî (ðóêîâîäèòåëè ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Î.Â. Àíàøêèí, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Å.Ï. Áåëàí); ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Êðûìñêîãî ôåäå-
ðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Â.È. Âåðíàäñêîãî (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í., ïðîô.
Í.Ä. Êîïà÷åâñêèé); ñåìèíàð ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñèíåðãåòèêà¿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äå-
ìèäîâà (ðóêîâîäèòåëü ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ñ.Ä. Ãëûçèí) .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 7 ïå÷àòíûõ èçäàíè-
ÿõ [1]�[7], âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, 19 � â òåçèñàõ äîêëà-
äîâ [8]�[26]. Ñòàòüè [1], [7] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ Å.Ï. Áåëàíîì è Ñ.À. Êàùåí-
êî ñîîòâåòñòâåííî: â ýòèõ ðàáîòàõ ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷ è
âûáîð ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, à àâòîðó � ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ è èññëåäîâàíèå
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èëëþñòðàöèé, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåð-
òàöèè ñîñòàâëÿåò 140 ñòðàíèö ñ 29 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 91
íàèìåíîâàíèå.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, õàðàêòåðèçóåòñÿ åå íà-

ó÷íàÿ ðàçðàáîòàííîñòü, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îáúåêò è
ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à
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òàê æå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Â ãëàâå 1 èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîä-

íûõ ñòðóêòóð êàíîíè÷åñêîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è

∂u

∂t
= µ

∂2u

∂x2
+ u+ Λu2 − u3, t > 0 (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà:

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0 (2)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
u(x, 0) = ϕ(x) (3)

ïðè èçìåíåíèè ïîëîæèòåëüíîãî áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà µ, èõ îïèñàíèå è
èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè. Çäåñü µ > 0 è Λ � ïàðàìåòðû, 0 ≤ x ≤ π.

Ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé Eµ óðàâíåíèÿ (1), ò.å. ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è

µuxx + u+ Λu2 − u3 = 0, ux(0) = ux(π) = 0, (4)

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ.

Çàäà÷ó (1)�(2) â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå
0

H1(0, π) áóäåì çàïèñûâàòü â âè-
äå:

u̇+Bu = g(u), (5)

ãäå B = B(µ) = µA− I, Au = −∂
2u

∂x2
, g(u) = Λu2 − u3.

Ïðè ïîìîùè ìåòîäà öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùå-
ñòâîâàíèè è ôîðìå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ çà-
äà÷è (1)�(2).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Λ = 0. Ñóùåñòâóåò δ> 0 òàêîå,

÷òî ïðè 0<1-µ<δ óðàâíåíèå (5) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íåóñòîé÷èâûõ ñ

èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1 ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ

u1 = ϕ1(x, µ), u2 = ϕ1(π − x, µ), (6)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ1(x, µ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ϕ1(x, µ) = (z cosx+ z3p3(x, µ) + z5p5(x, µ) + z7p7(x, µ) + r(z, x, µ)) |z=z(µ), (7)

r(z, x, µ) = O(| z |7), à z(µ) > 0 � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

óðàâíåíèÿ

ż = λ1(µ)z−3

4
z3+

3

16(3λ1 − λ3)
z5− 3

32(3λ1 − λ3)

(
1

3λ1 − λ3
− 3

2(5λ1 − λ3)

)
z7+. . . ,

−λk = −1 + k2µ, k = 0, 1, 2, . . . .
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Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèé p3(x, µ), p5(x, µ), p7(x, µ) ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåòñòâó-
þùåé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé, ðîæäàþùèõñÿ ïðè óìåíüøåíèè
áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà µ è åãî ïåðåõîäå â îáëàñòü íàäêðèòè÷íîñòè, ðàñ-
ñìîòðèì ãàëåðêèíñêóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå

u = z0 +
N∑
k=1

zk cos kx. (8)

Ïîäñòàâèì (8) â (1) è ïðèðàâíÿåì çàòåì êîýôôèöèåíòû ïðè cos kx,
k = 0, . . . , N . Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ãðàäèåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

żk = −∂GN(z, µ)

∂zk
, k = 0, . . . , N, (9)

ãäå GN(z, ε) � ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé äàíî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÷àñòè ðàáîòû.

Â ñèñòåìå (9) íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1 ïðè
µ > 1, à ðåøåíèÿ (±1, 0, ..., 0) óñòîé÷èâû äëÿ µ > 0. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà µ
÷åðåç 1 èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè (ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ) íóëÿ
óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîðÿäîê. Â ðåçóëüòàòå ýòîé áèôóðêàöèè îò íóëÿ îòâåòâëÿþòñÿ
äâå âåòâè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ±z1(µ,N), îïðåäåë¼ííûå íà [0, 1). Ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

ϕ1(x, µ) ≈
m∑
k=0

z12k+1(µ,N) cos(2k + 1)x, (10)

2m+ 1 = N, åñëè N � íå÷¼òíî, 2m+ 2 = N, åñëè N � ÷¼òíî.
Ïàðà ðåøåíèé±ϕ1 ðîæäàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè ðàâ-

íûì 1. Õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ±ϕ1, êàê îòìå÷åíî âûøå, ñîõðàíÿåòñÿ íà ïðî-
ìåæóòêå (0, 1) èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ïîäîáèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü, îïèðàÿñü íà ϕ1(x, µ), ðå-
øåíèÿ ϕk(x, µ), k = 2, 3, . . . , êðàåâîé çàäà÷è (4). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè ìàëûõ
µ ϕ2(x, µ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) òèïà âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ñ äâóìÿ

òî÷êàìè ïåðåõîäà
π

4
;
3π

4
.

Ïàðà ðåøåíèé ±ϕ2(x, µ) ðîæäàåòñÿ ïðè µ = 1/4 íåóñòîé÷èâîé ñ èíäåêñîì
íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíûì 2. Íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì âûøå ðàññóæ-
äåíèÿì ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ãàëåðêèíñêîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ2(x, µ). Ïðîâåäåí
÷èñëåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñïåêòðîâ ðåøåíèé ϕ1(x, µ), ϕ2(x, µ) ïðè ñðåäíèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.

Â ãðàäèåíòíûõ ñèñòåìàõ (9) ðàçìåðíîñòè N ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó áèôóð-
êàöèîííîìó àíàëèçó äëÿ çíà÷åíèé N îò 20 äî 30 ðåàëèçóåòñÿ øèðîêèé ñïåêòð
ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé ïðè ñðåäíèõ (íå î÷åíü ìàëûõ) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðà µ. Â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè ñåäëî-óçåë â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå (9)
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ïîÿâëÿþòñÿ äâå íåïðåðûâíûå ïî µ âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, èíäåêñû íåóñòîé-
÷èâîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà 1. Ýòè âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îïðåäåëåíû
äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, êîòîðûå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî áèôóðêàöèîííîãî. Ðàññìàòðèâàåìûì äâóì âåòâÿì ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê (9)
îòâå÷àþò â ñèëó (8) äâå íåïðåðûâíûå âåòâè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé
çàäà÷è (2) òèïà âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ Stµϕ
s
1, S

t
µϕ

u
1 óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ϕs1 = ϕs1(x, µ,N), ϕu1 = ϕu1(x, µ,N). Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì íà çíà÷èòåëü-
íûõ ïðîìåæóòêàõ èçìåíåíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ Stµϕ

s
1, S

t
µϕ

u
1 ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ϕs1, ϕ
u
1 êðàåâîé çàäà÷è (4) ïîðîæäàþò ìåòàóñòîé÷èâûå

ñòðóêòóðû ñ îäíîé òî÷êîé ïåðåõîäà.
Äëÿ ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåõîäà ðåàëèçóþòñÿ äâà

ñöåíàðèÿ ýâîëþöèè. Ïåðâûé âàðèàíò õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåõîäîì ìåòàóñòîé÷è-
âîé ñòðóêòóðû ïîñëå ìàëîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàïîì ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà â êëàññ ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ îäíîé òî÷êîé ïåðåõîäà.
Âòîðîìó âàðèàíòó îòâå÷àåò ïåðåõîä ìåòàóñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû â îêðåñòíîñòü
îäíîãî èç äâóõ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ±1.

Ìåòîäîì öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ϕ1(x, µ), ϕ1(π − x, µ) óðàâíåíèÿ (5), îòâåòâëÿþùèõñÿ îò íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ïðè µ = 1.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Λ 6= 0. Ñóùåñòâóåò δ> 0 òàêîå,

÷òî ïðè 0<1-µ<δ óðàâíåíèå (5) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íåóñòîé÷èâûõ ñ

èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1 ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ

u1 = ϕ1(x, µ), u2 = ϕ1(π − x, µ), (11)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ1(x, µ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ϕ1(x, µ) = (z cosx+z2p2(x, µ)+z3p3(x, µ)+z4p4(x, µ)+z5p5(x, µ)+r(z, x, µ)) |z=z(µ),

r(z, x, µ) = O(| z |6), à z(µ) > 0 � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

óðàâíåíèÿ

ż = λ1(µ)z +

(
−3

4
+

Λ2

−1 + 2λ1
+

Λ2

2(2λ1 − λ2)

)
z3 + c5z

5 + . . . , (12)

−λk = −1 + k2µ, k = 0, 1, 2, . . . .

Â ñëó÷àå Λ 6= 0, êàê è ïðè Λ = 0, ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàëåðêèíñêèå àïïðîê-
ñèìàöèè (8) óðàâíåíèÿ (1). Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (1) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè cos kx, k = 0, . . . , N , ïðèõîäèì ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû ñòåïåíè 3. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìû
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îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì êîòîðûõ
îòâå÷àþò ïðèáëèæåííûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Â ñèñòåìàõ ïîðÿäêà N+1, íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ñ èíäåêñîì íåóñòîé-

÷èâîñòè 1 ïðè µ > 1, à ðåøåíèÿ (
Λ±
√

Λ2 + 4

2
, 0, 0) óñòîé÷èâû äëÿ µ > 0. Ïðè

ïåðåõîäå ïàðàìåòðà µ ÷åðåç 1 èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè (ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷è-
âîãî ìíîãîîáðàçèÿ) íóëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå ýòîé áèôóðêà-
öèè îò íóëÿ îòâåòâëÿþòñÿ äâå âåòâè íåïîäâèæíûõ òî÷åê z1,1(µ,N) è z1,2(µ,N),
îïðåäåë¼ííûå íà [0, 1). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

ϕ1(x, µ) ≈ z1,10 +
N∑
k=1

z1,1k (µ,N) cos kx. (13)

Êàê è ïðè Λ = 0, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ïîäîáèÿ íàéäåíî ðåøåíèå ϕ2(x, µ),
êîòîðîå îòâåòâëÿåòñÿ îò íóëÿ ïðè ïðîõîæäåíèè µ ÷åðåç çíà÷åíèå 1/4. Ïðîâåäåí
àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñïåêòðîâ ðåøåíèé ϕ1(x, µ), ϕ2(x, µ) ïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà µ.

Â ãëàâå 2 íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ π ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Êàíà�Õèëëàðäà

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

[
−ε2∂

2u

∂x2
− u+ u3

]
, t > 0, (14)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, uxxx(0, t) = 0, uxxx(π, t) = 0, (15)

ãäå ε2 > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
Êðàåâàÿ çàäà÷à (14)� (15) äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà: ò.å. ïðè t→

∞ å¼ ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

∂2

∂x2

[
−ε2∂

2u

∂x2
− u+ u3

]
= 0, (16)

ux(0) = ux(π) = 0, uxxx(0) = uxxx(π) = 0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âåùåñòâåííîå z0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: |z0| < 1√

3. Ñó-

ùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ε2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: 1−3z20−δ <
ε2 < 1 − 3z20, òî óðàâíåíèå (14)�(15) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýêñïîíåíöè-

îíàëüíî óñòîé÷èâûõ ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (z0, ϕ
±
1 (x, ε, z0)), äëÿ

êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

ϕ±1 (x, ε, z0) = z0 + z1 cosx+ p3(z0, z1, x, ε) + p5(z0, z1, x, ε) +O(| z1 |7) |z1=±u1(ε,z0),

ãäå (z0,±u1(ε, z0)) � äâå íåïðåðûâíûå ïî (ε, z0) âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê

ñèñòåìû óðàâíåíèé:

ż0 = 0, ż1 = λ1(ε)z1 − 3z20z1 −
3

4
z31 +

18z20z
3
1

2λ1 − λ2
+

27z51
16(3λ1 − λ3)

+ . . . , (17)
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áèôóðöèðóþùèå èç ñåìåéñòâà (z0, 0) ïðè ε2 = 1− 3z20, ãäå

λk(ε) = k2 − k4ε2, k = 0, 1, 2, . . . . (18)

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðîâåäåí àíàëèç èåðàðõèè óïðîùåííûõ ìîäåëåé óðàâíåíèÿ
Êàíà�Õèëëàðäà � ãàëåðêèíñêèõ àïïðîêñèìàöèé, äëÿ ýòîãî, êàê è ðàíåå ðàñ-
ñìîòðèì ãàëåðêèíñêóþ àïïðîêñèìàöèþ (8) äëÿ óðàâíåíèÿ (14). Ïîäñòàâèì (8)
â (14) è ïðèðàâíÿåì çàòåì êîýôôèöèåíòû ïðè cos kx, k = 0, ..., N . Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê ãðàäèåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ż0 = 0, żk = −∂GN(z, ε)

∂zk
, k = 1, . . . , N, (19)

ãäå z = (z0, ..., zN).
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî z0 = const = a ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Â ñèñòåìå (19) ñåìåéñòâî ðåøåíèé ±(a, 0, . . . , 0), a ∈ R,
óñòîé÷èâî ïðè ε2 > 0, åñëè |a| > 1√

3 . Åñëè æå |a| < 1√
3 , òî ñåìåéñòâî ðåøåíèé

óñòîé÷èâî ïðè ε2 > 1−3a2. Ðåøåíèÿ±(1, 0, . . . , 0) óñòîé÷èâû äëÿ ε2 > 0. Ïðè ïå-
ðåõîäå ïàðàìåòðà ε2 ÷åðåç çíà÷åíèå ε2 = 1−3a2 ñåìåéñòâî ðåøåíèé±(a, 0, . . . , 0)
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1. Â ðåçóëüòàòå ýòîé áè-
ôóðêàöèè îò ñåìåéñòâà ðåøåíèé îòâåòâëÿþòñÿ äâå âåòâè íåïîäâèæíûõ òî÷åê
±z1(ε,N, a), îïðåäåë¼ííûå ïî ε íà [0, 1−3a2). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðèáëè-
æ¼ííîå ðàâåíñòâî:

ϕ1(x, ε, a) ≈ a+
N∑
k=1

z1k(ε,N, a) cos kx. (20)

Ïðîâåäåííûé àíàëèç äëÿ N îò 25 äî 40 äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïà-
ðà ðåøåíèé (14) ±ϕ1 óñòîé÷èâà è õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ±ϕ1 ñîõðàíÿåòñÿ íà
ïðîìåæóòêå [0, 1− 3a2) èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ε2.

Äèíàìèêà ϕ2(x, ε, a) ïðè óìåíüøåíèè ε2 îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 1/4−3a2

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

ϕk(x, ε, a) = ϕ1(kx, kε, a), k = 2, 3, . . . . (21)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε2 ϕ2(x, ε, a) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (14) òèïà âíóò-
ðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåõîäà.

Ïàðà ðåøåíèé ±ϕ2(x, ε, a) ðîæäàåòñÿ ïðè ε2 = 1/4 − 3a2 íåóñòîé÷èâîé ñ
èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíûì 1.

Ðàññóæäàÿ, êàê è âûøå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

ϕ2(x, ε, a) ≈ a+
m∑
k=1

z22k(ε,N, a) cos 2kx, (22)
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m+ 1 = N, åñëè N � íå÷¼òíî; m = N, åñëè N � ÷¼òíî.
Äèíàìèêà ϕ3(x, ε, a) ïðè óìåíüøåíèè ε2 îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 1/9−3a2

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (21). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε ϕ3(x, ε, a) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì (14) òèïà âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ñ òðåìÿ òî÷êàìè ïåðåõîäà.

Ïàðà ðåøåíèé ±ϕ3(x, ε, a) ðîæäàåòñÿ ïðè ε2 = 1/9 − 3a2 íåóñòîé÷èâîé ñ
èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíûì 2.

Ðàññóæäàÿ, êàê è âûøå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

ϕ3(x, ε, a) ≈ a+
m∑
k=1

z33k(ε,N, a) cos 3kx, (23)

m = N, åñëè N = 3l, l = 1, 2, . . . ; m = N − 2, åñëè N = 3l + 2, l =
1, 2, . . . ; m = N − 1, åñëè N = 3l − 2, l = 2, 3, . . . .

Â ãðàäèåíòíûõ ñèñòåìàõ (19) ðàçìåðíîñòè N ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó â ðà-
áîòå áèôóðêàöèîííîìó àíàëèçó äëÿ çíà÷åíèé N îò 30 äî 40 ðåàëèçóåòñÿ øèðî-
êèé ñïåêòð ñåäëî-óçëîâûõ áèôóðêàöèé ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε2. Â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè ñåäëî-óçåë â äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå (19) ïîÿâ-
ëÿþòñÿ äâå íåïðåðûâíûå ïî ε2 âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, èíäåêñû íåóñòîé÷è-
âîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà 1. Ðàññìàòðèâàåìûì äâóì âåòâÿì ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê (19) îòâå÷àþò â ñèëó (8) äâå íåïðåðûâíûå âåòâè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
êðàåâîé çàäà÷è (16) òèïà âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ.

Ðàññìîòðèì îäèí èç ñöåíàðèåâ ýâîëþöèè ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ äâóìÿ
òî÷êàìè ïåðåõîäà. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåõîäîì ìåòàóñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû
ïîñëå ñðàâíèòåëüíî ìàëîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàïîì ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà â êëàññ ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ îäíîé òî÷êîé ïåðåõîäà.
Ýòîò âàðèàíò ýâîëþöèè õàðàêòåðåí ìåäëåííûì äâèæåíèåì ïðè óâåëè÷åíèè t
ïðàâîé òî÷êè ïåðåõîäà ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû ê π è ìåäëåííûì æå äâè-
æåíèåì ëåâîé òî÷êè ïåðåõîäà ê îäíîé èç òî÷åê ïðîìåæóòêà (0, π).

Ñöåíàðèé ýâîëþöèè ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ òðåìÿ òî÷êàìè ïåðåõîäà
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåõîäîì ìåòàóñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû ïîñëå ñðàâíèòåëüíî ìà-
ëîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòàïîì ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â êëàññ
ìåòàóñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð ñ îäíîé òî÷êîé ïåðåõîäà.

Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìî-
äèôèêàöèåé (ðàñøèðåíèåì) øèðîêî èçâåñòíîé ìîäåëè Êàíà�Õèëëàðäà,

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

[
a1
∂2u

∂x2
+ a2u+ a3u

2 + a4u
3

]
. (24)

Âìåñòå ñ (24) ðàññìàòðèâàþò ëèáî êðàåâûå óñëîâèÿ òèïà Íåéìàíà

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0, x=1

=
∂3u

∂x3

∣∣∣∣
x=0, x=1

= 0, (25)

ëèáî ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ

u(t, x+ 1) ≡ u(t, x). (26)
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Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ aj âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

a1 < 0, a2 < 0, a4 > 0. (27)

Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â (24) ìîæíî óìåíüøèòü, ïðîèçâåäÿ

íîðìèðîâêó ¾âðåìåíè¿ t → (−a2)t è íîðìèðîâêó ôóíêöèè u → (a4a
−1
2 )

1
2u. Â

ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

[
−α∂

2u

∂x2
− u+ bu2 + u3

]
, (28)

ãäå α = −a1a−22 (α > 0), b = a3a
−3/2
2 a

1/2
4 .

Äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé èç ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
u0(t, x) ≡ c â (28) ïðîèçâåä¼ì çàìåíó u = c+ υ è ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ

∂υ

∂t
=

∂2

∂x2

[
−α∂

2υ

∂x2
− βυ + γυ2 + υ3

]
, (29)

ãäå

β = 1− 2bc− 3c2, γ = b+ 3c,

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ëèáî

∂υ

∂x

∣∣∣∣
x=0, x=1

=
∂3υ

∂x3

∣∣∣∣
x=0, x=1

= 0, (30)

ëèáî

υ(t, x+ 1) ≡ υ(t, x). (31)

Íèæå ÷åðåçM(ϕ) áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå íà îòðåçêå [0, 1] çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ϕ(x):

M(ϕ) =

1∫
0

ϕ(x)dx.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ êàæäîãî c ∈ (−∞,∞) ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé êðàåâîé

çàäà÷è (28), (25) è êðàåâîé çàäà÷è (28), (26), îïðåäåë¼ííûõ ïðè t > t0, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ u(t, x) = c+ υ(t, x) è

M(υ) = 0, (32)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îòñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ëîêàëü-
íîé � â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � äèíàìèêè êðàåâûõ çà-
äà÷ (29), (30) è (29), (31), çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà c ∈ (−∞,∞).

15



Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ â íóëå êðàåâûõ çà-
äà÷ (29), (30), (32) è (29), (31), (32) èìååò âèä

λk = π2k2[−απ2k2 + 1− 2bc− 3c2], (33)

ãäå k = 1, 2, . . . â ñëó÷àå óñëîâèé (30), (32) è k = ±2,±4, . . . â ñëó÷àå (31), (32).
Ïðè óñëîâèè

3c20 + 2bc0 − 1 + π2α = 0, (34)

äëÿ íåêîòîðîãî c0 â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè êðàåâîé çàäà÷è (29), (30), (32) âîç-
íèêàåò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ýòîò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé èìååò ðàçìåðíîñòü åäè-
íèöà. Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (29), (31), (32) êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè äâà
(ñ äâóìÿ ãðóïïàìè ðåøåíèé)âûäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

3c20 + 2bc0 − 1 + 4π2α = 0. (35)

Äàëåå â ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîé äèíàìèêå êðàåâîé çà-
äà÷è (29), (30), (32) ïðè óñëîâèè c = c0 + εc1, ãäå c0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíå-
íèÿ (34), c1 6= 0 � êàê-òî ôèêñèðîâàíî, à ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð,
0 < ε� 1.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñòàíäàðòíûé äëÿ ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì ðÿä

υ(t, x, ε) = ε1/2ξ(τ) cos(πx) + ευ2(τ, x) + ε3/2υ3(τ, x) + . . . , τ = εt. (36)

Ïîäñòàâèì (36) â (29), (30), (32) è áóäåì ñîáèðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε1/2. Íà òðåòüåì øàãå, ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ε3/2, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå äëÿ υ3(τ, x). Èç óñëîâèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè â óêàçàííîì êëàññå
ôóíêöèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ξ̇ = δξ + σξ3, (37)

ãäå δ = 2π2(b+ 3c20)c1, σ = −3

4
π2 − γ2(6α)−1.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (37) ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà O(ε) ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (29), (30), (32).

Ñôîðìóëèðóåì èòîãîâîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3.2. Ïðè óñëîâèÿõ δ 6= 0, σ 6= 0 è ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ïîâåäåíèå ðåøåíèé (29), (30), (32) èç íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé è íåçàâè-

ñÿùåé îò ε îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèåì (37):
10. Ïðè δ > 0, σ > 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè íå ñóùåñòâóåò àòòðàêòîðà;

20. Ïðè δ > 0, σ < 0 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò äâà

óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ υ±(x, ε) = ±(−εδ
σ )1/2 cos(πx) +O(ε);

30. Ïðè δ < 0, σ > 0 íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, à υ±(x, ε) � íåóñòîé÷è-

âû;
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40. Ïðè δ < 0, σ < 0 âñå ðåøåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→∞.

Äàëåå â ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîé äèíàìèêå êðàåâîé çàäà-
÷è (29), (31), (32). Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (35). Ïðè ýòîì
äâà êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (33) ïðè k = ±2 ÿâëÿþòñÿ íóëåâû-
ìè, à âñå îñòàëüíûå îòðèöàòåëüíûå. Ïîëîæèì, êàê è âûøå, c = c0 + εc1, ãäå
0 < ε� 1 è ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôîðìàëüíûé ðÿä

υ(t, x, ε) = ε1/2
[
ξ(τ) exp(2πix)+ξ̄(τ) exp(−2πix)

]
+ευ2(τ, x)+ε3/2υ3(τ, x)+. . . ,

(38)

ãäå τ = εt, à υj(τ, x) � 2π-ïåðèîäè÷íû ïî x.
Ïîäñòàâèì (38) â (29), (31), (32) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-

âûõ ñòåïåíÿõ ε, òîãäà íà òðåòüåì øàãå ïðè ε3/2 ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ υ3(τ, x).
Èç óñëîâèÿ åãî ðàçðåøèìîñòè â óêàçàííîì êëàññå ôóíêöèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(2π)−2 · dξ
dτ

= β1 · ξ + d · ξ|ξ|2, (39)

â êîòîðîì β1 = −2γ0c1, d = −3+2γ20(16π2α−β0)−1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè β1d < 0
óðàâíåíèå (39) èìååò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ âèäà ξ0 exp(iϕ) (ϕ ∈
[0, 2π)), ãäå ξ0 = (−β1

d )1/2.
Òåîðåìà 3.3. Ïðè óñëîâèÿõ β1 6= 0, d 6= 0 è ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ ε äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (39) îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé êðàåâîé çàäà-

÷è (29), (31), (32) â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Áîëåå ïîäðîáíî: ïðè β1d < 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (29), (31), (32) èìååò íåîäíî-
ðîäíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ υ0(x, ε) = ε1/2ξ0 cos(2πx) + O(ε). Îíî óñòîé÷èâî
ïðè β1 > 0 è íåóñòîé÷èâî ïðè β1 < 0. Ïðè β1 < 0, d < 0 âñå ðåøåíèÿ èç ìàëîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞. Åñëè æå β1 > 0, d > 0, òî
çàäà÷à î äèíàìèêå ñòàíîâèòñÿ íåëîêàëüíîé.

Â ýòîé æå ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû ïîñòðîåíû àñèìïòîòèêè è èçó÷åíà óñòîé÷è-
âîñòü íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êðàåâîé çàäà÷è (28), (26).

Âî âòîðîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû èññëåäóåòñÿ îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êàíà�
Õèëëàðäà, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (24) íàëè÷èåì åù¼ îäíîãî ñëàãàåìîãî λ∂u/∂x,
ñòîÿùåãî â ñêîáêàõ:

∂u

∂t
= − ∂2

∂x2

[
α
∂2u

∂x2
+ λ

∂u

∂x
+ u+ bu2 − u3

]
. (40)

Âìåñòå ñ (40) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (41)

Â îòëè÷èå îò (24), (25) ó êðàåâîé çàäà÷è (40), (41) ìîãóò áûòü òîëüêî îäíî-
ðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u(t, x) ≡ c (c ∈ (−∞,∞)).
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Â ðåçóëüòàòå çàìåíû â (40): u(t, x) = υ(t, x) + c ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂υ

∂t
= − ∂2

∂x2

[
α
∂2υ

∂x2
+ λ

∂υ

∂x
+ βυ + γυ2 − υ3

]
, (42)

υ(t, x+ 2π) ≡ υ(t, x), (43)

ãäå β = 1 + 2bc− 3c2, γ = b− 3c. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ

M(υ(t0, x)) ≡ 1

2π

2π∫
0

υ(t0, x)dx = 0

ñëåäóåò âûïîëíåíèå ïðè âñåõ t > t0 óñëîâèÿ

M(υ(t, x)) = 0. (44)

Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíîé äèíàìèêè êðàåâîé çàäà÷è (42)�(44) âàæíóþ
ðîëü èãðàåò ðàñïîëîæåíèå êîðíåé λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ëè-
íåàðèçîâàííîé â íóëå êðàåâîé çàäà÷è:

λk = −αk4 + ik3λ+ βk2, k = ±1,±2, . . . (45)

Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü çíà-
÷åíèå c = c0 òàêîå, ÷òî

α = β = 1 + 2bc0 − 3c20. (46)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèå c1 è ïîëîæèì â (42)

c = c0 + εc1, (47)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ò. å.

0 < ε� 1. (48)

Äàëåå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå âñåõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (42)�(44) èç
íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé è íåçàâèñÿùåé îò ε îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè óñëîâèÿõ (46)�(48).

Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîð-
íåé λ±1 = ±iλ + O(ε), à âñå îñòàëüíûå åãî êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíûå (è îò-
äåëåííûå îò ìíèìîé îñè) âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Òåì ñàìûì âûïîëíåíû óñëîâèÿ
áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà � Õîïôà.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôîðìàëüíûé ðÿä

υ = ε1/2
[
ξ(τ) exp(ix+iλt)+ξ̄(τ) exp(−ix−iλt)

]
+ευ2(t, τ, x)+ε3/2υ3(t, τ, x)+. . .

(49)
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Çäåñü τ = εt � ìåäëåííîå ¾âðåìÿ¿; ôóíêöèè υj(t, τ, x) � 2π/λ-ïåðèîäè÷íû ïî
t è 2π-ïåðèîäè÷íû ïî x.

Ïîäñòàâèì (49) â (42)�(44) è áóäåì ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε1/2. Íà òðåòüåì øàãå äëÿ íàõîæäåíèÿ υ3(t, τ, x) ïðèõîäèì
ê êðàåâîé çàäà÷å, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè êîòîðîé â óêàçàííîì êëàññå ôóíêöèé
ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

dξ

dτ
= δξ + σξ|ξ|2, (50)

â êîòîðîì

δ = 2γc1, σ = 2Aγ − 3, A = 2γ[8α− 2β0 + 3iλ]−1.

Îòñþäà è èç îáùèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü δ 6= 0 è Reσ 6= 0. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε äè-
íàìèêà óðàâíåíèÿ (50) îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ äèíàìèêó êðàåâîé çàäà÷è (42)�
(44).

Äàëåå èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (42)�(44) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà |λ|. Çäåñü ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé â çàäà÷å îá óñòîé-
÷èâîñòè ñòàöèîíàðà � ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëü-
íàÿ äèíàìèêà èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì
ðåøåíèé ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé áîëåå ïðîñòîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ôîðìóëèðóþòñÿ
îñíîâíûå âûâîäû.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåí ñïèñîê íåêîòîðûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé,
èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå.
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