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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования и степень её разработанности. Основная
часть работы посвящена исследованию свойств решений нелинейных параболи-
ческих уравнений типа p –лапласиана, имеющего вид

∂u

∂t
= div

(
|∇u|p−2∇u

)
, p > 1. (1)

Такого рода уравнения возникают при моделировании процессов нелинейной
теплопроводности, нелинейной диффузии, течения газа в пористой среде [1].
Модификация системы уравнений Навье-Стокса, в которой вязкость зависит
степенным образом от модуля тензора скоростей деформаций [2]–[4], также
приводит к уравнениям типа (1). Отметим, что изучение нелинейных процессов
диффузии и теплопереноса началось в 1950х годах с другой известной модели
— уравнения пористой среды

∂u

∂t
= div

(
|u|m−1∇u

)
, m > 0. (2)

Здесь идёт речь о процессе теплопроводности [5] или диффузионном [6], в ко-
тором коэффициент теплопроводности (диффузии) пропорционален степени
температуры (концентрации вешества). Оказалось, что в отличие от классиче-
ского уравнения теплопроводности, решения нелинейных уравнений теплопро-
водности могут иметь качественно иные свойства [5]–[12].

Математическое исследование уравнений типа (2) началось с известной ра-
боты А.С. Калашникова, О.А. Олейник и Чжоу Юйлинь [13]. Эти исследова-
ния были продолжены в работах А.С. Калашникова, Е.С. Сабининой, С. Ка-
меномостской (S. Kamin), D.G. Aronson, A. Friedman, P. Benilan, L. Caffarelli,
J.L. Vazquez и других авторов. На данный момент уравнение типа пористой сре-
ды можно считать достаточно хорошо изученным. В большом количестве работ,
посвящённых уравнению пористой среды, рассматривалось только модельное
уравнение (2), что позволяет использовать явные функции сравнения и оценки
Аронсона-Бенилана [14]. Результаты для класса квазилинейных уравнений типа
пористой среды получены Э. ДиБенедетто и А.В. Ивановым. Теории уравнения
пористой среды посвящены обзор [15] и книга [16].

Для эллиптических уравнений типа p –лапласиана применима техника Мозе-
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ра и ДиДжорджи [17]. В нестационарном случае ситуация сложнее, и результа-
ты [18] параболический p –лапласиан не покрывали.

Активное развитие теории параболического p –лапласиана началось во вто-
рой половине 1980-х годов с работ E. DiBenedetto, Y.Z. Chen, A. Friedman,
Y.C. Kwong, M.A. Xerrero и др. Доказательство гёльдеровской непрерывности
решений для уравнений типа параболического p –лапласиана дано в работах
[19], [20]. Гёльдеровские оценки модуля непрерывности градиента получены
в [21], [22]. Существование и единственность неотрицательных решений задачи
Коши в «предельных» классах установлено в [23] для случая p > 2. X. Xu [24]
доказал теорему существования и единственности знакопеременных «ренорма-
лизованных» решений для 1 < p < 2. Неравенство Харнака для параболическо-
го p –Лапласиана доказано в [25],[26]. Существенно позже E. DiBenedetto, U. Gi-
anazza, V. Vespri доказали неравенство Харнака для уравнений общей структу-
ры [27]–[30]. Теории параболического p –лапласиана посвящены книги [31],[32].

Рассматривались (А.В. Иванов, V. Vespri и др.) и уравнения с двойной нели-
нейностью, совмещающие эффекты (1) и (2), вида

ut = div(|u|m−1|∇u|p−2∇u).

Интересным направлением в теории эллиптических и параболических урав-
нений с частными производными является моделирование существенно неод-
нородных сред. В этом случае уравнение содержит вес. Исследование дивер-
гентных неравномерно эллиптических уравнений с весами общей структуры на-
чалось с работ С.Н. Кружкова [33] и N. Trudinger [34]. Случай эллиптического
уравнения с весом из класса МакенхауптаA2 изучен в [35],[36]. Линейные пара-
болические уравнения с весами из классов Макенхаупта изучались F. Chiarenza,
M. Frasca, R. Serapioni [37]–[41]. Гёльдеровская непрерывность решений урав-
нений типа параболического p –лапласиана с весом из класса Макенхаупта до-
казана И.И. Скрыпником [42].

Ю.А. Алхутовым и В.В. Жиковым [43], [44] разработана техника анализа ре-
гулярности решений эллиптических уравнений с частично макенхауптовым ве-
сом, то есть в ситуации, когда область разделена гиперплоскостью на две части
и в каждой из частей вес является макенхауптовым. Получена гёльдеровская
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непрерывность решений и показано, что неравенство Харнака в обычной фор-
ме, вообще говоря, отсутствует. В специальной форме неравенство Харнака
установлено в [45]. В работе [46] рассмотрено линейное дивергентное эллип-
тическое уравнение с весом, принимающем с одной стороны от разделяющей
гиперплоскости значение единица, а с другой стороны равным малому парамет-
ру. Доказана гёльдеровская непрерывность решений с показателем Гёльдера, не
зависящим от малого параметра. Для линейных параболических уравнений ана-
логичный результат доказан в [47].

Одним из центральных вопросов теории параболических уравнений являет-
ся асимптотическое поведение решений при неограниченном возрастании вре-
мени. Вопросы стабилизации решений линейных уравнений освещены в обзорах
[48]–[50]. В случае нелинейных уравнений ситуация усложняется, так как пове-
дение решений нелинейного уравнения теплопроводности может существенно
отличаться от линейного случая.

Например, в случае начально-краевой задачи в цилиндрической области с
ограниченным основанием и нулевым условием Дирихле на боковой границе,
для параболического p –лапласиана в случае p > 2 скорость убывания решения
при t→∞ есть t1/(2−p), а для 1 < p < 2 решение полностью затухает за конеч-
ное время [51]. Асимптотическое поведение решение задачи Коши с достаточно
быстро затухующими на бесконечности начальными данными также достаточно
хорошо изучено [52]–[54]. В этом случае феномен полного затухания за конеч-
ное время имеет место для p < 2n/(n+1), при p = 2n/(n+1) решение убывает
при t→∞ с экспоненциальной скоростью, а при p > 2n/(n+ 1) со степенной.

В случае задачи Коши для линейных дивергентных уравнений заключитель-
ным аккордом ряда более ранних работ послужила статья В.В. Жикова [55].
В частности, был установлен критерий равномерной стабилизации решений. В
этой же работе доказан и критерий поточечной стабилизации решений при вы-
полнении на коэффициенты уравнения некоторых дополнительных условий. Для
уравнения пористой среды критерий стабилизации решений задачи Коши дока-
зан N.D. Alikakos и R. Rostamian [56].

Задача Дирихле в цилиндрических областях с неограниченным основанием
изучалась Ф.Х. Мукминовым, Л.М. Кожевниковой, Р.Х. Каримовым и др. В ра-
боте [57] получены оценки скорости стабилизации задачи Дирихле для урав-
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нения теплопроводности в терминах геометрических характеристик основания
(«раствора на бесконечности»). В [58] получены оценки скорости стабилизации
для решений дивергентных линейных параболических уравнений в терминах
поведения собственного значения оператора Лапласа с граничными условиями
Дирихле в шаре радиуса r. Эти оценки уточнены в [59], [60]. На уравнения типа
p –лапласиана этот метод перенесён в [61]. В приведённых результатах началь-
ная функция является гладкой, имеет компактный носитель, и класс ограничен-
ных решений не покрывается. Разработанные в [58]–[61] методы дают достаточ-
но точные оценки скорости убывания решений первой начально-краевой задачи
с нулевыми граничными условиями, однако не дают необходимого и достаточ-
ного условия на основание цилиндра, которое бы гарантировало стабилизацию
решения к нулю. Критерий равномерной стабилизации ограниченных решений
задачи Дирихле для линейных дивергентных параболических уравнений в ци-
линдрической области с неограниченным основанием доказан в [62].

В работах В.Н. Денисова [63], [64] для линейных дивергентных параболиче-
ских уравнений установлен критерий стабилизации ограниченных решений за-
дачи Дирихле в цилиндрической области с неограниченным основанием с од-
нородным краевым условием на боковой поверхности цилиндра: cтабилизация
произвольного ограниченного решения равносильно расходимости ряда Винера
для бесконечно удалённой точки.

Фундаментальным вопросом в теории краевых задач математической физи-
ки является вопрос о единственности решений. Тесно связан с этим вопросом
так называемый эффект Лаврентьева — различие точной нижней грани инте-
грального функционала по всем допустимым функциям и по множеству глад-
ких функций. В силу теоремы Тонелли для интегранта f(∇u) с выпуклой f эф-
фект Лаврентьева отсутствует. В.В. Жиков [65] привёл простой пример нали-
чия эффекта Лаврентьева для интегрального функционала с интегрантом вида
f(x, ξ) = |ξ|p(x). В.В. Жиков и X.L. Fan нашли достаточное условие отсутствие
эффекта Лаврентьева — условие логарифмической гёльдеровости [66]. Вопрос
наличия или отсутствия эффекта Лаврентьева сводится к вопросу о плотно-
сти гладких функций в соответствующем пространстве Соболева-Орлича. Поз-
же В.В. Жиковым показал [67], что условие логарифмической гёльдеровости
можно ослабить. Вопрос о плотности гладких функций нетривиален и в случае
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весовых пространств Соболева [68], [69].
Важной для приложений является задача о (стационарной) диффузии в несжи-

маемом потоке− div(∇u+au) = f , div a = 0. В ряде случаев [70]–[72] солено-
идальный конвективный член естественно записывать в обобщенной форме —
как кососимметрическую часть матрицы в главной части дифференциального
оператора − div((I + A)∇u) = f , AT = −A. В двухмерном случае это соот-
ветствует переходу к функции тока, а в трёхмерном — переходу к векторному
потенциалу поля скоростей: div(w × ∇u) = div(u rotw). В случае неограни-
ченного поля скорости возникает вопрос о единственности решений. Примеры
неединственности построены В.В. Жиковым в [73], там же приведён ряд доста-
точных условий единственности решения.

Таким образом, актуальность выбранной тематики обоснована важностью
рассматриваемых задач для приложений и большим многолетним интересом к
ним различных групп исследователей. При этом, несмотря на значительную раз-
витость теории, остаётся и ряд недостаточно исследованных, открытых вопро-
сов. Это касается как свойств решений нелинейных параболических уравнений
(регулярность в весовом случае, асимптотическое поведение при больших зна-
чениях времени), так и такой классической области, как вопросы единственно-
сти решений эллиптических уравнений, даже в линейном случае. Часть таких
вопросов решается в настоящей работе.
Цели и задачи работы. Целью работы является изучение регулярности и асимп-
тотических свойств решений нелинейных параболических уравнений типа p –
Лапласиана, а также нахождение новых условий единственности решений эл-
липтических уравнений с нестандартными условиями коэрцитивности и роста.
В диссертации рассматриваются следующие вопросы.
1. Неравенство Харнака и гёльдеровская непрерывность для решений нелиней-
ных параболических уравнений с весом.
2. Равномерная стабилизация ограниченных решений задачи Коши во всём про-
странстве для нелинейных параболических уравнений типа p –лапласиана.
3. Критерий стабилизации ограниченных решений задачи Дирихле в цилиндри-
ческой области с неограниченным основанием для нелинейных параболических
уравнений типа p –лапласиана.
4. Существование решений задачи Коши для уравнений типа параболического
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p –лапласиана со знакопеременными начальными данными.
5. Плотность гладких функций в весовом пространстве Соболева-Орлича с пе-
ременным показателем суммируемости.
6. Единственность решения задачи Дирихле для стационарного уравнения диф-
фузии в несжимаемом потоке.
Научная новизна полученных результатов. Все полученные результаты яв-
ляются новыми.
Теоретическая и практическая значимость работы. Работа имеет теоретиче-
ский характер. Разработаны новые методы анализа регулярности решений нели-
нейных параболических уравнений с весом. Исследовано асимптотическое по-
ведения решений нелинейных параболических уравнений типа p –лапласиана в
неограниченных областях. Получены новые условия единственности решений
для эллиптических уравнений с нестандартными условиями коэрцитивности и
роста.
Методы исследования. В первой главе работы, посвящённой регулярности ре-
шений нелинейных уравнений с весами, основным инструментом исследования
служит развитие итерационной техники ДиДжорджи-Ладыженской-Уральцевой,
а также развитие идей и методов, использованных Е.М. Ландисом, Н.В. Крыло-
вым и М.В. Сафоновым для линейных эллиптических и параболических урав-
нений (расползание чернильных пятен). Во второй главе, где рассматриваются
вопросы существования и стабилизации решений уравнений типа параболиче-
ского p –лапласиана, разработан новый метод получения оценок пространствен-
ного градиента решений. Доказательство стабилизации решений основано на
полученных оценках. В третьей главе основным методом служит «липшицева
срезка» (Lipschitz truncation).
Положения, выносимые на защиту. В первой главе диссертациии рассмат-
риваются уравнения типа параболического p –лапласиана с весами. В первом
разделе доказано неравенство Харнака для уравнений типа параболического
p –лапласиана с весом из класса Макенхаупта A1+p/n, стоящим под знаком ди-
вергенции. Во втором разделе доказано неравенства Харнака и гёльдеровская
непрерывность решений вырождающихся уравнений с двойной нелинейностью
с p –допустимым (p-admissible) весом, стоящим под знаком дивергенции и при
производной по времени. В третьем разделе рассмотрен «нерегулярный» вес,
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который принимает значение единица по одну сторону от разделяющей гипер-
плоскости и значение малого параметра «эпсилон» по другую сторону. Для
уравнений типа параболического p –лапласиана с таким весом, находящимся
под знаком дивергенции и при производной по времени, доказано неравенство
Харнака в специальной форме и гёльдеровская непрерывность решений.

Во второй главе диссертации рассматриваются вопросы асимптотического
поведения решений нелинейных параболических уравнений типа p –Лапласи-
ана. Для задачи Коши в классе ограниченных решений доказан критерий рав-
номерной стабилизации решений при неограниченном возрастании времени: ре-
шение задачи Коши стремится к нулю при стремлении времени к бесконечно-
сти равномерно по пространственной переменной тогда и только тогда, когда
начальная функция имеет равномерное нулевое среднее.

Для уравнений типа параболического p –лапласиана доказан критерий ста-
билизации ограниченных решений задачи Дирихле в цилиндрической области
с неограниченным основанем. Доказано, что произвольное ограниченное реше-
ние с нулевыми условиями на боковой границе цилиндра сходится к нулю при
стремлении времени к бесконечности тогда и только тогда, когда ряд (или инте-
грал) Винера (выписываемый в терминах p –ёмкости [74]) для бесконечно уда-
лённой точки расходится. Если этот ряд сходится и коэффициенты не зависят
от времени, то существует нетривиальное ограниченное стационарное решение.

Кроме того, во второй главе диссертации доказано существование решений
задачи Коши для уравнений типа параболического p –Лапласиана, где p > 2,
со знакопеременными начальными данными из L1

loc(Rn) с точными условиями
роста на бесконечности.

В третьей главе диссертации исследуются вопросы единственности решений
эллиптических уравнений с нестандартными условиями коэрцитивности и ро-
ста. В первом разделе доказано условие плотности гладких функция в соболев-
ском пространстве для весового пространства Соболева-Орлича с переменным
показателем. Во втором разделе получено новое условие единственности ре-
шений стационарной задачи диффузии в обобщенном несжимаемом потоке. В
случае неединственности указан способ однозначного выделения решений.
Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации получены ав-
тором самостоятельно. Из результатов совместных работ использованы толь-
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ко принадлежащие автору диссертации. Результаты первой главы диссертации
опубликованы в работах автора [81], [88]–[90]. Результаты первого, второго и
третьего раздела второй главы опубликованы в совместных с В.В. Жиковым
работах [84]–[86]. В.В. Жикову принадлежало доказательство критерия равно-
мерной стабилизации для модельного параболического p –лапласиана, автору
диссертации — доказательство в общем случае. Результат четвёртого раздела
второй главы опубликован в работах автора [91], пятого раздела в [94]. Резуль-
тат первого раздела третьей главы опубликован в работе автора [87] и совмест-
ной с В.В. Жиковым работе [92]. В.В. Жикову принадлежит доказательство в
случае p = 2, автору диссертации — случай переменного показателя p(x). Ре-
зультаты второго раздела третьей главы опубликованы в работе автора [93].
Также по теме диссертации опубликованы работы [82], [83], [95].
Реализация и внедрение результатов работы. Исследования рассматривае-
мых в диссертации задач проводились при поддержке проектов РФФИ 09-01-
00446-а «Качественные свойства и асимптотическое поведение решений эллип-
тических и параболических уравнений», 11-01-00989-а «Качественные свойства
решений нелинейных дифференциальных уравнений», 12-01-00058-а «Качествен-
ные свойства решений линейных и квазилинейных уравнений второго поряд-
ка эллиптического и параболического типов», 14-01-31341-мол-а «Гамма-схо-
димость некоторых классов интегрантов с нестандартными условиями коэрци-
тивности и роста: невыпуклые задачи», 15-01-00471-а «Свойства регулярности и
асимптотическое поведение решений эллиптических и параболических уравне-
ний второго порядка с переменным показателем нелинейности», проекта Мино-
брнауки России 14.B37.21.0362, задания Минобрнауки России № 1.3270.2017/4.6,
проекта РНФ 14-11-00398 «Проблемы асимптотического анализа на тонких и
высоко-контрастных структурах».
Степень достоверности и апробация результатов. Результаты настоящей ра-
боты докладывались на семинарах в МГУ им. М.В. Ломоносова под руковод-
ством В.В. Жикова, Е.В. Радкевича и А.С. Шамаева (МехМат) и под руковод-
ством акад. Е.И. Моисеева (ВМиК), семинаре им. К.И. Бабенко в ИПМ им. М.В.
Келдыша, семинаре во ВлГУ им. А.Г. и Н.Г. Столетовых под руководством В.В.
Жикова и Ю.А. Алхутова, семинаре в РУДН им. П. Лумумбы под руководством
А.Л. Скубачевского, семинаре в МИАН им В.А. Стеклова под руководством

10



А.К. Гущина, семинаре в МЭИ под руководством Ю.А. Дубинского, семинарах
ИМВЦ УНЦ РАН, ЮМИ ВНЦ РАН, НовГУ им. Ярослава Мудрого, а также на
конференциях в Москве, Cуздале, Донецке, Львове, Swansea (Wales, UK), Padua
(Italy), Orlando (FL, USA), Lubbock (TX, USA), Tucson (AZ, USA), San-Diego
(CA, USA), Либлице (Чехия), Телч (Чехия).

По теме диссертации опубликовано 15 работ в журналах, входящих в пере-
чень рецензируемых научных изданий, рекомендованных ВАК РФ для опубли-
кования основных научных результатов диссертаций, или входящих в между-
народные базы данных и системы цитирования Scopus, Web of Science. Полный
список публикаций приводится в конце автореферата.
Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав, спис-
ка литературы и приложения. Объём работы 352 страницы. Список литературы
содержит 412 наименований. Главы диссертации делятся на разделы, разделы
на параграфы. Нумерация параграфов, формул, лемм, теорем в каждом разделе
отдельная.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Далее через B(x,R) обозначим открытый шар в Rn с центром x радиуса R, а
через BR — открытый шар радиуса R с центром в начале координат.
Во введении даётся общая характеристика работы. Описана степень разрабо-
танности выбранной темы, обоснована её актуальность. Определяются цели и
задачи исследования. Показана научная новизна, теоретическая значимость ра-
боты. Сформулированы основные положения, выносимые на защиту.
Первая глава диссертации посвящена нелинейным параболическим уравнени-
ям с весом. Данная глава состоит из трёх разделов.
В первом разделе первой главы изучаются уравнения типа параболического
p –лапласиана с весом. Пусть Ω ограниченная область в Rn, n ≥ 2. В цилиндре
Q = Ω× (T1, T2) рассматривается уравнение

ut − divA(x, t, u,∇u) = B(x, t, u,∇u) (3)

в предположении, что A(x, t, u, ξ) и B(x, t, u, ξ) есть каратеодориевские функ-
ции (то есть, измеримые по (x, t) для всех u ∈ R, ξ ∈ Rn и непрерывные по (u, ξ)

для почти всех (x, t) ∈ Ω × (T1, T2)), удовлетворяющие следующим структур-
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ным условиям: для всех (u, ξ) ∈ R× Rn почти всюду в Q выполняется

A(x, t, u, ξ) · ξ ≥ ν(x) (C0|ξ|p − Cp
3) , |A(x, t, u, ξ)| ≤ ν(x)

(
C1|ξ|p−1 + Cp−1

3

)
,

|B(x, t, u, ξ)| ≤ ν(x)
(
C2|ξ|p−1 + Cp

3

)
.

Здесь p = const > 2, константы C0, C1 положительны, константы C2, C3 неот-
рицательны. Вес ν принадлежит классу Макенхаупта A1+p/n, то есть

Cν := sup

(
1

|B|

∫
B

ν(x) dx

)(
1

|B|

∫
B

(
1

ν(x)

)n/p
dx

)p/n

< +∞,

где |E| означает n-мерную меру Лебега множестваE ⊂ Rn, а супремум берётся
по всем шарам B ⊂ Rn.

Для области G через W 1,p(G; ν) обозначим замыкание C∞(G) относительно
нормы ‖ϕ‖W 1,p(G;ν) =

(∫
G (|ϕ|p + |∇ϕ|p) ν dx

)1/p. Пусть W 1,p
0 (G; ν) обозначает

замыкание C∞0 (G) относительно этой же нормы.
Скажем, что u ∈ C(T1, T2;L

2(Ω))∩Lp(T1, T2;W
1,p(Ω; ν)) есть решение урав-

нения (3) в ΩT , если для любого интервала [t1, t2] ⊂ (T1, T2) и любой пробной
функции ξ ∈ W 1,1(T1, T2;L

2(Ω)) ∩ Lp(T1, T2;W
1,p
0 (Ω; ν)) выполняется∫

Ω

uξ dx

∣∣∣∣t2
t1

−
∫∫

Ω×(t1,t2)

uξt dxdt+

∫∫
Ω×(t1,t2)

A(x, t, u,∇u) · ∇ξ dxdt

=

∫∫
Ω×(t1,t2)

B(x, t, u,∇u)ξ dxdt.

Основной результат этого раздела — неравенство Харнака. Положим

h(y, ρ) =

(∫
B(y,ρ)

ν−n/p dx

)p/n
.

Теорема 1. Пусть u — неотрицательное решение уравнения (3) в Q, θ > 0,
(x0, t0) ∈ Q и 0 < k ≤ limτ→0+ ess sup{u; Q(τ)}, где Q(τ) = B(x0, τρ) × (t0 −
τh(x0, ρ), t0). Тогда найдутся такие положительные константы Λ1,Λ2,Λ3,
что, еслиB(x0, 25ρ)× [t0−θh(x0, ρ)k2−p, t0 +Λ1h(x0, ρ)k2−p] ⊂ Q и k ≥ Λ3C3ρ,
то ess inf{u(x, t0 + Λ1h(x0, ρ)k2−p); B(x0, ρ)} ≥ Λ2k. Постоянные Λ1,Λ2 и Λ3

зависят только от C0, C1, C2 diam Ω, n, p, Cν и θ.

12



Из теоремы 1 следует локальная гёльдеровская непрерывность решений.

Теорема 2. Любое решение уравнения (3) в цилиндре Q непрерывно по Гёль-
деру в Q. Показатель Гёльдера зависит только от C0, C1, n, p, Cν .

Во втором разделе первой главы изучаются параболические уравнения с двой-
ной нелинейностью и p –допустимым весом (p-admissible weight). Рассматрива-
ются уравнения вида

ν(x)ut = div (ν(x)A(x, t, u,∇u)) , x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ (T1, T2). (4)

Предполагается, что поток A(x, t, u, ξ) есть каратеодориевская функция, удо-
влетворяющая условиям роста и коэрцитивности

|A(x, t, u, ξ)| ≤ C0|u|m−1|ξ|p−1 + C2, A(x, t, u, ξ) · ξ ≥ C1|ξ|p|u|m−1 − C3

для почти всех (x, t) ∈ Ω × (T1, T2) и всех u ∈ R, ξ ∈ Rn, где p = const > 2 и
m = const > 1. Здесь константы C0, C1 положительные, C2, C3 - неотрицатель-
ные.

Предполагается, что на вес ν наложено условие p–допустимости (p–ad-
missibility condition). Это значит, что для веса выполнено условие удвоения,
имеют место неравенство Соболева с повышенным показателем суммируемо-
сти и неравенство Пуанкаре, а также корректно определена процедура замы-
кания гладких функций по весовой норме. Весовое соболевское пространство
W 1,p(Ω; ν) с нормой ‖u‖W 1,p(Ω; ν) =

(∫
Ω(|u|p + |∇u|p) ν dx

)1/p определяются как
замыкание C∞(Ω) относительно этой нормы. Пространство W 1,p

0 (Ω; ν) опреде-
ляется как замыкание C∞0 (Ω) в W 1,p(Ω; ν). Примером p –допустимых весов яв-
ляются веса из класса Макенхаупта Ap, а также выражения вида [J(x)]1−p/n,
где J(x) есть якобиан квазиконформного отображения при 1 < p < n. Теория
эллиптических уравнений с p –допустимыми весами изложена в [75].

Скажем, что функция u есть решение уравнения (4) в цилиндре Q = Ω ×
(T1, T2), если u ∈ C(T1, T2;L

2(Ω ; ν)) ∩ Lp(T1, T2;W
1,p(Ω; ν)), |u|

(m−1)p
p−1 |∇u|p ∈

L1(Q; ν), и для любыхϕ ∈ W 1,1(T1, T2;L
2(Ω; ν))∩Lp(T1, T2;W

1,p
0 (Ω; ν)) и [a, b] ⊂
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(T1, T2) выполняется интегральное тождество∫
uϕ ν dx

∣∣∣∣t=b
t=a

−
∫

Ω×(a,b)

uϕt ν dxdt+

∫
Ω×(a,b)

A(x, t, u,∇u)∇ϕν dxdt = 0.

Сформулируем теорему о гёльдеровской непрерывности решений.

Теорема 3. Любое решение уравнения (4) в Q непрерывно по Гёльдеру в Q с
показателем Гёльдера зависящим только от n, p,m и постоянных C0—C3.

Обозначим Γ(k,R) =
(
C3 + pC2kR

−1
)

(k/R)−p k1−m. В следующем утвер-
ждении установлено неравенство Харнака.

Теорема 4. Пусть u — неотрицательное решение уравнения (4) в цилиндре
B(x0, R) × (t0 − θk3−m−pRp, t0 + T ), где k, θ > 0. Найдутся положитель-
ные константы γ1, γ2, γ3 такие, что, если u(x0, t0) ≥ k, T ≥ γ1k

3−p−mRp и
Γ(k,R) ≤ γ2, то u(x, t0 + γ1k

3−p−mRp) ≥ γ3k для всех x ∈ B(x0, R). Величины
γi зависят только от n, p,m и постоянных C0—C3.

Оценки теорем 3, 4 устойчивы при p→ 2, m→ 1.
В третьем разделе первой главы рассматриваются параболические уравнения
типа p –лапласиана с равномерным вырождением на части области. Исследуется
регулярность решений параболических уравнений вида

ωε(x)ut = div (ωε(x)A(x, t, u,∇u)), x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ (T1, T2). (5)

Предполагается, что поток A(x, t, u, ξ) есть каратеодориевская функция, удо-
влетворяющая условиям роста и коэрцитивности

|A(x, t, u, ξ)| ≤ C0|ξ|p−1, A(x, t, u, ξ) · ξ ≥ C1|ξ|p,

для почти всех (x, t) ∈ Ω× (T1, T2) и всех (u, ξ) ∈ R× Rn, где p = const > 1 и
C0, C1 — положительные константы. Вес ωε задается как

ωε(x) =

ε, xn > 0,

1, xn < 0,
0 < ε ≤ 1, x = (x1, . . . , xn−1, xn).

Функция u ∈ C(T1, T2;L
2(Ω)) ∩ Lp(T1, T2;W

1,p(Ω)) есть решение уравнения
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(5) в цилиндре Ω× (T1, T2), если∫
Ω

uϕωε dx

∣∣∣∣t=t2
t=t1

+

∫
Ω×(t1,t2)

(−uϕt + A(x, t, u,∇u)∇ϕ)ωε dxdt = 0

для всех T1 < t1 < t2 < T2 и ϕ ∈ W 1,1(T1, T2;L
2(Ω)) ∩ Lp(T1, T2;W

1,p
0 (Ω)).

Через Σ будем обозначать гиперплоскость {xn = 0}. Будем считать, что Ω

имеет непустое пересечение с Σ. Если удалить из области Ω гиперплоскость
Σ, то в любой из оставшихся частей поведение решений описывается хорошо
разработанной теорией [31],[32]. Основным результатом этого раздела является
равномерная по ε гёльдеровская непрерывность решений в окрестности Σ.

Теорема 5. Пусть u — решение уравнения (5) в цилиндре Q = B(z0, R) ×
(T1, T2), z0 ∈ Σ. Тогда u локально непрерывна по Гёльдеру в Q с показателем
Гёльдера, зависящим только от n, p, C0, C1. В каждом внутреннем цилин-
дре Q′ b Q постоянная Гёльдера зависит только от n, p, C0, C1, T2 − T1, R,
‖u‖L∞(Q) и расстояния от Q′ до параболической границы Q.

В диссертации показано, что имеют место мозеровские оценки максимума
модуля решения через интегральную норму с постоянными, не зависящими от
малого параметра ε, а также выполняется специальная форма неравенства Хар-
нака с постоянными, не зависящими от ε. Сама форма неравенства Харнака су-
щественно зависит от величины показателя p.

Теорема 6. Пусть p > 2 и функция u — неотрицательное решение уравнения
(5) в цилиндре B(x0, 32R) × (t0 − θk2−pRp, t0 + T ), где x0 ∈ Σ и k, θ > 0.
Найдутся положительные константы γ1 и γ2, зависящие только от n, p,
C0, C1 и θ, такие, что, если u(z, t0) ≥ k, где z ∈ B(x0, R) ∩ {xn < −R/2} и
решение, то u(x, t0 + γ1k

2−pRp) ≥ γ2k для всех x ∈ B(x0, R).

Теорема 7. Пусть 2n/(n + 1) < p < 2, x0 ∈ Σ, z ∈ B(x0, R) ∩ {xn <

−R/2}, и функция u — неотрицательное решение уравнения (5) в цилиндре
B(x0, 32R)×(t0−M 2−p(32R)p, t0 +M 2−p(32R)p),M = sup{u(·, t0);B(z,R/2)}.
Найдутся положительные константы γ1 и γ2, зависящие только от n, p,
C0, C1, такие, что u(x, t) ≥ γ1u(z, t0) для всех x ∈ B(x0, R), |t − t0| ≤
γ2u(z, t0)

2−pRp.
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Вторая глава диссертации посвящена вопросам стабилизации решений пара-
болических уравнений типа p –лапласиана.
В первом разделе второй главы изучается вопрос о монотонности потока. При
изучении нелинейных параболических уравнений вида ut = divA(x, t,∇u) важ-
ным свойством является свойство монотонности потока:

(A(x, t, ξ1)−A(x, t, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ 0 (6)

для почти всех (x, t) и всех ξ1, ξ2 ∈ Rn. Рассмотрим поток

A(ξ) = |ξ|p−2Aξ (7)

c симметрической положительно определённой матрицей A. В случае потока
A(ξ) = |ξ|p−2ξ, соответствующего уравнению (1), свойство монотонности (6)
имеет место. Условие монотонности (6) для потока (7) может и не выполнять-
ся. Это легко увидеть на примере A = diag(1, λ), ξ1 = (t, 0), ξ2 = (1, 1) с
подходящим t и достаточно малым значением λ.

В диссертации показано, что при выполнении условия

µ(A) := sup
|x|=1

|Ax|
(Ax, x)

<
p

|p− 2|
.

для потока (7) выполняется свойство (6). Более того, если 1 < p < 2, то∣∣|η|p−2Aη − |ξ|p−2Aξ
∣∣ p
p−1 ≤ C

(
|η|p−2Aη − |ξ|p−2Aξ, η − ξ

)
,

для всех ξ, η ∈ Rn. Если p > 2, тогда∣∣|η|p−2Aη − |ξ|p−2Aξ
∣∣2 ≤ C(|ξ|p−2 + |η|p−2)

(
|η|p−2Aη − |ξ|p−2Aξ, η − ξ

)
,(

|η|p−2Aη − |ξ|p−2Aξ η − ξ
)
≥ C(|η|p−2 + |ξ|p−2)|η − ξ|2, C > 0

для всех ξ, η ∈ Rn. Константы здесь зависят только от n, p, минимального и
максимального собственных значений матрицы A и величины µ(A). Неравен-
ства для p > 2 хорошо известны для случая A = I (см. [31]). Неравенство для
1 < p < 2 было неизвестно автору даже в модельном случае.
Во втором разделе второй главы содержится изложение L2

loc теории решения
задачи Коши для уравнений типа параболического p –лапласиана. Рассматрива-
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ется задача Коши

ut = divA(x, t,∇u), x ∈ Rn, t > 0, (8)

u|t=0 = f ∈ L2
loc(Rn). (9)

Предполагается, что поток A(x, t, ξ) есть каратеодориевская функция, такая,
что для почти всех (x, t) ∈ Rn × (0,∞) и всех ξ ∈ Rn выполняются условия
монотонности (6), роста и коэрцитивности

|A(x, t, ξ)| ≤ C0|ξ|p−1, A(x, t, ξ) · ξ ≥ C1|ξ|p, p = const > 1, p 6= 2. (10)

В случае 1 < p < 2 мы также потребуем выполнения неравенства

|A(x, t, ξ1)−A(x, t, ξ2)|
p
p−1 ≤ C2(A(x, t, ξ1)−A(x, t, ξ2), ξ1 − ξ2). (11)

для почти всех (x, t) и всех ξ1, ξ2 ∈ Rn. Здесь C0, C1, C2 — положительные
постоянные. Далее полагается p > pcr = max (1, 2n/(n+ 2)).

Под решением задачи Коши (8)–(9) в полосе ΠT = Rn × (0, T ) мы понимаем
функцию u ∈ C(0, T ;L2

loc(Rn)) ∩ Lp(0, T ;W 1,p
loc (Rn)), такую, что для любой ϕ ∈

W 1,1(0, T ;L2(Rn)) ∩ Lp(0, T ;W 1,p(Rn)), обращающейся в ноль при |x| > R(ϕ),
и любого τ ∈ (0, T ) выполняется интегральное тождество∫

Rn
u(x, τ)ϕ(x, τ) dx+

∫
Rn×(0,τ)

(
− uϕt + A(x, t,∇u)∇ϕ

)
dxdt =

=

∫
Rn
f(x)ϕ(x, 0) dx. (12)

Глобальным решением задачи (8)-(9) назовём решение, которое существует в
любой полосе ΠT , T > 0.

В случае pcr < p < 2 энергетические оценки носят локальный характер: для
решения задачи (8)-(9) и любых R, T > 0 справедливо неравенство

sup
0≤t≤T

∫
BR

u2 dx+ C1

∫
BR×(0,T )

|∇u|p dxdt ≤ 2

∫
B2R

f 2 dx+ CT
2

2−pRn+ 2p
p−2 , (13)

где C = C(n, p, C0, C1). Для разности двух решений u1, u2 задачи Коши (8)-(9)
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с начальными данными f1 и f2 и любых R, T > 0 имеет место оценка

sup
0≤t≤T

∫
BR

(u1 − u2)
2(x, t) dx ≤ 2

∫
B2R

(f1 − f2)
2 dx+ CT

2
2−pRn+ 2p

p−2 , (14)

где C = C(n, p, C2). Из оценок (13) и (14) следует существование и единствен-
ность решения задачи (8)-(9) без ограничений на рост начальных данных и само-
го решения при |x| → ∞.

Теорема 8. Пусть pcr < p < 2. Тогда для любой начальной функции f ∈
L2
loc(Rn) существует и единственно решение задачи Коши (8)-(9). Это реше-

ние удовлетворяет оценке (13) для всех R > 0 и T > 0. Для решений u1, u2

с начальными данными f1, f2 такими, что f1 ≤ f2, выполнено неравенство
u1 ≤ u2.

Перейдём к случаю p > 2. Положим µ = n + 2p/(p − 2). Для решения u
задачи (8)–(9) при p > 2 для любого σ ∈ (0, 1) верна оценка

R−µ
∫
BσR×(0,T )

(
|∇u|p +R−p|u|p

)
dxdt ≤ CR−µ

∫
BR

f 2 dx+

+ C(1− σ)−ν
∫ T

0

(
R−µ

∫
BR

u2(x, t) dx

)p/2
dt, (15)

где ν = (n(p− 2) + 2p)/2 и C = C(n, p, C0, C1). Обозначим

[u(t)]ρ = sup
R>ρ

R−µ
∫
BR

u2(x, t) dx, [f ]ρ = sup
R>ρ

R−µ
∫
BR

f 2 dx, [u]T, ρ = sup
0≤t≤T

[u(t)]ρ.

Из оценки (15) вытекает следующий результат.

Теорема 9. Пусть u — решение задачи (8)-(9) в ΠT , p > 2, и [u]T, ρ < ∞.
Найдётся положительная константа γ = γ(n, p, C0, C1) такая, что, если
T ≤ γ[f ]

(2−p)/2
ρ , то выполняется оценка

[u]T, ρ + sup
R>ρ

R−µ
∫
BR×(0,T )

(
|∇u|p + |u|pR−p

)
dxdt ≤ C[f ]ρ, (16)

где C = C(n, p, C0, C1).

Отсюда следует, что решение задачи (8)-(9) в ΠT с нулевыми начальными
данными, для которого [u]T, ρ <∞, тождественно равно нулю.

18



Сформулируем теорему существования решения задачи Коши для p > 2.

Теорема 10. Пусть p > 2 и начальная функция f удовлетворяет условию
[f ]ρ < ∞. Тогда для T = C[f ]

(2−p)/2
ρ , C = C(n, p, C0, C1) > 0, существует

решение задачи Коши (8)-(9) в полосе ΠT , удовлетворяющее оценке (16). Если
же limρ→∞[f ]ρ = 0, то существует глобальное решение задачи Коши (8)-(9).

Ограничения на рост решения и начальных данных на бесконечности здесь
существенны, как показывают хорошо известные примеры [31].

В диссертации также доказан следующий вариант принципа максимума: ес-
ли u — ограниченное решение задачи Коши (8)-(9) в ΠT , то ess sup{u; ΠT} ≤
ess sup{f ; Rn}, ess inf{u; ΠT} ≥ ess inf{f ; Rn}.
В третьем разделе второй главы доказывается критерий равномерной стаби-
лизации решений задачи Коши для параболических уравнений типа p –лапла-
сиана. Этот критерий обобщает результат, доказанный В.В. Жиковым [55] для
решений линейных равномерно параболических уравнений дивергентного вида.

Будем говорить, что ограниченная функция f имеет равномерное среднее f ,
если

∫
{|x|<1} f(z + ωx) dx → f при ω → +∞ равномерно по z ∈ Rn. Класси-

ческий пример функций с равномерным средним даётся периодическими или
почти периодическими функциями.

Теорема 11. Пусть u — ограниченное решение задачи Коши (8)–(9) с огра-
ниченной начальной функцией f . Предположим, что выполнены условия (6),
(10) и p > pcr. Функция u равномерно сходится к нулю при t → ∞ тогда, и
только тогда, когда f имеет нулевое равномерное среднее значение.

В четвёртом разделе второй главы получены улучшенные оценки решений
уравнений типа параболического p –лапласиана и доказано существование зна-
копеременных решений задачи Коши. В цилиндре Ω× (T1, T2), где Ω — область
в Rn, рассмотрим уравнение (8). Предполагаются выполненными условия роста
и коэрцитивности (10).

Решением уравнения (8) в цилиндре Ω × (T1, T2) будем называть функцию
u ∈ C

(
T1, T2; L

2
loc(Ω)

)
∩ Lploc

(
T1, T2; W

1,p
loc (Ω)

)
такую, что для любой функции

ϕ ∈ C∞0 (Ω× (T1, T2)) и почти всех T1 < t1 < t2 < T2 выполняется интегральное
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тождество∫
Ω

uϕ dx

∣∣∣∣t=t2
t=t1

+

∫
Ω×(t1,t2)

(−uϕt + A(x, t,∇u)∇ϕ) dxdt = 0. (17)

В следующих двух утверждениях u обозначает решение уравнения (8) в ци-
линдре Q = B(x0, R) × (t0 − T, t0), такое, что u ∈ C([t0 − T, t0], L1(B(x0, R)),
µ = (Rp/T )1/(p−2),

S = sup
t0−T<t<t0

R−nµ−1

∫
B(x0,R)

|u(x, t)| dx, S0 = R−nµ−1

∫
B(x0,R)

|u(x, t0−T )| dx.

Теорема 12. Пусть r > 0 таково, что λr = n(p − 2) + pr > 0. Тогда для
любых σ, σ′ ∈ (0, 1) выполнена оценка

sup{|u|; B(x0, σR)×(t0−σ′T, t0)} ≤ Cµ(1−σ)−n/rK1/r+Cµ(1−σ′)−n/λrKp/λr ,

где константа C = C(n, p, r) и

K =
(1− σ)−p

TRn

∫
Q

(
|u|
µ

)p+r−2

dxdt+
(1− σ′)−1

TRn

∫
Q

(
|u|
µ

)r
dxdt.

Если же λ = n(p− 2) + p > 0, то имеет место оценка

ess sup{|u|; B(x0, R/2)× (t0 − T/2, t0)} ≤ Cµ
[
Sp/2 + Sp/λ

]
,

Теорема 13. Пусть p > 2, σ ∈ (0, 1), 1 < γ < (n + 1)/n. Для p − 1 ≤ r ≤
p− γn/(n+ 1) и q = n(γr − (p− r))/(nr − (n− r)) выполняется оценка

Rr−nT−1

∫
Q(σ)

|∇u|r dxdt ≤ Cµr
[
(SS0)

r/p + (S1−qS0)
r
p−q + Sr(1− σ)−ν

]
,

где Q(σ) = B(x0, σR)× (t0 − T, t0), ν = ν(n, p, γ, r) > 0, C = C(n, p, γ, r) > 0.
В случае, когда 1 < p < 2, для любого σ ∈ (0, 1) имеет место оценка

Rp−n−1T−1

∫
Q(σ)

|∇u|p−1 dxdt ≤ Cµp−1
[
(1− σ)1−pSp−1 + (SS0)

(p−1)/p
]
,

где C = C(n, p, C0, C1, γ).

Из оценки теоремы 13 для r = p − 1 вытекает конечность скорости распро-
странения носителя решения.
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Теорема 14. Пусть u — решение задачи (8)–(9), где p > 2, и начальная функ-
ция f равна нулю в шаре B(x0, 2R). Тогда найдётся положительная посто-
янная C = C(n, p, C0, C1) такая, что u ≡ 0 в цилиндре B(x0, R) × (0, T∗),
где

T∗ = C

(
R−n−

p
p−2 sup

0≤t≤T

∫
B(x0,R)

|u(x, t)| dx
)2−p

.

Сформулируем теорему существования решений задачи Коши для знакопе-
ременных начальных данных. Рассмотрим задачу Коши

ut = divA(x, t,∇u), x ∈ Rn, t > 0, u(x, 0) = u0(x) ∈ L1
loc(Rn). (18)

Потребуем дополнительно к (10) выполнения условия строгой монотонности:

(A(x, t, ξ)−A(x, t, η)) · (ξ − η) > 0, ∀ξ, η ∈ Rn : ξ 6= η.

Считаем, что начальные данные в задаче Коши (18) удовлетворяют условию

ψ0(ρ) := sup
R>ρ

Rλ/(2−p)
∫
BR

|u0| dx <∞, λ = n(p− 2) + p. (19)

Теорема 15. Пусть p > 2 и начальная функция u0 ∈ L1
loc(Rn) удовлетворяет

условию (19) для некоторого ρ > 0. Тогда в полосе Π = Rn × (0, T (u0)), где
T (u0) = γψ2−p

0 , γ = γ(n, p, C0, C1) > 0, существует решение задачи Коши
(18), для которого выполнены следующие оценки:

sup
0<t<T (u0)

sup
R>ρ

R−n−
p
p−2

∫
BR

|u(x, t)| dx+ sup
R>ρ

R−n−
2(p−1)
p−2

∫
Π

|∇u|p−1 dxdt ≤ Cψ0(ρ),

sup |u(x, t)| ≤ C (|x|+ ρ)
p
p−2

(
t−n/λψ

p/λ
0 (ρ) + t1/2ψ

p/2
0 (ρ)

)
, 0 < t < T (u0).

Здесь C = C(n, p, C0, C1) > 0. Начальные данные принимаются в смысле
сходимости u(t) → u0 в L1

loc(Rn). Если limρ→∞ ψ0(ρ) = 0, то решение задачи
Коши (18) является глобальным, то есть определено в Rn × (0,+∞).

Из оценки теоремы 13 для r = p− 1 следует единственность решений задачи
Коши (18) в классе решений, для которых sup0≤t<T

∫
Rn |u(x, t)| dx <∞.

В пятом разделе второй главы доказывается критерий стабилизации ограни-
ченных решений уравнений типа параболического p –лапласиана в цилиндриче-
ской области с неограниченным основанием, удовлетворяющих однородному
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условию Дирихле на боковой границе цилиндра.
Пусть Ω — область в Rn, n ≥ 2. В цилиндре Q = Ω× (0,+∞) рассматрива-

ем решение уравнения (8), удовлетворяющее однородному условие Дирихле на
боковой границе цилиндра:

u = 0 на ∂Ω× (0,+∞). (20)

Предполагаются выполненными условия (6), (10). Решением задачи (8), (20)
будем называть функцию u такую, что для любой η ∈ C∞0 (Rn) имеет место
uη ∈ C

(
0,+∞; L2(Ω)

)
∩ Lploc

(
0,+∞;W 1,p

0 (Ω)
)

и интегральное тождество (17)
выполнено для любой функции ϕ ∈ C∞0 (Ω× (0,+∞)) и почти всех t2 > t1 > 0.

Нас интересует вопрос о поточечной стабилизации к нулю ограниченных ре-
шений уравнения (8), удовлетворяющих нулевым условиями Дирихле (20), при
неограниченном возрастании времени. Случай, когда p > n, является наиболее
простым и сводится к теореме вложения из W 1,p в C1−n/p.

Теорема 16. Пусть p > n и Rn \ Ω не пусто (т.е. содержит хотя бы од-
ну точку). Тогда ограниченное решение уравнения (8) в Q, удовлетворяющее
условию Дирихле (20), стремится к нулю при t → ∞. Найдётся α > 0, зави-
сящее только от n, p, C0, C1, такое, что limt→∞ t

αu(x, t) = 0 для всех x ∈ Ω.

Нам понадобится понятие p -ёмкости компакта K ⊂ B(x0, r) относительно
шара B(x0, r):

Cp(K, B(x0, r)) := inf

∫
|∇ϕ|p dx, ϕ ∈ C∞0 (B(x0, r)), ϕ ≥ 1 на K.

Теорема 17. Пусть 2n/(n + 1) < p ≤ n. Ограниченное решение u уравнения
(8), удовлетворяющее однородному условию Дирихле (20), поточечно стре-
мится к нулю при t→∞, если∫ ∞(Cp(B(x0, r) \ Ω, B(x0, 2r))

rn−p

) 1
p−1 dr

r
= +∞. (21)

Если в уравнении (8) поток не зависит от времени, то условие (21) является
необходимым для стабилизации произвольного ограниченного решения.

Теорема 18. Пусть 1 < p ≤ n. Если в уравнении (8) поток A не зависит от
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времени, и условие (21) не выполнено, то есть∫ ∞(Cp(B(x0, r) \ Ω, B(x0, 2r))

rn−p

) 1
p−1 dr

r
< +∞, (22)

то существует стационарное решение уравнения (8), удовлетворяющее усло-
вию (20), и не равное тождественно нулю.

Таким образом, для p > 2n/(n + 1) и потока A = A(x, ξ), не зависящего от
времени, доказан критерий стабилизации к нулю произвольного ограниченного
решения (8) с условием Дирихле (20) в цилиндре с неограниченным основанием
Ω. Условие (21) можно рассматривать, как аналог условия Винера регулярности
граничной точки (см. [74]), записанного в бесконечно удалённой точке.

В формулировках теорем 17, 18 точка x0 может быть любой, так как сходи-
мость или расходимость интеграла в (21) от выбора x0 не зависит. Отметим, что
равномерной стабилизации в условиях теоремы 17 может и не быть.

Пусть дополнение к области Ω имеет вид воронки вращения {|x′| ≤ f(xn)},
x = (x′, xn), x′ = (x1, . . . , xn−1). В случае n − 1 < p ≤ n для расходимости
интеграла (21) достаточно, чтобы функция f была неотрицательна, то есть, что-
бы дополнение к области Ω содержало луч. Если p = n − 1 и f(s) ≥ as−γ, то
выполнено (21), а ограничение f(s) ≤ C exp(−a ln1+ε s), ε > 0, влечёт (22). Для
p < n− 1, если f(s) ≥ cs(ln s)−α, α ≤ α0 = (p− 1)/(n− 1− p), то имеет место
(21), если же f(s) ≤ cs(ln s)−α, α > α0, то справедливо (22).

Доказательство теоремы 17 основано на лемме о возрастании (в терминоло-
гии Е.М. Ландиса [76]). Идея доказательства этой леммы восходит к работам
И.И. Скрыпника [77], [78]. В этой лемме 2n/(n + 1) < p ≤ n, а u — решение
задачи Дирихле (8), (20) в цилиндре Q0 = (B(x0, 2r)× (t0 − θ, t0)) ∩Q.
Лемма. Найдутся положительные постоянные σ0, ε0, H и H̃ , зависящие толь-
ко от n, p, C0, C1, такие, что, если sup{|u|, Q0} ≤M и θ = (H+H̃)(δM)2−prp,
где δ =

(
rp−nCp(B(x0, ε0r/2) \ Ω, B(x0, r))

)1/(p−1), то sup{|u|, Q∗} ≤ (1 −
σ0δ)M , где Q∗ =

(
B(x0, r)×

(
t0 −H(δM)2−prp/4, t0

))
∩Q.

Третья глава диссертации посвящена вопросам единственности решений.
В первом разделе третьей главы изучается вопрос о плотности гладких функ-
ций в весовом пространстве Соболева-Орлича с переменным показателем сум-
мируемости. В ограниченной липшицевой области Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, задан вес ρ
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— неотрицательная функция, суммируемая в Ω. Пусть ещё дан измеримый в Ω

показатель p = p(x), удовлетворяющий условию

1 < α < p(x) < β <∞. (23)

Стандартным образом вводится норма Люксембурга

‖f‖p(·), ρ = inf

{
λ > 0 :

∫
|λ−1f |p(x)ρ dx ≤ 1

}
.

Класс Lp(·)(Ω; ρ) с этой нормой является рефлексивным сепарабельным бана-
ховым пространством. Будем считать, что показатель p(x) удовлетворяет лога-
рифмическому условию

|p(x)− p(y)| ≤ k0

(
ln

1

|x− y|

)−1

, |x− y| < 1/2. (24)

Введём весовое пространство Соболева-Орлича

W =

{
u ∈ W 1,1

0 (Ω) :

∫
Ω

|∇u|p(x)ρ dx <∞
}
, ‖u‖W := ‖∇u‖p(·), ρ.

Будем считать, что ρ−1/p ∈ Lp
′
(Ω), где p′(x) = p(x)/(p(x) − 1). Это условие

обеспечивает полноту пространства W . Определим пространство H как замы-
кание C∞0 (Ω) по норме W . Будем говорить, что вес ρ регулярен, если H = W .
В силу условия (24) вес ρ ≡ 1 регулярен (см. [66]).

Для постоянного показателя p известным достаточным условием равенства
H = W является принадлежность веса ρ классу Макенхаупта Ap. Это следу-
ет из ограниченности классических интегральных сглаживающих операторов в
Lp(Ω; ρ). При использовании этой техники продвинуться дальше весов из клас-
сов Макенхаупта нельзя — равномерная ограниченность семейства сглаживаю-
щих интегральных операторов в весовом пространстве Лебега Lp(Ω; ω) эквива-
лентна принадлежности ω классу Ap (напр. [79]).

Скажем, что неотрицательная локально суммирумая функция ω принадле-
жит классу Макенхаупта Ap(·)(Ω) с переменным показателем p(·), если

‖w‖Ap(·)(Ω) := sup
Q

∫
Q

(
ω(Q)

|Q|pω

) 1
p−1

dx <∞,
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где ω(Q) =
∫
Q ω dx, а супремум берётся по всем кубам Q ⊂ Ω с гранями па-

раллельными координатным гиперплоскостям. Для постоянного значения пока-
зателя p указанное условие совпадает с условием принадлежности веса классу
Макенхаупта Ap.

В диссертации доказано, что при выполнении логарифмического условия
(24) для классов Макенхаупта с переменным показателемAp(·) остаётся верным
свойство самоулучшаемости классов Макенхаупта с постоянным показателем:
для любого ω ∈ Ap(·)(Ω) найдётся ε > 0 такое, что ω ∈ Ap(·)−ε(Ω).

Сформулируем основной результат этого раздела.

Теорема 19. Пусть показатель p(·) удовлетворяет условиям (23) и (24), вес
ρ представим в виде ρ = ωω0, где ω0 ∈ Ap(·)(Ω) и выполнено условие

lim inf
t→∞

(∫
Ω

ω−tω0 dx

)1/t(∫
Ω

(
t−p(x)ω

)t
ω0 dx

)1/t

<∞.

Тогда вес ρ регулярен.

В случае p ≡ 2 этот результат был доказан В.В. Жиковым [69]. Приведём
конструкцию построения примеров, обобщающую пример В.В. Жикова [67].
Пусть n = 2 и Ω = BR. Если для четырёх последовательно расположенных
непересекающихся секторов A1 − A4 круга BR выполнено∫

A(1)∪A(3)

|x|−p′(x)ρ1/(1−p(x)) dx <∞,
∫
A(2)∪A(4)

|x|−p(x)ρ dx <∞,

то H 6= W .
Во втором разделе третьей главы диссертации обсуждается вопрос единствен-
ности решений стационарной задачи диффузии в несжимаемом потоке. Рас-
смотрим задачу

Tu = − div (∇u+ A∇u) = f ∈ H−1(Ω), u ∈ H1
0(Ω), (25)

где Ω — ограниченная липшицева область в Rn, матрица A кососимметрична
(Aij = −Aji) и квадратично-суммируема (A ∈ L2(Ω)). Помимо (25) будем рас-
сматривать ещё одну задачу

T u = − div (∇u+ au) = f ∈ H−1(Ω), u ∈ H1
0(Ω), (26)
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с соленоидальным векторным полем a. Соленоидальность здесь понимается в
смысле распределений, то есть

∫
Ω a∇ϕdx = 0 для всех ϕ ∈ C∞0 (Ω). Будем

считать, что a ∈ L2n/(n+2)(Ω), если n > 2, и a ∈ L log1/2 L(Ω), если n = 2.
Определим билинейную форму [u, ϕ] для u ∈ H1

0(Ω) и ϕ ∈ C∞0 (Ω), которая
в случае задачи (25) имеет вид

[u, ϕ] =

∫
Ω

A∇u · ∇ϕdx,

а в случае задачи (26) определяется как

[u, ϕ] =

∫
Ω

au∇ϕdx.

Решением задачи (25) (или (26)) будем называть функцию u ∈ H1
0(Ω) такую, что

интегральное тождество∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx+ [u, ϕ] = (f, ϕ).

выполнено для любой пробной функции ϕ ∈ C∞0 (Ω).
Поясним связь уравнений в форме (25) и (26). Для кососимметрической мат-

рицы A в смысле распределений выполняется (Aijuxj)xi = (u (divA)j)xj , где
(divA)j = Aij,xi, причём div divA = Aij,xixj = 0. Таким образом, для кососим-
метрической матрицы A ∈ W 1,2(Ω) задача Дирихле (25) может быть записана
в виде (26) с соленоидальным векторным полем a = divA. Для негладкой мат-
рицы A уравнение (25) описывает диффузию в несжимаемом турбулентном по-
токе [70], [71], так как поле скоростей a = divA определено только в смысле
распределений. Похожий класс уравнений изучался в [72].

С другой стороны, если дано соленоидальное поле a, то при n = 2 задача
нахождения кососимметрической матрицы с divA = a сводится к нахождению
функции тока поля a, при n = 3 — к нахождению векторного потенциала поля
a, в общем случае — к решению уравнения δβ = aidx

i, где δ—кодифференциал.
При выполнении указанных в начале работы условий задачи (25) и (26) имеют

аппроксимационные решения [73], которые получаются аппроксимацией матри-
цыA или векторного поля a ограниченными c последующим переходом к преде-
лу. Для аппроксимационных решений имеет место энергетическое неравенство
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∫
Ω |∇u|

2 dx ≤ (f, u). В.В. Жиков [73] построил примеры неаппроксимационных
решений, которые не могут быть получены таким способом. Для этих реше-
ний энергетическое неравенство выполняется в другую сторону:

∫
Ω |∇u|

2 dx >

(f, u). Так как аппроксимационное решение есть всегда, это даёт пример неедин-
ственности. В связи с этим возникает вопрос о нахождении условий единствен-
ности решений задач Дирихле (25) и (26).

Определим множество

D =
{
u ∈ H1

0(Ω) : [u, ϕ] ≤ C‖∇ϕ‖L2(Ω) ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)
}
.

Множество D состоит из решений задачи (25) (или (26)), соответствующих раз-
личным f ∈ H−1(Ω). Для u ∈ D форма [u, ϕ] распространяется по непрерыв-
ности на ϕ ∈ H1

0(Ω). Для аппроксимационных решений всегда [u, u] ≥ 0, для
неаппроксимационных решений из примера В.В. Жикова [u, u] < 0.

В случае неединственности решения в диссертации найден способ однознач-
ного выбора решения. Такой выбор даётся максимизацией [u, u] по множеству
u ∈ T−1f . Этот максимум достигается на единственном элементе. Выбранный
элемент T−1f характеризуется тем, что [u, z] + [z, u] = 0 для всех z ∈ T−10.
Оператор, сопоставляющий f ∈ H−1(Ω) такой элемент, линейный.

Известно, что принадлежность коэффициентов кососимметрической матри-
цы A пространству BMO гарантирует однозначную разрешимость задачи (25),
справедливость равенств D = H1

0(Ω), [u, u]A = 0 для всех u ∈ H1
0(Ω) и выпол-

нение для решений энергетического тождества∫
Ω

|∇u|2 dx = (f, u). (27)

При этом условии конвективный член подчинён диффузионному,

[u, v] ≤ C(n)‖A‖BMO‖∇u‖L2(Rn)‖∇v‖L2(Rn) для всех u, v ∈ C∞0 (Rn). (28)

Согласно [80], выполнение (28) равносильно тому, что divA = divC, где C —
кососимметрическая матрица с коэффициентами из BMO.

В работе В.В. Жикова [73] доказана единственность решения задачи (25) при
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условии
lim
p→∞

p−1‖A‖Lp(Ω) = 0. (29)

Для A ∈ BMO оценка Джона-Ниренберга даёт

lim
p→∞

p−1‖A‖Lp(Ω) <∞. (30)

Свойство (29) для функций из BMO, вообще говоря, не имеет место.
В той же работе при условии A ∈ BMO доказана единственность аппрок-

симационных решений. Единственность произвольных решений задачи (25) при
условии A ∈ BMO из результатов [73] не следовала. В диссертации получен
следующий результат.

Теорема 20. Если выполнено условие (30), то решение задачи (25) с любой
правой частью f ∈ H−1(Ω) единственно, и для него выполнено энергетиче-
ское тождество (27).

Известно [71], [73], что для задачи (26) с соленоидальным полем a ∈ L2(Ω)

единственность решения имеет место для любой правой части f ∈ H−1(Ω), и
для решения выполнено энергетическое тождество (27). В размерности n ≥ 3

при этом, вообще говоря, конвективный член не подчинён диффузионному.
В [73] доказана единственность аппроксимационного решения задачи (26)

при условии limε→0 ε‖a‖L2−ε(Ω) = 0. Для случая размерности n = 2 этот ре-
зультат усилен в следующей теореме.

Теорема 21. Пусть n = 2 и соленоидальное поле a удовлетворяет условию
limε→0

√
ε‖a‖L2−ε(Ω) = 0. Тогда решение задачи (26) единственно, и выполня-

ется энергетическое тождество (27).

В случае пространства произвольной размерности доказан следующий новый
результат об уравнениях со сносом из пространства Морри Mn.

Теорема 22. Пусть соленоидальное векторное поле a, в дополнение к приве-
дённым в начале условиям, принадлежат пространству Морри Mn(Ω), то
есть sup |B|−1+1/n

∫
Ω∩B |a| dx < ∞, где супремум берётся по всем шарам B.

Тогда решение задачи (26) единственно и для него выполняется энергетиче-
ское тождество (27).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрен ряд вопросов, связанных с поведением решений нели-
нейных параболических уравнений типа p –лапласиана. Для различных вариан-
тов уравнений с весами установлена локальная гёльдеровская непрерывность
решения и неравенство Харнака. Приведены и новые результаты по асимпто-
тическому поведению решений уравнений типа параболического p –лапласиана,
а именно, критерий равномерной стабилизации решений задачи Коши во всём
пространстве и критерий стабилизации ограниченных решений задачи Дирих-
ле в цилиндрической области с неограниченным основанием. Доказано эффек-
тивное условие плотности гладких функций в весовом пространстве Соболева-
Орлича с переменным показателем. Получены новые условия единственности
решений стационарной задачи диффузии в несжимаемом потоке, и указан спо-
соб однозначного выделения решения в случае неединственности.

Разработанные методы могут быть применены к анализу нелинейных парабо-
лических уравнений с весами более сложной структуры, исследованию асимп-
тотического поведения решений при неограниченном возрастании времени, изу-
чению уравнений конвекции-диффузии.
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[75] Heinonen J., Kilpeläinen T., Martio O. Nonlinear potential theory of
degenerate elliptic equations. Mineola, NY: Dover Publ. Inc., 2006.

[76] Ландис Е.М. Уравнения второго порядка эллиптического и параболиче-
ского типов. М.: Наука, 1971.

[77] Skrypnik I.I. Regularity of a boundary point for degenerate parabolic
equations with measurable coefficients // Ukr. Math. J. 2000. V. 52, № 11.
P. 1768–1786.

[78] Skrypnik I.I. Regularity of a boundary point for singular parabolic equations
with measurable coefficients // Ukr. Math. J. 2004. V. 56, № 4. P. 614–627.

[79] Stein E.M. Harmonic Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality and
Oscillatory Integrals. Princeton, NJ: Princeton Univ. Press 1993.

[80] Mazya V.G., Verbitskiy I.E. Form boundedness of the general second-order
differential operator // Comm. Pure Appl. Math. 2006. V. 59, № 9. P. 1286–
1329.

РАБОТЫ АВТОРА ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

[81] Surnachev M. A Harnack inequality for weighted degenerate parabolic
equations // J. Differential Equations. 2010. V. 248. P. 2092–2129.

[82] Gianazza U., Surnachev M., Vespri V. A new proof of the Hölder continuity of
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