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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

¾6accdae13e�7i3l9n4o4qrr4s8t12ux¿

¾Data aequatione quotcunque �uentes quantitae involvente �uxiones invenire et

vice versa¿

¾Ïîëåçíî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ � òàê ñôîðìóëèðîâàë îäíî

èç ñâîèõ âåëè÷àéøèõ îòêðûòèé Íüþòîí, çàñåêðåòèâ åãî â âèäå àíàãðàììû â

ñâî¼ì ïèñüìå ê Ëåéáíèöó [2], [40].

Îäíàêî óæå â 19 âåêå âûÿñíèëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

êàê ïðàâèëî, íå óäà¼òñÿ ðåøèòü ÿâíî (â êâàäðàòóðàõ). Ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ

ýòîé òðóäíîñòè À. Ïóàíêàðå â êîíöå 19 âåêà ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ñòðàòå-

ãèþ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: åñëè óðàâíåíèå íå ìîæåò

áûòü ðåøåíî, òî íóæíî íàéòè òàêóþ çàìåíó êîîðäèíàò, ÷òîáû óðàâíåíèå èìå-

ëî ïî âîçìîæíîñòè áîëåå ïðîñòîé âèä (íîðìàëüíóþ ôîðìó). Òåì ñàìûì îí

ïîñòàâèë äâà âîïðîñà: ê êàêîìó ïðîñòåéøåìó âèäó ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíå-

íèå? êàê óçíàòü, ìîæíî ëè ïðèâåñòè îäíî óðàâíåíèå ê äðóãîìó çàìåíîé êîîð-

äèíàò? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ñèëüíî çàâèñÿò îò êëàññîâ ðàññìàòðèâàåìûõ

óðàâíåíèé è çàìåí. Îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ýòèì âîïðîñàì ñîäåðæèòñÿ

â êíèãàõ [4]- [6], [9], [27], [61], [62], [64].

Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ çàìêíó-

òóþ òðàåêòîðèþ, Ïóàíêàðå ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìîå ¾îòîá-

ðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ¿ (�rst return map), ÷àñòî íàçûâàåìîå òåïåðü

îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå, [43]. Ýòî îòîáðàæåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè

èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîõîäèò

è äëÿ ìîíîäðîìíûõ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî,

äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàê æå ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íîå

îòîáðàæåíèå (êîìïëåêñíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè, [1]).
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Íàïðèìåð, â ðàáîòå [18] èññëåäîâàíà îðáèòàëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êëàñ-

ñèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ñåäëîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè: ïðåîáðàçîâàíèþ

ìîíîäðîìèè ïðè îáõîäå îñîáîé òî÷êè íà ñåïàðàòðèñå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

ðîñòîê îäíîìåðíîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ñâÿçè èññëå-

äîâàëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ: Áðþíî [8], Äþëàêà [17], Âîðîíèíà [12]-

[14], [16], [58], [59], [60], Ìàðòèíå è Ðàìèñà [39], è äðóãèõ.

Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé (äèñ-

êðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì). Îäíèì èç ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå [41]- [45] ïîñòàâëåíà çàäà÷à ôîðìàëüíîé è àíàëè-

òè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé è îòîáðàæåíèé; òàì æå ïðîâåäåíà

ôîðìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àíàëèòè÷åñêîé ïðèâîäèìî-

ñòè ê ëèíåéíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (îòñóòñòâèå ðàçîíàíñîâ è ìàëûõ çíàìåíà-

òåëåé). Â íà÷àëå 20-ãî âåêà Äþëàê [17] îïèñàë àíàëèòè÷åñêóþ êëàññèôèêà-

öèþ ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òèïà Ïóàíêàðå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ

ðåçîíàíñà. Â ðàáîòå Çèãåëÿ [19] äîêàçàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ëèíåàðèçóåìîñòü, â

ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ, ðîñòêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà

¾ñåäëî¿ (ðîñòêè òèïà Çèãåëÿ), åñëè åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáðàçóþò òàê

íàçûâàåìûé ¾Äèîôàíòîâ íàáîð¿. Ðåçóëüòàòû Çèãåëÿ óòî÷íèëè Áðþíî [7], [8],

Éîêêîç [61]. Òàêèì îáðàçîì íåèññëåäîâàííûìè îñòàâàëèñü ðîñòêè ãîëîìîðô-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è îòîáðàæåíèé òèïà Çèãåëÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðåçîíàí-

ñà.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èçó÷àëàñü ðàñõîäèìîñòü íîðìàëèçóþùèõ ðÿäîâ: [1],

[2], [7]- [10], [19]- [21], [25], [26], [46]. Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí

Áðþíî [7]- [10]. Îí óêàçàë íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü âûáðàíà ñõîäÿùåéñÿ è íîðìàëè-
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çóþùåå îòîáðàæåíèå àíàëèòè÷íî. Òåì ñàìûì áûëà ðåøåíà çàäà÷à îá ýêâè-

âàëåíòíîñòè àíàëèòè÷åñêîé è ôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèé âåêòîðíûõ ïîëåé

è îòîáðàæåíèé. Îäíàêî îòêðûòûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ: êàêîâà ïîëíàÿ ñèñòåìà

èíâàðèàíòîâ, ñîâïàäåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ àíàëèòè÷å-

ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ðîñòêîâ?

Äî 70-õ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ôîðìàëüíîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìû àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàçâèòà íå áûëà äàæå â ïðîñòåéøèõ

ñëó÷àÿõ: â ðàçìåðíîñòè 1 äëÿ îòîáðàæåíèé è 2 äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îò-

âåò íà ýòîò âîïðîñ äëÿ îòîáðàæåíèé â ðàçìåðíîñòè 1 áûë ïîëó÷åí â 1981

ãîäó, íåçàâèñèìî: â ôåâðàëå Âîðîíèíûì [11], â ìàå Ýêàëëåì [33], è â íîÿáðå

Ìàëüãðàíæåì [37]. Â ýòèõ ðàáîòàõ îïèñàíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ (ìîäóëåé) ðîñòêîâ êîíôîðìíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Îêàçàëîñü, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ îäíîìåðíûõ êîí-

ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé x 7→ x+ ax2 + bx3 + ..., a 6= 0 èìååò ôóíêöèîíàëüíûå

ìîäóëè. Â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëüíûå ìîäóëè áûëè îáíàðóæåíû â äðóãèõ

êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷àõ: â çàäà÷å î êëàññèôèêàöèè îñîáûõ òî÷åê ãîëî-

ìîðôíûõ ñëîåíèé (ñåäëîóçëû [38] è ðåçîíàíñíûå ñ¼äëà [39]); â àíàëîãè÷íîé

çàäà÷å äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé [15], [53], [54], [59]; â çàäà÷å î êëàññèôèêàöèè

èñêëþ÷èòåëüíûõ ðàçðåøèìûõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï ðîñòêîâ îäíîìåð-

íûõ ãîëîìîðôèçìîâ [32], [64] è â äðóãèõ çàäà÷àõ [12], [23], [31], [47]- [50]...

Â 1983 ãîäó â ðàáîòå Ìàðòèíå è Ðàìèñà ïîëó÷åíà îáùàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ

êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ îäíîìåðíûõ ðåçîíàíñíûõ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæå-

íèé [39]. Íà å¼ îñíîâå òàì æå áûëà ïîëó÷åíà îðáèòàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ

ðîñòêîâ äâóìåðíûõ ðåçîíàíñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Àíàëèòè÷åñêàÿ îðáèòàëü-

íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñåäëîóçëîâ áûëà ïîëó÷åíà Ìàðòèíå è Ðàìèñîì â [38]. Ýòà

ðàáîòà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû Õóêóõàðû, Êèìóðû, Ìàòóäà [35].

Ïîçæå Âîðîíèíûì è Ìåùåðÿêîâîé [15], [24] è, íåçàâèñèìî, Òåññüå [55], áûëà

ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ îñî-

áîé òî÷êîé òèïà ñåäëîóçåë [15]; àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåçîíàíñíûõ
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ñ¼äåë èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [59].

Äâóìåðíûå ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Óåäà [56], [57]. Äëÿ òàêèõ ðîñòêîâ áûëî ïîñòðîåíî

ãîëîìîðôíîå ñåêòîðèàëüíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå; ïðè óñëîâèè æå ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ¾íàñòîÿùåãî¿ ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ áûëè

ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè. À

èìåííî: ïîñòðîåíû ãîëîìîðôíûå íîðìàëèçóþùèå îòîáðàæåíèÿ â ïîëóèíâà-

ðèàíòíûõ îáëàñòÿõ (èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ èëè îáðàòíîãî

ê íåìó); ïîñòðîåí îäíîìåðíûé ôóíêöèîíàëüíûé èíâàðèàíò. Îòìåòèì, ÷òî â

ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î íîðìàëèçàöèè íà ïîëóèí-

âàðèàíòíûõ îáëàñòÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåçîíàíñíûõ ðîñòêîâ òèïà Çèãåëÿ

áûëè ïîëó÷åíû Ñòîëîâè÷åì [51], [52].

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãîëîìîðôíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [6], [9], [38] è äðóãèõ.

Öåëè è çàäà÷è

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêà-

öèè ïðîñòåéøèõ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå èç íèõ ñîñòîÿò â

ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

2. Ðàçðàáîòàí îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåãî ôóíêöèîíàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ â îáëàñòè òèïà ¾êðèâîëè-

íåéíàÿ ïîëîñà¿, äàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ðåøåíèÿ. Äàííûé ìå-
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òîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîëíóþ àíàëèòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ðîñò-

êîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â ðàçìåðíîñòè 2.

3. Èññëåäîâàíà ñâÿçü àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äâóìåðíûõ ïîëóãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé ðîñòêîâ

ñåäëî-óçëîâûõ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè è ðîñòêîâ

îäíîìåðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, êàñàòåëüíûõ ê òîæäåñòâåí-

íîìó.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ çíà÷èìîñòü

çàêëþ÷àåòñÿ êàê â ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è î êëàññèôèêàöèè, òàê è â âîç-

ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ áëèçêèõ çàäà÷ (íà-

ïðèìåð, àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðîñòêîâ ñåäëî-óçëîâûõ ãîëîìîðôíûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé â ðàçìåðíîñòè 3 èëè ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðà-

æåíèé â ðàçìåðíîñòè âûøå 2).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé â ñåêòîðèàëüíûõ îáëà-

ñòÿõ èñïîëüçîâàí ìåòîä ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöè-

îíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííàÿ ñèñòåìà, îñíîâàííàÿ íà

ïîñòðîåíèè íîðìàëèçóþùåãî àòëàñà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåàëèçà-

öèè ïðèìåíåíà òåîðèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð.

Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðîñòåéøèõ

ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé; â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû ôóíê-

öèîíàëüíûå ìîäóëè àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè;
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2. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðô-

íîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðîñòåéøèõ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷å-

ñêèõ îòîáðàæåíèé; â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èññëå-

äîâàíà ñâÿçü ñ ìîäóëÿìè Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêà-

öèè ðîñòêîâ îäíîìåðíûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, êàñàòåëüíûõ ê òîæ-

äåñòâåííîìó;

3. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âêëþ÷àåìîñòè ïðîñòåé-

øåãî ðîñòêà ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîòîê; èññëåäîâàíà

ñâÿçü ìîäóëåé ïîñòðîåííîé êëàññèôèêàöèè ñ ìîäóëÿìè Ìàðòèíå-Ðàìèñà

è Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðîñòêîâ ñåäëî-óçëîâûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

1. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ

êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-

âåðñèòåòà (ðóê. ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â. Å. Ôåäîðîâ);

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæ-

íûå âîïðîñû¿, ã. Ìîñêâà, 29 ìàÿ - 4 èþíÿ 2011 ã.;

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ôèçèêà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ¿, îç. Áàííîå, ðåñï. Áàøêîðòîñòàí, 12-16

ìàðòà 2018 ã.;

4. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äè-

íàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ã. Ñóçäàëü, 6-11 èþëÿ 2018 ã.;

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå äèíàìè÷å-

ñêèå ñèñòåìû¿, ã. Ìîñêâà, 26-30 íîÿáðÿ 2018 ã.
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Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Â ñîâìåñòíûõ

ðàáîòàõ ñ Ñ. Ì. Âîðîíèíûì íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà

çàäà÷è è îáùåå ðóêîâîäñòâî.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ââåäåíèå, ïÿòü ãëàâ, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé è

ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è îòðàæàåò

ëèøü ëè÷íûå âêóñû àâòîðà. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 17-01-00739À.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäåíèå ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, èñòîðèî-

ãðàôèþ âîïðîñà, àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, íîâèçíó ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, êðàòêîå ñîäåðæàíèå, àïðîáàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå îïèñàíû ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ñîáðàíû ïîíÿòèÿ è

ôàêòû, êîòîðûå òàê èëè èíà÷å èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé (C2, 0)→
(C2, 0). Êàê îáû÷íî, äâà îòîáðàæåíèÿ F è F̃ ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè îïðåäå-

ëåíèÿ U, Ũ áóäåì íàçûâàòü àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò H : Ũ → U , ñîïðÿãàþùàÿ F̃ ñ F :

F ◦H = H ◦ F̃ (0.0.1)

Ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåì íàçûâàòü ñòðîãîé, åñëè ñîïðÿãàþùàÿ çàìåíà êîîð-

äèíàò H èìååò âèä:

H(x, y) = (x+ o(x2), y + o(x)), x→ 0 (0.0.2)

Çàìåíû êîîðäèíàò âèäà (0.0.2) áóäåì íàçûâàòü íîðìèíîâàííûìè.

Äâà ðîñòêà áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè ñóùåñòâóþò èõ ñòðîãî àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâèòåëè.
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Äâà ðîñòêà F è F̃ áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ çàìåíà êîîðäèíàò H, äëÿ

êîòîðîé (0.0.1) âåðíî êàê ðàâåíñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êå (0, 0), à òàê æå åãî ïðåäñòà-

âèòåëü, íàçûâàþò ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îäèí èç åãî ìóëüòèïëèêàòîðîâ

â ýòîé òî÷êå ãèïåðáîëè÷åñêèé (íå ðàâíûé ïî ìîäóëþ íóëþ èëè åäèíèöå), à

äðóãîé � ïàðàáîëè÷åñêèé (ðàâåí åäèíèöå).

Ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèé ðîñòîê F èëè åãî ïðåäñòàâèòåëü F áóäåì íàçû-

âàòü òèïè÷íûì, åñëè â åãî ðàçëîæåíèè

F (x, y) = (x+ cx2 + ...,Λy + ...), ãäå |Λ| 6= 0, 1, (x, y)→ (0, 0) (0.0.3)

ïîñòîÿííàÿ c íå ðàâíà íóëþ. Íàïðèìåð, ðîñòîê Fλ îòîáðàæåíèÿ

Fλ : (x, y) 7→
(

x

1− x
, eλy

)
, λ ∈ R+

ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèì.

Ïóñòü Fλ � êëàññ ðîñòêîâ, ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ðîñòêó Fλ.

Ðîñòêè ýòîãî êëàññà áóäåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèìè. Ðîñòîê Fλ áóäåì íàçû-

âàòü íîðìàëüíîé ôîðìîé êëàññà Fλ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèè

ÿâëÿþòñÿ èìåííî ðîñòêè êëàññà Fλ.

Îáîçíà÷èì SH êëàññ òèïè÷íûõ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåî-

ìîðôèçìîâ. Èç òåîðåìû Àäàìàðà-Ïåððîíà [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äèôôåîìîð-

ôèçìà êëàññà SH ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå ãîëîìîðôíîå èíâàðèàíòíîå ìíîãî-

îáðàçèå. Âûïðÿìëÿÿ åãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî

ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé {x = 0}. Êëàññ ðîñòêîâ èç SH, èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðà-

çèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé {x = 0}, áóäåì îáîçíà÷àòü SH0.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ êëàñ-

ñà SH0.

Òåîðåìà 0.0.1 (î ïîëóôîðìàëüíîé íîðìàëèçàöèè). 1. Äëÿ ðîñòêà F ∈ SH

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a, λ, β) òàêîé,
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÷òî F ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòåí Faλβ, ãäå Faλβ = g1
ωaλβ

� ñäâèã çà åäè-

íè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ

ωaλβ = va(x) + y(λ+ βv′a(x))
∂

∂y
, (a, λ, β) ∈ C3

ãäå va(x) = x2

1+ax
∂
∂x, Imλ ∈ [0; 2π), Reλ 6= 0.

2. Äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ F ðîñòêà F ∈ SH0 ôîðìàëüíîå íîðìàëèçóþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëóôîðìàëüíûì. À èìåííî: íîðìàëèçóþùèé

ðÿä H(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ïî ïåðåìåííîé x ñ àíàëèòè÷åñêèìè

(â îäíîé è òîé æå îáëàñòè) ïî ïåðåìåííîé y êîýôôèöèåíòàìè.

Çàìå÷àíèå 0.0.1. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ Fλ ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì SH0 ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = β = 0, λ ∈ R+. Òåì ñàìûì ÷àñòü çàäà÷è äèññåð-

òàöèè âûïîëíåíà â áîëåå îáùåì âèäå, ÷åì çàÿâëåíî.

Áóäåò ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ôîðìàëüíàÿ íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà åäèí-

ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ¾ñóïåðïîçèöèîííîãî¿ äîìíîæåíèÿ íà ñäâèã gtωa,λ,β çà

ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ t ∈ C è ðàñòÿæåíèÿ (x, y) 7→ (x, ky), k 6= 0. Â ÷àñòíî-

ñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:

Çàìå÷àíèå 0.0.2. Ïîëóôîðìàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà

êîîðäèíàò åäèíñòâåííà.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíû ñåêòîðèàëüíûå íîðìèðîâàííûå íîðìàëè-

çóþùèå îòîáðàæåíèÿ (ò.å. ãîëîìîðôíûå çàìåíû êîîðäèíàò, ñòðîãî ñîïðÿãàþ-

ùèå íîðìàëüíóþ ôîðìó Fλ ñ ðîñòêîì êëàññà Fλ íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ).

Îïðåäåëåíèå 0.0.1. Áóäåì íàçûâàòü ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòüþ Sl

íà ξ-ïëîñêîñòè äîïîëíåíèå ê âûïóêëîé îáîëî÷êå îáúåäèíåíèÿ äèñêà BR
def
=

{|ξ| ≤ R}, îáëàñòè, ëåæàùåé ¾ñïðàâà¿ îò ïðÿìîé LR+3
def
= {ξ ∈ C : Reξ =

R+3} (äëÿ ëþáîãî ξ èç îáëàñòè ¾ñïðàâà¿ âûïîëíåíî: Reξ > R+3) è ñåêòîðà

{ξ ∈ C : | arg ξ| ≤ δ̃}.
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Îïðåäåëåíèå 0.0.2. Áóäåì íàçûâàòü ëåâîé âåðõíåé S1 (íèæíåé S2) ñåê-

òîðèàëüíîé îáëàñòüþ íà ξ-ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíèå Sl è ïîëóïëîñêîñòè {ξ ∈
C : δ < arg ξ < π + δ} ({ξ ∈ C : π − δ < arg ξ < 2π − δ}).

Îïðåäåëåíèå 0.0.3. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé âåðõíåé S4 (íèæíåé S3) ñåê-

òîðèàëüíîé îáëàñòüþ íà ξ-ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè ¾ñïðàâà¿ îò ïðÿ-

ìîé LR
def
= {ξ ∈ C : Reξ = R} è ïîëóïëîñêîñòè {ξ ∈ C : −δ < arg ξ < π − δ}

({ξ ∈ C : π + δ < arg ξ < 2π + δ}).

Îïðåäåëåíèå 0.0.4. Áóäåì íàçûâàòü ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòüþ Xj íà x-

ïëîñêîñòè ïðîîáðàç îáëàñòè Sj ïðè îòîáðàæåíèè κ : x 7→ ξ = − 1
x:

Xj
def
= κ−1 (Sj)

Âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèå ïàðàìåòðû ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé, áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð {Ω} ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé

Ωj = Xj × {|y| < ε} îáðàçóåò ïîêðûòèå ïðîðåçàííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-
îðäèíàò {0 < |x| < ε̃} × {|y| < ε}, ãäå ε̃ = 1

R . Ýòî ïîêðûòèå ìû è áóäåì

íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì. Ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè Ωj òàê æå áóäåì íàçûâàòü

ñòàíäàðòíûìè ñåêòîðèàëüíûìè îáëàñòÿìè.

Ðèñ. 1: Ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè íà x-ïëîñêîñòè Xj.

Òåîðåìà 0.0.2 (î ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçàöèè). Äëÿ ëþáîãî ðîñòêà F ∈ Fλ

ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå {Ω} (ðèñ.1) òàêîå, ÷òî:
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1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íîðìèðîâàííîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå,

ñîïðÿãàþùåå Fλ ñ F íà Ωj, j ∈ Z4;

2. Íîðìèðîâàííîå ïîëóôîðìàëüíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåò-

ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì äëÿ ïîñòðîåííîãî ãîëîìîðôíîãî íîðìèðîâàííîãî

íîðìàëèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ â êàæäîé ñòàíäàðòíîé ñåêòîðèàëüíîé

îáëàñòè.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôè-

êàöèè è äîêàçàíà òåîðåìà î ðåàëèçàöèè.

Ïóñòü F � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà F ∈ Fλ;Hj � ïîñòðîåííûå âûøå äëÿ F

ãîëîìîðôíûå íîðìèðîâàííûå ñåêòîðèàëüíûå íîðìàëèçóþùèå îòîáðàæåíèÿ

íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ωj, j ∈ Z4.

Òàê êàê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé Ωj, j ∈ Z4

ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå ¾ôóíê-

öèè ïåðåõîäà¿: ïóñòü Hj è Hj+1 � ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ, ñîïðÿãàþùèå

îòîáðàæåíèå c íîðìàëüíîé ôîðìîé íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ωj è Ωj+1

ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèÿ Φj,j+1
def
= H−1

j+1 ◦ Hj áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿ-

ìè ïåðåõîäà; ôóíêöèè Φj,j+1 îïðåäåëåíû íà îáëàñòÿõ Ω̃j,j+1
def
= Ωj ∩ H−1

j ◦
Hj+1(Ωj+1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω̃j,j+1 = Ωj,j+1 �

ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé Ωj è Ωj+1 (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ óìåíüøåíèåì ïàðà-

ìåòðîâ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé).

Çàìå÷àíèå 0.0.3. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå ôóíêöèè ïåðåõîäà Φj,j+1

ãîëîìîðôíû íà Ωj,j+1 è â êîîðäèíàòàõ I : (x, y) 7→ (t = e−
2πi
x , τ = ye

λ
x ) èìå-

þò âèä:

(t(1 + Aj,j+1), (τ +Bj,j+1)(1 + Aj,j+1)
− λ

2πi ), j ∈ Z4
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ãäå:

A1,2 = 0, B1,2 = C ∈ C;

A4,1 = A4,1(t, τ), B4,1 = B4,1(t, τ) ãîëîìîðôíû â Θ4,1 = (C2, 0),

ïðè÷¼ì A4,1(t, τ) = O(t), B4,1(t, τ) = O(t), t→ 0;

A2,3 = A2,3(t, τ), B2,3 = B2,3(t, τ) ãîëîìîðôíû â Θ2,3 = (C,∞)× (C, 0),

ïðè÷¼ì A2,3(t, τ) = O(1), B2,3(t, τ) = O(t−1), t→∞;

A3,4 = A3,4(τ), B3,4 = B3,4(τ) ãîëîìîðôíû â Θ3,4 = (C, 0),

ïðè÷¼ì A3,4(τ) = O(τ), B3,4(τ) = O(τ 2), τ → 0.


(0.0.4)

Îïðåäåëåíèå 0.0.5. Ïîñòðîåííûé âûøå íàáîð (Aj,j+1, Bj,j+1, C), áóäåì íà-

çûâàòü íàáîðîì ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ èëè ôóíêöèîíàëüíûì ìîäó-

ëåì ðîñòêà F è îáîçíà÷àòü mF .

Òåîðåìà 0.0.3 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ýêâèìîäàëüíîñòè). Äëÿ ñòðîãîé àíà-

ëèòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ êëàññà Fλ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå èõ íàáîðîâ ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàí-

òîâ: ∀F,G ∈ Fλ : F ∼ G ⇐⇒ mF = mG.

Ïóñòü Mλ � ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå íàáîðû (Aj,j+1, Bj,j+1, C), j ∈ Z4, j = 2, 3, 4 ãäå Aj,j+1

è Bj,j+1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (0.0.4), C ∈ C. Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâàMλ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ìîäóëü àíàëèòè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèè ðîñòêà êëàññà Fλ.

Òåîðåìà 0.0.4 (î ðåàëèçàöèè). Äëÿ ëþáîãî m ∈ Mλ ñóùåñòâóåò ðîñòîê

ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ Fλ òàêîé, ÷òî m ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì

ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðîñòêà F.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâåäåíû òðè ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîé êëàññèôèêà-

öèè.
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Òåîðåìà 0.0.5 (î ñóùåñòâîâàíèè öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). 


Ïóñòü (Aj,j+1(t, τ), Bj,j+1(t, τ), C), j ∈ Z4, j = 2, 3, 4 � íàáîð ôóíêöèîíàëü-

íûõ èíâàðèàíòîâ ðîñòêà F êëàññà Fλ. Äëÿ ðîñòêà F ñóùåñòâóåò ãîëîìîðô-

íîå â (C2, 0) öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íåíî:

B2,3(t, 0) ≡ 0, B4,1(t, 0) ≡ 0, C = 0

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ðîñòîê F èìååò ãîëîìîðôíîå öåíòðàëü-

íîå ìíîãîîáðàçèå, òî ñóæåíèå ðîñòêà íà ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì

êîíôîðìíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

òàêèõ îòîáðàæåíèé õîðîøî èçâåñòíà è èìååò ôóíêöèîíàëüíûå ìîäóëè.

Òåîðåìà 0.0.6 (î ñâÿçè ñ îäíîìåðíîé äèíàìèêîé). 


Ïóñòü ðîñòîê F ∈ Fλ èìååò ãîëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Òî-

ãäà íåòðèâèàëüíûå ñóæåíèÿ êîìïîíåíò ìîäóëÿ ðîñòêà F íà öåíòðàëüíîå

ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿþòñÿ ìîäóëåì Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà ñóæåíèÿ ðîñòêà F íà

öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Ãîëîìîðôíûé ðîñòîê F íàçûâàåòñÿ âêëþ÷àåìûì (â ïîòîê) åñëè îí ÿâ-

ëÿåòñÿ ñäâèãîì çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü ãîëîìîðôíîãî â îêðåñòíîñòè íóëÿ

ðîñòêà âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äâà ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ðîñòêà âåê-

òîðíûõ ïîëåé v è ṽ íàçûâàþòñÿ ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ôîðìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò H òàêàÿ, ÷òî ðàâåí-

ñòâî

v ◦H = H ′ · ṽ

âåðíî êàê ðàâåíñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 0.0.7 (î âêëþ÷åíèè â ïîòîê). 


Ïóñòü ðîñòîê F ∈ Fλ è (Aj,j+1, Bj,j+1, C) � åãî íàáîð ôóíêöèîíàëüíûõ èí-

âàðèàíòîâ. Òîãäà ðîñòîê F âêëþ÷àåì åñëè è òîëüêî åñëè:

A4,1 = B4,1 = A2,3 = B2,3 = 0
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Çàìå÷àíèå 0.0.4. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðîñòîê êëàññà Fλ âêëþ÷àåì, òî èç

åãî ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íåòðèâèàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòû

A3,4(τ), B3,4(τ) è C. Àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé êëàññà vλ (ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ðîñòêó ïîëÿ

vλ = x2 ∂
∂x+λy ∂

∂y , λ ∈ R+), èìååò òðè ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòà: ìîäóëè

Ìàðòèíå-Ðàìèñà è ìîäóëü Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû

0.0.7 èíâàðèàíòû A3,4(τ) è C ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè Ìàðòèíå-Ðàìèñà ðîñòêà

v ∈ vλ; B3,4(τ) � ìîäóëü Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå ðîñòêà v ∈ vλ.
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1. Ñõåìà ðåøåíèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðîñòêîâ êëàññà Fλ

ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1. Ïðèâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ F (ïðåäñòàâèòåëÿ ðîñòêà F ∈ Fλ) ê ïðåäâàðè-

òåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Èç òåîðåìû 0.0.1 î ïîëóôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,

÷òî åñëèH(x, y) � ïîëóôîðìàëüíàÿ íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà êîîðäèíàò (ôîð-

ìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä ïî ïåðåìåííîé x ñ ãîëîìîðôíûìè ïî y êîýôôèöè-

åíòàìè), òî å¼ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà HN(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé çàìåíîé êî-

îðäèíàò, êîòîðàÿ ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèå F ñ ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé

ôîðìîé FN êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò Fλ íà ìàëóþ íåâÿçêó:

FN = Fλ + ∆N

ãäå ∆N = (O(xN), O(xN)) ïðè x→ 0.

2. Íà âòîðîì øàãå ñòðîèì ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ, ñòðîãî ñîïðÿãàþùåå

íîðìàëüíóþ ôîðìó Fλ ñ ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé FN íà

ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ.

Ïîêðîåì íà÷àëî êîîðäèíàò íàáîðîì ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé {Ω}. Îáîçíà-
÷èìHj

N ãîëîìîðôíóþ íîðìàëèçóþùóþ çàìåíó êîîðäèíàò, ñîïðÿãàþùóþ íîð-

ìàëüíóþ ôîðìó Fλ ñ ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé FN íà ñåêòîðè-

àëüíîé îáëàñòè Ωj. Òîãäà H
j
N óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

Fλ ◦Hj
N −H

j
N ◦ Fλ = ∆N ◦Hj

N , (x, y) ∈ Ωj

ëèíåàðèçàöèÿ êîòîðîãî äîñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå

Fλ ◦Hj
N −H

j
N ◦ Fλ = ∆N , (x, y) ∈ Ωj

Äâå ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè Ω1 è Ω2 áóäóò ïîëóèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ F−1, ÷òî ïîçâîëèò ÷àñòè÷íî ðåøèòü ãîìîëîãè÷åñêîå
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óðàâíåíèå ìåòîäîì ïðîñòîãî ñóììèðîâàíèÿ. Â îáëàñòÿõ Ω3 è Ω4 áóäåò äîêà-

çàíî ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èíâàðèàíò-

íûõ êðèâûõ Γc = {(x, y) : y = ce−
λ
x}. Ñóæåíèå ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ ïîçâîëèò ðåøèòü ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ðàçðàáîòàííûé ìåõàíèçì

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íà èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ïîçâîëÿåò äîñòðîèòü ðåøåíèå

ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ.

Ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ

ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåîðåìó î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ è ïîëó-

÷èòü ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå Hj
N â íåêîòîðûõ ñåêòîðè-

àëüíûõ îáëàñòÿõ Ω̂j (Ωj, íî ïðè, âîçìîæíî, áîëåå ìàëûõ ðàäèóñàõ).

Êîìïîçèöèÿ ÷àñòè÷íûé ñóììû HN è ãîëîìîðôíîãî ñåêòîðèàëüíîãî

íîðìàëèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Hj
N äîñòàâëÿåò èñêîìîå íîðìèðîâàííîå ãîëî-

ìîðôíîå ñåêòîðèàëüíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå Hj, ñîïðÿãàþùåå íîð-

ìàëüíóþ ôîðìó Fλ ñ F íà Ωj. Îòîáðàæåíèå Hj ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â

êëàññå ãîëîìîðôíûõ íîðìèðîâàííûõ îòîáðàæåíèé, ñîïðÿãàþùèõ Fλ ñ F íà

íåêîòîðîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè; Hj íå çàâèñèò îò âûáîðà N ; íîðìèðîâàí-

íîå ïîëóôîðìàëüíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèì äëÿ Hj, j ∈ Z4.

3. Òðåòèé øàã � ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè.

Íà ïðåäûäóùåì øàãå áûë ïîñòðîåí àòëàñ íîðìàëèçóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé

îòîáðàæåíèÿ F . Ôóíêöèè ïåðåõîäà íîðìàëèçóþùåãî àòëàñà äîñòàâëÿþò òàê

íàçûâàåìûå ¾ôóíêöèîíàëüíûå èíâàðèàíòû¿. Äîêàçàííàÿ â ãëàâå 4 òåîðåìà

îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ýêâèìîäàëüíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ îá

àíàëèòè÷åñêîì òèïå îòîáðàæåíèÿ ñîäåðæèòñÿ èìåííî â ýòèõ ôóíêöèîíàëü-

íûõ èíâàðèàíòàõ.

4. Ðåàëèçàöèÿ.
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Ïîñòðîåííûå ôóíêöèîíàëüíûå ìîäóëè, îïèñàííûå â çàìå÷àíèè 0.0.3 ÿâëÿþò-

ñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Mλ (òî÷íîå îïè-

ñàíèå â ãëàâå 4). Íà ïîñëåäíåì øàãå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé íàáîð èç

ïðîñòðàíñòâàMλ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ôóíêöèîíàëüíûé ìîäóëü ðîñò-

êà êëàññà Fλ.

Èç ïîñòðîåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ ìîäóëåé ñëåäóåò, ÷òî ïàðà ({Ω}, {Hj}),
j ∈ Z4 (ãäå {Ω} � ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå, à {Hj} � ãîëîìîðôíûå íîðìàëèçó-

þùèå îòîáðàæåíèÿ), ìîæíî ïîíèìàòü êàê êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ïðîðå-

çàííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâèòåëü

F ðîñòêà F ∈ Fλ â êàðòàõ (x̃, ỹ) = Hj(x, y), (x, y) ∈ Ωj èìåþùèé âèä Fλ.

Ôóíêöèè Φj,j+1 = H−1
j+1 ◦Hj|Ωj∩Ωj+1

òîãäà ñóòü ôóíêöèè ïåðåõîäà, êîìïîíåí-

òû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Mλ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 0.0.4 î ðåàëèçàöèè ìû íàîáîðîò, ðàññìîò-

ðèì íàáîð {Φj,j+1} ãîëîìîðôíûõ íà íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ {Ωj,j+1}. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå {Ω} òàêîå, ÷òî Ωj,j+1 ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé Ωj è Ωj+1.

Ñêëåèâàÿ ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòèΩj ïî ãîëîìîðôèçìàì Φj,j+1, ïîëó÷èì

ìíîãîîáðàçèåM. Ïîñòðîèì äèôôåîìîðôèçì èçM â íåêîòîðîå ìíîãîîáðà-

çèå N0. Ìíîãîîáðàçèå N0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîêîëî-

òîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò íà äèñê ìàëîãî ðàäèóñà è íàäåë¼íî ïî÷òè

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîéM. Ïðî-

äîëæèì ïî íåïðåðûâíîñòè ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó â íà÷àëî êîîðäèíàò

(ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íóëÿ íà äèñê) � ïðîñòðàíñòâî N . Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì
îáðàçîì ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà èç òåîðåìû

Íüþëåíäåðà-Íèðåíáåðãà ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ

Ñ ⊂ N ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå â ñìûñëå ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû N
îòîáðàæåíèå èç Ñ â (C2, 0). Óìåíüøàÿ, åñëè òðåáóåòñÿ, ðàäèóñû èñõîäíûõ

îáëàñòåé, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ñ = N .
Íàêîíåö, îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèèM íåêîòîðîå ãîëîìîðôíîå îòîá-
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ðàæåíèå, â åñòåñòâåííûõ êàðòàõ ñîâïàäàþùåå ñ Fλ. Òîãäà ¾ñêâîçíîå¿ ãîëî-

ìîðôíîå îòîáðàæåíèå èç Ωj â M, èç M â N , à ïîòîì â (C2, 0) ñîïðÿãàåò

îòîáðàæåíèå Fλ ñ íåêîòîðûì ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì F , îïðåäåë¼ííûì

íà (C2, 0). Ïðè÷¼ì ¾ñêâîçíîå¿ îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî âèäà

(x+ o(x2), y + o(x)) ïðè x→ 0

ïîýòîìó ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ F áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó Fλ. Òàêèì îáðà-

çîì êàæäîìó íàáîðó ãîëîìîðôèçìîâ Φj,j+1, j ∈ Z4 ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå

ðîñòîê êëàññà Fλ.
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2. Ôîðìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Çàìåòèì, ÷òî ðîñòîê êëàññà SH0 � ðåçîíàíñíûé. Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Äþëàêà

[4] ôîðìàëüíîé çàìåíîé êîîðäèíàò òàêîé ðîñòîê ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(x, y) 7→ (f(x), yK(x))

Îäíàêî, òàêèå ðîñòêè äîïóñêàþò è äàëüíåéøóþ íîðìàëèçàöèþ. À èìåííî,

ïåðâàÿ êîìïîíåíòà x 7→ f(x) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì ðîñòêîì. Ôîðìàëü-

íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ðîñòêîâ õîðîøî èçâåñòíà [1]: â òèïè÷íîì

ñëó÷àå êëàññ ôîðìàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîãî ðîñòêà îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì

÷èñëîâûì ìîäóëåì. Óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ôîðìàëüíîé íîðìàëüíîé

ôîðìû ïàðàáîëè÷åñêîãî ðîñòêà ñäâèã çà åäèíè÷íîå âðåìÿ g1
va
âäîëü ðîñòêà

(â íà÷àëå êîîðäèíàò) âåêòîðíîãî ïîëÿ

va(x) =
x2

1 + ax

∂

∂x
, a ∈ C

Äàëåå, èìååòñÿ èçâåñòíàÿ ïàðàëëåëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî êëàññèôèêàöèè îòîá-

ðàæåíèé è âåêòîðíûõ ïîëåé. Ôîðìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ

îñîáîé òî÷êîé òèïà ñåäëîóçåë â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà â [15]. Äëÿ òèïè÷-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ òàêîé îñîáîé òî÷êîé (ñäâèã çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü

òàêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êàê ðàç è åñòü ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå),

ôîðìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ èìååò òðè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðà. Òàê ÷òî â êà-

÷åñòâå ôîðìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ òèïè÷íûõ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé ìîæíî áûëî áû âçÿòü ñäâèãè çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü ôîð-

ìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ñåäëîóçëîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé èç [15]. Îäíàêî

äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ôîðìàëüíûå íîðìàëüíûå

ôîðìû, êîòîðûå, âïðî÷åì, òàê æå áóäóò çàâèñåòü îò 3-õ ïàðàìåòðîâ. Êðîìå

òîãî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè-

÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ïîëó÷èòü èç êëàññèôèêàöèè ñåäëîóçëîâûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé, íàäî äîêàçàòü òåîðåìó î ôîðìàëüíîì âêëþ÷åíèè ðîñòêîâ ïîëóãèïåð-

áîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â ïîòîê, ÷òî ñàìî ïî ñåáå íåòðèâèàëüíî.
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Êðîìå òîãî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïîëó-

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðîñòêîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ íå÷òî áîëüøåå íåæåëè ïðîñòî ïðè-

âîäèìîñòü ê ôîðìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Îäíàêî íè òåîðåìà Ïóàíêàðå-

Äþëàêà, íè òåîðåìà î ôîðìàëüíîì âêëþ÷åíèè â ïîòîê íå äàþò íåîáõîäèìîãî

ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó òåîðåìà î ôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè áóäåò äîêàçàíà

ïðÿìûìè âûêëàäêàìè, à òåîðåìó î ôîðìàëüíîì âêëþ÷åíèè â ïîòîê (è äàæå

â å¼ óñèëåííîì ¾ïîëóôîðìàëüíîì¿ âàðèàíòå) ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ïðîñòî-

ãî ñëåäñòâèÿ. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò,

ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà êëàññà SH0 ïðèâîäèòñÿ ê ôîð-

ìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìå ïîëóôîðìàëüíîé çàìåíîé.

Òåîðåìà 2.0.1 (î ïîëóôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè). 1. Äëÿ ðîñòêà F ∈
SH ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, λ, β òàêîé,

÷òî F ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòåí Faλβ, ãäå Faλβ = g1
ωaλβ

� ñäâèã çà åäè-

íè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ

ωaλβ = va(x) + y(λ+ βv′a(x))
∂

∂y
, (a, λ, β) ∈ C3

ãäå va(x) = x2

1+ax
∂
∂x, Imλ ∈ [0; 2π), Reλ 6= 0.

2. Äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ F ðîñòêà êëàññà SH0 íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâà-

íèå ÿâëÿåòñÿ ïîëóôîðìàëüíûì (ò.å. ôîðìàëüíûì ïî ïåðåìåííûì x ñ

àíàëèòè÷åñêèìè ïî ïåðåìåííûì y êîýôôèöèåíòàìè, â îäíîé è òîé æå

îáëàñòè äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ).

Çàìå÷àíèå 2.0.1. Áóäåò ïîêàçàíî òàê æå, ÷òî ÔÍÔ åäèíñòâåííà, òî

åñòü ïî çàäàííîìó ðîñòêó F ∈ SH0 ïàðàìåòðû a, λ, β åãî ÔÍÔ îïðåäå-

ëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ

äî ¾ñóïåðïîçèöèîííîãî¿ äîìíîæåíèÿ íà ñäâèã gtωaλβ çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ

t ∈ C è ðàñòÿæåíèÿ (x, y) 7→ (x, ky), k 6= 0.

Ñëåäñòâèå 2.0.1. Ïóñòü Fa,λ,β � ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ðîñòêà

F ∈ SH0. Òîãäà: ∀N ∈ N ñóùåñòâóåò ðîñòîê FN ∈ SH0, àíàëèòè÷åñêè
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ýêâèâàëåíòíûé ðîñòêó F òàêîé, ÷òî

FN(x, y)− Faλβ(x, y) = O(|x|N) ïðè |x| → 0

Ðîñòîê FN áóäåì íàçûâàòü ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé.

Ñëåäñòâèå 2.0.2. Äëÿ ëþáîãî ðîñòêà F ∈ SH0 ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå

ðîñòîê ôîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà ñåäëîóçåë,

÷òî F = g1
v.

2.1. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

Òåîðåìà î ïîëóôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè áóäåò äîêàçàíà â äâà ýòàïà.

Â ïóíêòå 2.2 (1 ýòàï) ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèé ðîñòîê áóäåò ïðèâåäåí ñ ïîìîùüþ ïîëóôîðìàëüíûõ

çàìåí êîîðäèíàò ê òàê íàçûâàåìîé ïðåäâàðèòåëüíîé ôîðìàëüíîé íîðìàëü-

íîé ôîðìå (ÏÔÍÔ). Íà âòîðîì ýòàïå (ïóíêò 2.3) ÏÔÍÔ áóäåò ïðèâåäåíà ê

ïîëèíîìèàëüíîìó âèäó, îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà � â ïóíêòå 2.4. Â ïóíêòå

2.5 ìû ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ôîðìàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (è ¾ïî÷òè

åäèíñòâåííîñòü¿ ôîðìàëüíîé íîðìàëèçóþùåé çàìåíû). Ñëåäñòâèÿ 1 è 2 áó-

äóò äîêàçàíû â ïóíêòå 2.6.

2.2. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Ïóñòü ðîñòîê F èç êëàññà SH0, F � åãî ïðåäñòàâèòåëü. Â ïåðâóþ î÷åðåäü

ïðåîáðàçóåì îòîáðàæåíèå F ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Ôàêòè÷åñêè, ýòî è áóäåò

êëàññè÷åñêàÿ ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ïóàíêàðå-Äþëàêà. Îäíàêî ìû

ïîêàæåì ïðèâîäèìîñòü ê òàêîìó âèäó ¾ïîëóôîðìàëüíûìè¿ çàìåíàìè êîîð-

äèíàò.

Ëåììà 2.2.1. Ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùàÿ òè-

ïè÷íîå ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå F � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà èç
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êëàññà SH0 ê íåêîòîðîìó âèäó, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ïðåäâàðèòåëüíàÿ

ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÏÔÍÔ)

F0(x, y) = (f(x), yK(x)) , ãäå f(x) = x+x2+O(x3), K(x) = Λ+O(x). (2.2.1)

Íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âûáðàíî â âèäå

(x, y) 7→

(∑
i

αi(y)xi;
∑
j

βj(y)xj

)
, i, j = 0, 1, ...

ñ αi, βj - àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè äëÿ âñåõ i, j â íåêî-

òîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Êîýôôèöèåíò b0.

Äëÿ ïðåäñòàâèòåëÿ F ðîñòêà êëàññà SH0 ïðÿìàÿ {x = 0} ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíîé, ïîýòîìó F ({x = 0}) = {x = 0}. Ïðåäñòàâèì îòîáðàæåíèå F â

âèäå ðÿäà Õàðòîãñà â ïîëèäèñêå SrR = {(x, y) : |x| < r, |y| < R}:

F (x, y) =
(
xa1(y) + x2a2(y) + ..., b0(y) + b1(y)x+ ...

)
â êîòîðîì ôóíêöèè ai(y), bj(y), i = 1, 2, ..., j = 0, 1, ..., ãîëîìîðôíû. Òîãäà

îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: a1(0) = 1, a2(0) 6= 0, b0(0) = 0, b′0(0) = Λ,

|Λ| 6= 0, 1. Âñþäó íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå æå ðàçëîæåíèÿ â ðÿ-

äû Õàðòîãñà è îòñëåæèâàòü ëèøü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà R (ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

êðóãà, â êîòîðîì ãîëîìîðôíû âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà), íå îáðàùàÿ âíèìà-

íèÿ íà äðóãîé ïàðàìåòð.

Ñóæåíèå f îòîáðàæåíèÿ F íà ïðÿìóþ {x = 0} � ýòî ãèïåðáîëè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå y 7→ b0(y). Ïî òåîðåìå Øðåäåðà [18] îíî ìîæåò áûòü ëèíåàðè-

çîâàíî àíàëèòè÷åñêîé çàìåíîé êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî b0(y) = Λy.

2. Íîðìàëèçàöèÿ êîýôôèöèåíòà a1.

Àíàëèòè÷åñêàÿ íà SrR çàìåíà êîîðäèíàò H1(x, y) = (k(y)x, y) ïðåîáðàçóåò F

ê âèäó

F1(x, y) = H−1
1 ◦ F ◦H1(x, y) = (xa1(y)k(y)

1

k(Λy + ...)
+ ...,Λy + ...)
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Ìû õîòèì âûáðàòü òàêîå k(y), ÷òîáû

a1(y)
k(y)

k(Λy)
= 1 (2.2.2)

Åñëè |Λ| > 1, òî èñêîìîå ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.2) äàåòñÿ ôîð-

ìóëîé

k(y) =
∞∏
n=1

a1

( y
Λn

)
Åñëè æå 0 < |Λ| < 1, òî ãîëîìîðôíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.2) áóäåò

ôóíêöèÿ

k(y) =
∞∏
n=0

1

a1(Λn(y))

Cõîäèìîñòü áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé è èõ ãîëîìîðôíîñòü â êðóãå {|y| < R}
ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Òàêèì îáðàçîì,

ãîëîìîðôíîé íà SrR çàìåíîé êîîðäèíàò êîýôôèöèåíò a1 ìîæíî ñäåëàòü ðàâ-

íûì 1. Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü a1 ≡ 1.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå âûïîëíåííîé çàìåíû âòîðîé ïà-

ðàìåòð ïîëèäèñêà SrR � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â

ðÿä Õàðòîãñà íîðìàëèçóåìîãî îòîáðàæåíèÿ � íå èçìåíèëñÿ.

3. Íîðìàëèçàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ a2 è b1.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå H2(x, y) âèäà:

H2(x, y) = (x+ α(y)x2, y + β(y)x)

è îáðàòíîå ê íåìó

H−1
2 (x, y) = (x− α(y)x2 + O(x3), y − β(y)x+ O(x2))

Òîãäà

F2(x, y) = H−1
2 ◦ F1 ◦H2(x, y) =

= (x+x2(α(y)−α(Λy)+a2(y))+O(x3),Λy+x(Λβ(y)−β(Λy)+b1(y))+O(x2)),

ïðè x→ 0
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Ìû áû õîòåëè ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ:

α(Λy)− α(y) = a2(y) (2.2.3)

β(Λy)− Λβ(y) = b1(y) (2.2.4)

Ýòî ïîçâîëèëî áû ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü, òî åñòü ñäåëàòü ðàâíûìè íóëþ ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ðÿäà F2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå (2.2.3).

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèè a2(y) è α(y) â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ:

α(y) =
∞∑
k=0

αky
k, a2(y) =

∞∑
k=0

a2,ky
k

çäåñü ïåðâûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì íåèçâåñòíîé ôóíêöèè α, à âòîðîé

ðÿä ñõîäèòñÿ êðóãå {|y| < R}. Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå è,

ñðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì:

(Λk − 1)αk = a2,k, k = 0, 1, 2... (2.2.5)

Äëÿ ëþáîãî k 6= 0 óðàâíåíèå (2.2.5) ðàçðåøèìî; ïðè k = 0 ðåøåíèå ñóùå-

ñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àå a2,0 = 0. Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ (2.2.4),

ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ βk è b1,k ðàçëîæåíèé β(y) =
∞∑
k=0

βk(y) è b1(y) =

∞∑
k=0

b1,k(y) ñèñòåìó

(Λk − Λ)βk = b1,k, k = 0, 1, 2...

óðàâíåíèÿ êîòîðîé ðàçðåøèìû äëÿ âñåõ k 6= 1; ïðè k = 1 íåîáõîäèìûì óñëî-

âèåì ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòà b1,1. Èòàê, ïðè

çàìåíå êîîðäèíàò óêàçàííîãî âèäà êîýôôèöèåíò a2 ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûì

êîíñòàíòå, à êîýôôèöèåíò b1 ïðèâåñòè ê ëèíåéíîìó âèäó. Îòìåòèì, ÷òî èç

óñëîâèé òèïè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî a2(0) 6= 0, Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ìîæåì íèæå ñ÷èòàòü, ÷òî a2(y) = const 6= 0, b1(y) = b1,1y. Íàêîíåö,

èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (x, y) 7→ (mx, y), ìîæåì äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òî a2(y) = 1.
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Òàê êàê ôóíêöèè a2(y) è b1(y) àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè {|y| < R}, òî
ðÿäû α(y) è β(y) òàê æå ñõîäÿòñÿ â êðóãå {|y| < R}, ïîýòîìó ïîñòðîåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå H ãîëîìîðôíî íà SrR è ïî ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå

èç ïðåäûäóùåãî ïîäïóíêòà.

4. Èíäóêöèÿ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì øàãå îòîáðàæåíèå FN−1 èìååò ôîðìó

FN−1(x, y) = (x+ x2 + α3x
3 + ...+ αN−1x

N−1 + αN(y)xN + O(xN+1);

y(Λ + β1x+ ...+ βN−2x
N−2) + βN−1(y)xN−1 + O(xN))

ãäå α3, ..., αN−1, β1, ..., βN−2 ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, ôóíêöèè αN(y) è βN−1(y)

ãîëîìîðôíû íà {|y| < R}. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå

HN(x, y) =
(
x+ α(y)xN , y + β(y)xN−1

)
Òîãäà, êàê è íà ïðåäûäóùåì øàãå, ìîæåì ñäåëàòü êîýôôèöèåíò αN ðàâ-

íûì êîíñòàíòå, à êîýôôèöèåíò βN−1 � ëèíåéíûì ïî ïåðåìåííîé y, ïðè ýòîì

HN(x, y) áóäåò ãîëîìîðôíî íà SrR è, îïÿòü æå, áóäåò ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå

2.

5. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Âûïîëíÿÿ äëÿ ëþáîãî N çàìåíó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîñòðîèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çàìåí HN , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ¾óëó÷øàåò¿ ïî îäíîé ïàðå ¾ìî-

íîìîâ¿ èç ðàçëîæåíèÿ íîðìàëèçóåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðÿä Õàðòîãñà. Çà-

ìåòèì, ÷òî â ñóïåðïîçèöèè HN = H1 ◦H2 ◦ ... ◦HN ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ

¾ìîíîìîâ¿ â ðàçëîæåíèè HN . Òî æå ïðîèñõîäèò è ñ íîðìàëèçóåìûì îòîáðà-

æåíèåì FN = H−1
N ◦F ◦HN . Ïîýòîìó áåñêîíå÷íàÿ ñóïåðïîçèöèÿ H = lim

N→∞
HN

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåí-

òàìè, ãîëîìîðôíûìè ïî ïåðåìåííîé y â êðóãå {|y| < R}, è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé
ïîëóôîðìàëüíîé íîðìàëèçóþùåé çàìåíîé êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó FN ñõîäÿòñÿ

ê ÏÔÍÔ (2.2.1) â òîì æå ïðîñòðàíñòâå ðÿäîâ.
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Çàìå÷àíèå 2.2.2. Èç ñïåöèôèêè ïîñòðîåíèÿ çàìåí ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷-

íàÿ ñóïåðïîçèöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ F ê ÏÍÔ, ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì ïî

ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãîëîìîðôíûìè â îäíîé è òîé æå îêðåñò-

íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

2.3. Âòîðîé øàã ôîðìàëüíîé íîðìàëèçàöèè

Âûøå ìû ïðèâåëè òèïè÷íîå ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ê âèäó

(2.2.1). Âòîðè÷íàÿ íîðìàëèçàöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ åãî ê ÔÍÔ áóäåò âûïîëíåíà ñ

ïîìîùüþ çàìåíû âèäà

H(x, y) = (p(x), yq(x)) (2.3.1)

p′(0) = 1 (2.3.2)

Ýòà çàìåíà ïðèâîäèò ÏÔÍÔ (2.2.1) ê âèäó F̃ = H−1 ◦F0 ◦H = (f̃(x), K̃(x)y),

ãäå

f̃(x) = p−1 ◦ f ◦ p
K̃(x) = K ◦ p · q

q◦f̃

(2.3.3)

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Çíà÷åíèÿ

f ′′′(0) = f̃ ′′′(0)

K(0) = K̃(0)

K ′(0) = K̃ ′(0)

(2.3.4)

íå ìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè çàìåíû êîîðäèíàò (2.3.1), (2.3.2) (ÿâëÿþòñÿ

èíâàðèàíòàìè ôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè òèïè÷íûõ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé). Äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ ýòî î÷åâèäíî, à ïåðâîå

ïîêàçàíî â [11] (íî, êîíå÷íî, ëåãêî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ïðÿìûìè âû-

êëàäêàìè).

Íàïîìíèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïàðàáîëè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

è f̃ � ñîïðÿæåííîå ê íåìó. Èç ôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè ïàðàáîëè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé èçâåñòíî (ñì. [11]), ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà a è ôîðìàëüíàÿ
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çàìåíà êîîðäèíàò p(x), ïåðåâîäÿùàÿ îòîáðàæåíèå f ê f̃ = g1
va

(x), ãäå g1
va

(x)

ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ va = x2

1+ax
∂
∂x .

Áîëåå òîãî, åñëè f(x) èìååò âèä f(x) = x+x2 + ... (à äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû

îòîáðàæåíèÿ (2.2.1) ýòî òàê), òî äëÿ çàìåíû p(x) áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

(2.3.2). Äàëåå, ïîëîæèì ϕ = ln q, k = ln
(

K̃
K◦p

)
, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå èç

(2.3.3) ïðèíèìàåò âèä

−ϕ ◦ f̃ + ϕ = k. (2.3.5)

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïàðàáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå áóäåì íàçûâàòü òèïè÷-

íûì, åñëè â ðàçëîæåíèè

f(x) = x+ cx2 + ...

ïîñòîÿííàÿ ¾c¿ íå ðàâíà íóëþ.

Ëåììà 2.3.1. Äëÿ ëþáîãî òèïè÷íîãî ôîðìàëüíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îòîáðà-

æåíèÿ f̃ è ëþáîé ôóíêöèè k(x), òàêîé, ÷òî k(0) = k′(0) = 0, ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ϕ(x) óðàâíåíèÿ (2.3.5) òàêîå, ÷òî

ϕ(0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃ = x + cx2 + ..., c 6= 0, k(x) =
∞∑
j=2

kjx
j; ϕ(x) =

∞∑
j=1

ϕjx
j. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (2.3.5), ïîëó÷èì:

∞∑
j=1

ϕjx
j −

∞∑
j=1

ϕj(x+ cx2 + ...)j =
∞∑
j=2

kjx
j

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xj, j = 1, 2, ... ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé

−c(j − 1)ϕj−1 + ... = kj, j = 2, ...

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò ϕs ñ íîìåðàìè s, ìåíüøè-

ìè, ÷åì j − 1. Òàê êàê c 6= 0 äëÿ òèïè÷íîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ,

òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Ýòî äàåò ñóùåñòâîâàíèå,

à òàê æå è åäèíñòâåííîñòü ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Ëåììà 2.3.2. Äëÿ ëþáûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ f(x) = x+x2 +

... è p(x) = x + ...; ëþáûõ K è K̃ , óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.3.4), ñóùåñòâóåò

ôîðìàëüíîå ðåøåíèå q âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.3.3), òàêîå ÷òî q(0) =

1. Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà

êîíñòàíòó). Â ÷àñòíîñòè ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå F ∈
SH0 âèäà (2.2.1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ôîðìàëüíîé çàìåíîé âèäà (2.3.1)

ê ôîðìå F̃aλb

F̃aλb(x, y) = (g1
va

(x), y(Λ + bx)), Λ = eλ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåììû (2.3.1), à

âòîðîå � èç ïåðâîãî.

2.4. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ôîðìàëüíîé êëàññèôè-

êàöèè

Ïóñòü Faλβ = g1
ωaλβ

(x, y) � ñäâèã çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî

ïîëÿ ωaλβ. Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
ẋ = va(x)

ẏ = y(λ+ βv′a(x))

Ïóñòü (x(t), y(t)) � å¼ ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (x(0) = x0, y(0) =

y0). Ïîëó÷èì x(t) = gtva(x0),
dy
dx = λy 1

va(x) + yβ v
′
a(x)
va(x) . Òîãäà dy = λydt +

yβd(ln va(x)), è y(t) = y0e
λt
(

va(x0)
va(x(t))

)−β
. Îáîçíà÷èâ fa = g1

va
, ìû ïîëó÷èì

Faλβ(x0, y0) =
(
fa(x0), e

λy0(f
′
a(x0))

−β) (2.4.1)

Íàêîíåö, åñëè

Λ = eλ, Λ(x) = Λ (f ′a(x))
−β

òî Faλβ = (fa(x), yΛ(x)).

Âû÷èñëèì èíâàðèàíòû (2.3.4) äëÿ Faλβ. Ýòî è áóäóò â òî÷íîñòè ïà-

ðàìåòðû a, Λ = eλ, β. Ïîýòîìó, ïî ëåììå 2.3.2, Faλβ ïðèâîäèòñÿ ê F̃aλβ
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çàìåíîé âèäà (2.3.1). Íî è èñõîäíîå îòîáðàæåíèå F , â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðî-

åíèåì ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ïóíêòîâ, ïðèâîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôîðìå F̃aλβ

ïîëóôîðìàëüíûìè çàìåíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå îòîáðàæåíèå F ìîæ-

íî ïðèâåñòè ê âèäó Faλβ ïîëóôîðìàëüíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ. Òåîðåìà

î ôîðìàëüíîé íîðìàëèçàöèè äîêàçàíà.

2.5. Åäèíñòâåííîñòü ÔÍÔ è ôîðìàëüíîé íîðìàëèçóþùåé çàìåíû

Ïóñòü F = Faλβ è F ′ = Fa′λ′β′ � äâå ôîðìàëüíûå íîðìàëüíûå ôîð-

ìû èç òåîðåìû î ôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè, è ïóñòü ôîðìàëüíàÿ çàìåíà

êîîðäèíàò H ñîïðÿãàåò F è F ′:

F ◦H = H ◦ F ′ (2.5.1)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôîðìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì ïðÿìûå {x = 0} è {y = 0}
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè (ïåðâàÿ èç íèõ � èõ îáùåå èíâàðèàíòíîå ãèïåð-

áîëè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, âòîðàÿ � öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå). Ïîýòîìó

çàìåíà êîîðäèíàò H äîëæíà èõ ñîõðàíÿòü. Çíà÷èò, çàìåíà H èìååò âèä

H(x, y) = (xa(x, y); yb(x, y)) (2.5.2)

ãäå a(x, y), b(x, y) � ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû, ïðè÷åì a(0, 0) · b(0, 0) 6= 0.

Íî òîãäà ôîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå h(x) = xa(x, 0) ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèÿ

fa(x) è fa′(x):

h ◦ fa = fa′ ◦ h (2.5.3)

Èç åäèíñòâåííîñòè ÔÍÔ ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé [11] îòñþäà ñëåäóåò

ñîâïàäåíèå ïàðàìåòðîâ a è a′: a = a′. Àíàëîãè÷íî, ôîðìàëüíûé äèôôåîìîð-

ôèçì g(y) = yb(0, y) ñîïðÿãàåò ñóæåíèÿ F è F ′ íà ïðÿìóþ {x = 0}:

g(Λy) = Λ′g(y) (2.5.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.5.4) ïî y è ïîäñòàâëÿÿ y = 0, ïîëó÷èì Λ = Λ′, à èç óñëîâèÿ

Imλ, Imλ′ ∈ [0; 2π) ïîëó÷èì λ = λ′. Äàëåå, ñðàâíèâàÿ â (2.5.3), ñ ó÷åòîì òîãî,
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÷òî a = a′, êîýôôèöèåíòû ïðè x2, ïîëó÷èì

h′(0) = a(0, 0) = 1 (2.5.5)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ (2.5.2) â (2.5.1) è âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíò ïðè xy âî âòîðîé

êîìïîíåíòå ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, èç ðàâåíñòâà (2.5.5) ìû ïîëó÷èì β = β′.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ÔÍÔ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà åäèíñòâåííîñòè íîðìàëèçóþùåé çàìåíû äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü ôîðìàëüíûå çàìåíû êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùèå ÔÍÔ. Òà-

êèì îáðàçîì, íàäî íàéòè âñå ôîðìàëüíûå çàìåíû H(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ (2.5.1) (äëÿ ñëó÷àÿ F = F ′). Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è

âûøå è èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì îïÿòü æå ðàâåíñòâà (2.5.3) è

(2.5.4), â êîòîðûõ a = a′, Λ = Λ′. Èç (2.5.3) ñëåäóåò, ÷òî h êîììóòèðóåò ñ

fa. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [11], âñå ôîðìàëüíî êîììóòèðóþùèå ñ fa îòîáðà-

æåíèÿ h èìåþò âèä h = gtva äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ C. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Ht = gtωaλβ ; òàê êàê F = g1
ωaλβ

, òî Ht è F êîììóòèðóþò: Ht ◦ F = F ◦ Ht.

Íî òîãäà è H−1
t ◦ H êîììóòèðóåò ñ F . Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî h = id (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, çàìåíèâ H íà H−1
t ◦H).

Äàëåå, èç (2.5.4) ñëåäóåò ëèíåéíîñòü g: g(y) = ky, k 6= 0. Ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå L : (x, y) 7→ (x, ky) òàê æå êîììóòèðóåò ñ ÔÍÔ F . Ïîâòîðÿÿ

òå æå âûêëàäêè. ÷òî è âûøå, ìû ìîæåì, òåì ñàìûì, ñ÷èòàòü, ÷òî è îòîáðà-

æåíèå g òîæäåñòâåííî. Íàêîíåö, êàê è âûøå, ïîäñòàâëÿÿ (2.5.2) â (2.5.1) è

èñïîëüçóÿ óñëîâèå ¾H = id íà ïðÿìûõ {x = 0} è {y = 0}¿, ïîñëåäîâàòåëüíûì
ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ xk (òî åñòü, ôàêòè÷åñêè, ïî-

âòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòîâ 4-6 è ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå, â äàííîì

ñëó÷àå îäíîðîäíûå, óðàâíåíèÿ), ïîëó÷èì H ≡ id. Ñ ó÷åòîì äâóõ ñäåëàííûõ

ïîïðàâîê íîðìàëèçóþùåé çàìåíû, ýòî è äàåò å¼ åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ

äî ðàñòÿæåíèÿ âäîëü y è ñäâèãà âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ωaλβ.
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2.6. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèé

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1

Ïóñòü H(x, y) = (H1(x, y), H2(x, y)) � ôîðìàëüíàÿ íîðìàëèçóþùàÿ çàìå-

íà, ïîñòðîåííàÿ âûøå â òåîðåìå î ôîðìàëüíî êëàññèôèêàöèè. Çàìåòèì, ÷òî

êàæäûé èç ôîðìàëüíûõ ðÿäîâHj(x, y), j = 1, 2 ïðåäñòàâèì â âèäåHj(x, y) =
∞∑
k=0

cjk(y)xk, ãäå ôóíêöèè cjk(y) ãîëîìîðôíû â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñò-

íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì çàìåíóHN(x, y) = (H1N(x, y), H2N(x, y)),

ãäå HjN(x, y) =
N∑
k=0

cjk(y)xk. Ýòî � ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà, è îíà ïåðåâîäèò ðî-

ñòîê òðåáóåìîãî âèäà c ðîñòêîì F .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíûé ðîñòîê èç SH0, Faλβ = g1
ωaλβ

� åãî ÔÍÔ, è ïóñòü

H � ïîëóôîðìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, ñîïðÿãàþùàÿ F è Faλβ:

F ◦H = H ◦ Faλβ

Ïóñòü çàìåíà H ïåðåâîäèò âåêòîðíîå ïîëå ωaλβ â âåêòîðíîå ïîëå ω:

H ′ · ω = ωaλβ ◦H

Òîãäà F = g1
ω, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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3. Ñåêòîðèàëüíàÿ íîðìàëèçàöèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 0.0.2 î ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçà-

öèè íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ωj, j ∈ Z4.

3.1. Âûïðÿìëÿþùèå êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Îòîáðàæåíèå K, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

(ξ, z) = K(x, y)
def
=
(
ξ = κ(x), z = y (v(x))−β

)
(3.1.1)

ãäå κ(x) = − 1
x + a lnx, v(x) = x2

1+ax (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå âåòâè

ëîãàðèôìà) áóäåì íàçûâàòü âûïðÿìëÿþùèìè êîîðäèíàòàìè (îíî âûïðÿì-

ëÿåò âåêòîðíîå ïîëå ωaλβ).

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü va = x2

1+ax è ωaλβ = va
∂
∂x +y(λ+βv′a(x)) ∂

∂y � âåêòîðíûå

ïîëÿ, f è Faλβ � ñäâèãè çà åäèíè÷íîå âðåìÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîëÿ, ñîîò-

âåòñòâåííî. Òîãäà:

κ∗va = ∂
∂ξ , κ ◦ f ◦ κ

−1 = ξ + 1;

K∗ωaλβ = ∂
∂ξ + λz ∂

∂z , K ◦ Faλβ ◦K
−1 = F0, ãäå F0 : (ξ, z) 7→ (ξ + 1,Λz).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñ-

ëåíèé.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå

HN , ñîïðÿãàþùèå íîðìàëüíóþ ôîðìó Fλ ñ ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé FN . Ðåøàòü ýòó çàäà÷ó óäîáíåå â âûïðÿìëÿþùèõ êîîðäèíàòàõ.

Îáîçíà÷èì F0
def
= K ◦Faλβ ◦K−1 íîðìàëüíóþ ôîðìó íà (ξ, z)-ïëîñêîñòè,

êîòîðàÿ èìååò âèä

F0(ξ, z) =
(
ξ + 1, eλz

)
(3.1.2)

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ F , F0, Faλβ è FN îïðåäåëåíû âûøå. Òî-

ãäà îòîáðàæåíèå F̃N
def
= K ◦ FN ◦K−1 èìååò âèä

F̃N(ξ, z) = F0(ξ, z)+O
(

∆̃1N , ∆̃2N

)
, ∆̃jN(ξ, z) = O

(
|ξ|−N1

)
, j = 1, 2, ïðè ξ →∞
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ãäå N1 = min{N − 2, N − 2Reβ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì èçâåñòíî, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà íà

(x, y)-ïëîñêîñòè èìååò âèä (ñì. ñëåäñòâèå 2.0.1):

FN(x, y) =
(
λ(x) + ∆1N(x, y), yeλΛ(x) + ∆2N(x, y)

)
ãäå ∆jN(x, y) = O

(
|x|N

)
, j = 1, 2 ïðè x→ 0. Íà (ξ, z)-ïëîñêîñòè íîðìàëüíàÿ

ôîðìà èìååò âèä:

Faλβ(x, y) =

(
κ−1 (κ(x) + 1) , eλy

(
v(x)

v (κ−1 (κ(x) + 1))

)−β)
(3.1.3)

ãäå

κ(x) = O
(
|x|−1

)
, v(x) = O

(
|x|2
)
, x→ 0 (3.1.4)

Îòîáðàæåíèå K ñîïðÿãàåò Faλβ íîðìàëüíîé ôîðìîé F0; îáðàòíîå ê íåìó èìå-

åò âèä

K−1 : (ξ, z) 7→
(
x = κ−1(ξ), y = zvβ(κ−1(ξ))

)
,

ãäå κ−1(ξ) = O
(
|ξ|−1

)
, vβ(κ−1(ξ)) = O

(
|ξ|−2Reβ

)
, |ξ| → ∞ (3.1.5)

Ïîäñòàâëÿÿ K è K−1 â îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ F̃N ïîëó÷àåì

F̃N(ξ, z) =
[
κ
(
κ−1(ξ + 1) + ∆1N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

))
,

eλzvβ(κ−1(ξ + 1)) + ∆2N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

)
vβ (κ−1(ξ + 1) + ∆1N (κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))))

]
= F0(ξ, z)+

(
∆̃1N(ξ, z), ∆̃2N(ξ, z)

)
Îòñþäà

∆̃1N(ξ, z) = κ
(
κ−1(ξ + 1) + ∆1N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

))
− (ξ + 1) =

= κ
(
κ−1(ξ + 1) + ∆1N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

))
− κ

(
κ−1(ξ + 1)

)
=

= κ′(κ−1(ξ))∆1N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

)
+O(∆1N) = O

(
|ξ|−N+2

)
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ∆̃2N(ξ, z):

∆̃2N(ξ, z) =
eλzvβ(κ−1(ξ + 1)) + ∆2N

(
κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))

)
vβ (κ−1(ξ + 1) + ∆1N (κ−1(ξ), zvβ(κ−1(ξ))))

− eλz =

= eλz
vβ
(
κ−1(ξ + 1)

)
− vβ

(
κ−1(ξ + 1) + ∆1N

)
vβ (κ−1(ξ + 1) + ∆1N)

+∆2Nv
−β (κ−1(ξ + 1) + ∆1N

)
=

= z
∂vβ

(
κ−1

)
∂ξ

(ξ + 1)O
(
|ξ|−N+2Reβ

)
+O

(
|ξ|2Reβ

)
∆2N = O

(
|ξ|−N1

)
ãäå N1 = min{N − 2, N − 2Reβ}. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ a = β = 0 âûïîëíåíî:

∆̃jN = O
(
|ξ|−N1

)
, N1 = N − 2

3.2. Ôóíêöèîíàëüíûå è ãîìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âûïðÿìëÿþùèå êîîðäèíàòû èìå-

þò âèä:

K : (x, y) 7→
(
ξ = −1

x
, z = y

)
(3.2.1)

Ïóñòü â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå H̃N

èìååò âèä:

H̃N(ξ, z) = (ξ + hN(ξ, z), z + gN(ξ, z))

Òîãäà ôóíêöèè hN è gN óäîâëåòâîðÿþò ïàðå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

hN ◦ F0 − hN = ∆̃1N ◦ H̃N (3.2.2)

gN ◦ F0 − ΛgN = ∆̃2N ◦ H̃N (3.2.3)

Ñ÷èòàÿ hN , gN , ∆̃1N , ∆̃2N ìàëûìè, è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà âûøå

ïåðâîãî, èç ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûå ãîìîëîãè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

hN ◦ F0 − hN = ∆̃1N (3.2.4)
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gN ◦ F0 − ΛgN = ∆̃2N (3.2.5)

ãäå ∆̃jN(ξ, z) = O(|ξ|−N+2) ïðè ξ →∞, j = 1, 2.

Ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó � ñòðîèòü íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâà-

íèå ìû áóäåì ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

Øàã 1. Ïîñòðîåíèå (h, g) � ïàðû ðåøåíèé ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà íåêî-

òîðûõ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ.

Øàã 2. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ: îïåðàòîðà ðåøåíèÿ ãîìîëî-

ãè÷åñêèõ óðàâíåíèé L : (∆1,∆2) → (h, g) è îïåðàòîðà ïîäñòàíîâêè

R : (h, g) → (δ1, δ2) = (∆1(ξ + h, z + g),∆2(ξ + h, z + g)). Òåì ñàìûì

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ H = L ◦ R äîñòàâëÿåò ðå-

øåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé H̃N = id+ (hN , gN):

H ◦ (hN , gN) = (hN , gN)

Ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà H áóäåò îáåñïå÷åíà âûáîðîì ïîäõîäÿùèõ ïàðà-

ìåòðîâ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé.

Øàã 3. Êîìïîçèöèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû ïîëóôîðìàëüíîé íîðìàëèçóþùåé çàìåíû

êîîðäèíàò HN è ãîëîìîðôíîãî íîðìàëèçóþùåãî ñåêòîðèàëüíîãî îòîáðà-

æåíèÿ HN äîñòàâëÿåò ñåêòîðèàëüíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå H.

Äàäèì îïðåäåëåíèå îáëàñòåé, â êîòîðûõ áóäåì ðåøàòü ãîìîëîãè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Îáîçíà÷èì S̃r îáëàñòü, ëåæàùóþ ¾ñïðàâà¿ îò âåð-

òèêàëüíîé ïðÿìîé {Reξ = R} (òî åñòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ òî÷åê

îáëàñòè S̃r áîëüøå ÷åì R).

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Îáîçíà÷èì S̃l îáëàñòü, ëåæàùóþ ¾ñëåâà¿ îò âåðòè-

êàëüíîé ïðÿìîé {Reξ = −R}.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Îáîçíà÷èì S̃±r ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè S̃r è ïîëóïëîñêî-

ñòè {0 < ± arg ξ + δ < π}.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Îáîçíà÷èì S̃±l ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè S̃l è ïîëóïëîñêî-

ñòè {0 < ± arg ξ − δ < π}.

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Îáîçíà÷èì W̃r (ñîîòâåòñòâåííî, W̃±
r , W̃l, W̃

±
l ) îá-

ëàñòü, ïîëó÷åííóþ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S̃r íà äèñê {|z| < ε} (ñîîòâåò-
ñòâåííî, S̃±r , S̃l, S̃

±
l ).

Îïðåäåëåíèå 3.2.6. Ðåøåíèåì ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé çà-

ìêíóòîé îáëàñòè W áóäåì íàçûâàòü ãîëîìîðôíóþ íà W ôóíêöèþ u, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ íà
◦
W

def
= intW . Íîðìó ðåøåíèÿ íà W áóäåì çà-

äàâàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì

‖u‖W = sup
W
|u(ξ, z)| (3.2.6)

Îïðåäåëåíèå 3.2.7. Ïóñòü Dm(W ) � êëàññ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà
◦
W

è íåïðåðûâíûõ íà W ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖d‖W,m = sup
W
|d(ξ, z)(1 + |ξ|2)

m
2 | < +∞, m > 3 (3.2.7)

3.3. Main Lemma

Â ýòîé ÷àñòè ìû ðåøèì ïðîìåæóòî÷íóþ çàäà÷ó: ïðîñòåéøåå ôóíêöèî-

íàëüíîå óðàâíåíèå

u(ξ + 1)− u(ξ) = d(ξ), ξ ∈ Π ⊂ C (3.3.1)

â îáëàñòè òèïà ¾êðèâîëèíåéíàÿ ïîëîñà¿.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü L−
def
= {ξ = (x(y) + iy) : y ∈ R} � êóñî÷íî-

ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ãäå ôóíêöèÿ x óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ:∣∣∣∣dxdy
∣∣∣∣ ≤ cΠ, cΠ ∈ R (3.3.2)

Ïóñòü êðèâàÿ L+ = L− + 3
2 è êðèâûå L− è L+ îáðàçóþò ãðàíèöó íåêî-

òîðîé êðèâîëèíåéíîé ïîëîñû Π. Ïóñòü
◦
Π

def
= IntΠ � âíóòðåííîñòü ïîëîñû

Π.
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Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Îáîçíà÷èì Dm(Π) êëàññ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ íà
◦
Π

è íåïðåðûâíûõ íà Π ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖d‖Π,m = sup
Π
|d(ξ)(1 + |ξ|2)

m
2 | < +∞, m > 3 (3.3.3)

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ d ∈ Dm(Π)

áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ , ãîëîìîðôíóþ íà ðàñøèðåííîé ïîëîñå Π1 def
=

◦
Π ∪

{ξ : ξ−1 ∈
◦
Π} è óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (3.3.1) íà

◦
Π. Íîðìó ðåøåíèÿ

íà ïîëîñå Π áóäåì çàäàâàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì

‖u‖Π = sup
Π
|u(ξ)|

Ëåììà 3.3.1 (Main Lemma). Ôóíêöèÿ

u(ξ) =
1

2πi

+∞∑
n=0

∫
L−

d(t)dt

t− ξ − n
+

∫
L+

d(t)dt

t− ξ + n+ 1

 (3.3.4)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.3.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ d ∈ Dm(Π) íà ïîëîñå

Π, ïðè÷¼ì:

1. ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ c = c(m, cΠ) òàêàÿ, ÷òî:

‖u‖Π ≤ c‖d‖Π,m;

2. îáîçíà÷èì M0 = 1
2

∫
L−

d(t)dt, òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ

C = C(m, cΠ) òàêàÿ, ÷òî:

|u(ξ)∓M0| ≤
C‖d‖Π,m

|ξ|m−3
ïðè ± Im ξ > |Re ξ|, |Imξ| > 1;

3. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 3.3.1 åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ u âèäà (3.3.4) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (3.3.1), òàê êàê

u(ξ + 1)− u(ξ) =
1

2πi

+∞∑
n=0

∫
L−

d(t)dt

(t− ξ − n− 1)
+

∫
L+

d(t)dt

(t− ξ + n)

−
− 1

2πi

+∞∑
n=0

∫
L−

d(t)dt

(t− ξ − n)
+

∫
L+

d(t)dt

(t− ξ + n+ 1)

 =

=
1

2πi

∫
L+

d(t)dt

t− ξ
−
∫
L−

d(t)dt

t− ξ

 = d(ξ)

Ãîëîìîðôíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü

Ðàññìîòðèì ÷àñòü ïîëîñû ñ ¾ïðåîáëàäàíèåì¿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè: ΠRe def
=

Π ∩
{
| Im ξ| ≤ max

{
1; 1

1+cΠ
|Re ξ|

}}
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì íà ïîëîñå Π̃ øèðèíû 1, ãðàíèöà êîòîðîé ñî-

ñòîèò èç êðèâûõ L̃−
def
= L− + 1

4 è L̃+
def
= L+ − 1

4 . Â äàëüíåéøåì ìû ñìîæåì

ïðîäîëæèòü ðåøåíèå ñ ïîëîñû Π̃ íà ïîëîñó Π, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.3.1).

Ïðè ýòîì ãîëîìîðôíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ áóäóò ñîõðàíåíû, òàê

êàê ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà âñåé

ïîëîñå Π.

Ïîëîæèì Π̃Re def
= Π̃∩ΠRe. Íà îáëàñòè Π̃Re îáå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíê-

öèè (â ïðåäñòàâëåíèè (3.3.4) ðåøåíèÿ u) ãîëîìîðôíû ïðè n ≥ 1 è ìû ìîæåì

ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îäíîé èç ãðàíèö, äîïóñòèì, ïî L− è ñëîæèòü

èíòåãðàëû. Òîãäà:

|u(ξ)| ≤

∣∣∣∣∣ 1
2πi

(∫
L+

d(t)dt
t−ξ+1 +

∫
L−

d(t)dt
t−ξ

)∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 1
2πi

+∞∑
n=1

∫
L−

(2t−2ξ+1)d(t)dt
(t−ξ−n)(t−ξ+n+1)

∣∣∣∣∣
Çàìå÷àíèå 3.3.1. Çäåñü è äàëåå ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ìû îïèðàåìñÿ íà

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîé ïàðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (x, y) âû-
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ïîëíåíî:

(1 + x2 + y2)
1
2 ≥ 1

2
(1 + x+ y)

Ýòî ïðîñòîå ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì.

Èç îïðåäåëåíèÿ êðèâîé L− ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π̃ âûïîëíåíî:

åñëè t ∈ L− òî |t− ξ| ≥ 1

4
√

1+c2Π

åñëè t ∈ L+ òî |t− ξ + 1| ≥ 1

4
√

1+c2Π

åñëè t ∈ L−, n ≥ 1 òî |t− ξ − n| ≥ n√
1+c2Π

è |t− ξ + n+ 1| ≥ n√
1+c2Π

à òàê æå äëÿ ëþáîãî t ∈ ∂Π âåðíî, ÷òî |dt| ≤
√

1 + c2
Πdy

Òàê æå ïîëîñà Π (à, çíà÷èò, è Π̃) ãàðàíòèðîâàííî ïåðåñå÷¼ò èëè ïàðó ïðÿìûõ

l1 = {ξ = a + i, a ∈ R}, l2 = {ξ = a − i, a ∈ R} èëè ïàðó ïðÿìûõ l3 = {ξ =

a+ a
(1+cΠ)i, a ∈ R}, l4 = {ξ = a− a

(1+cΠ)i, a ∈ R}.
Òàêèì äëÿ ëþáîãî ξ èç Π̃Re = Π̃ ∩ ΠRe âåðíî, ÷òî |ξ| îãðàíè÷åí:

|ξ| ≤ c|x(0)|, c = c(cΠ)

Èç óñëîâèÿ (3.3.2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

|cΠ|y| − |x(0)|| ≤ |x(y)| ≤ |x(0)|+ cΠ|y| (3.3.5)

Òàê êàê d ∈ Dm(Π), èç çàìå÷àíèÿ (3.3.1) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà:

|2t− 2ξ + 1||d(t)| ≤ (c1|y|+ c2|x(0)|)‖d‖Π,m

(1 + |x(y)|+ |y|)m
, cj = cj(cΠ,m), j = 1, 2

Åñëè |x(0)| ≤ cΠ|y|, òî äîñòàòî÷íî îòáðîñèòü |x(y)| â çíàìåíàòåëå; åñëè æå

|x(0)| ≥ cΠ|y|, òî îöåíêà íèæå ñëåäóåò èç ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.3.5):

|2t− 2ξ + 1||d(t)| ≤ ĉ‖d‖Π,m

(1 + |y|)m−1
, ĉ = ĉ(m, cΠ)

Òàê êàê â íàøåé çàäà÷å m > 3, òî èíòåãðàë
+∞∫
−∞

|y|dy
(1+|y|)m−1 ñõîäèòñÿ è èç ðàâ-

íîìåðíîñòè îöåíîê âûøå è ñõîäèìîñòè ðÿäà
+∞∑
n=1

1
n2 ñëåäóåò ãîëîìîðôíîñòü
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ðåøåíèÿ u íà Π̃Re, à òàê æå èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ 1. Òî åñòü

sup
Π̃Re

|u(ξ)| ≤ c1‖d‖Π,m, c1 = c1(m, cΠ) (3.3.6)

×àñòü ïîëîñû ΠIm def
= Π\ΠRe. Íà ÷àñòè ïîëîñû ñ ïðåîáëàäàíèåì ìíèìîé

÷àñòè ΠIm íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü âèä ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s ≥ 1 íà

ïîäìíîæåñòâå Π̃Im def
= Π̃\Π̃Re âûïîëíåíî:

∞∑
n=0

(
1

(ξ + n)(ξ + n+ 1)...(ξ + n+ s+ 1)

)
+

+
∞∑
n=0

(
1

(ξ − n− 1)(ξ − n)...(ξ − n+ s)

)
= 0

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ôóíêöèè âèäà t(t + 1)...(t + s), s ∈ N ãîëîìîðôíû ïðè t ∈ Π, ïîýòîìó

äëÿ âñåõ s ∈ N ñóììû ñëåäóþùåãî ðîäà áóäóò ðàâíû íóëþ:

∞∑
n=0

∫
L−

t(t+ 1)...(t+ s)d(t)dt

(ξ + n)(ξ + n+ 1)...(ξ + n+ s+ 1)

+

+
∞∑
n=0

∫
L+

t(t+ 1)...(t+ s)d(t)dt

(ξ − n− 1)(ξ − n)...(ξ − n+ s)

 = 0 (3.3.7)

Áóäåì äëÿ âñåõ s = 1,m− 3 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèáàâëÿòü è âû÷èòàòü èç ðå-
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øåíèÿ u âèäà (3.3.4) ñóììû âèäà (3.3.7) è ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

u(ξ) =
1

2πi

 ∞∑
n=0

∫
L−

dt

t− ξ − n
+

∫
L+

dt

t− ξ + n+ 1

+

+
∞∑
n=0

∫
L−

tdt

(ξ + n)(ξ + n+ 1)
+ ...+

∫
L−

t · ... · (t+m− 4)dt

(ξ + n)...(ξ + n+m− 3)
+

∫
L−

dt

ξ + n
+

+

∫
L+

tdt

(ξ − n− 1)(ξ − n)
+ ...+

∫
L+

t · ... · (t+m− 4)dt

(ξ − n− 1)...(ξ − n+m− 4)
+

∫
L+

dt

ξ − n− 1

 −
−
∞∑
n=0

∫
L−

dt

ξ + n
+

∫
L+

dt

ξ − n− 1

−

−
∞∑
n=0

∫
L−

tdt

(ξ + n)(ξ + n+ 1)
+

∫
L+

tdt

(ξ − n− 1)(ξ − n)

− ...
...−

∞∑
n=0

∫
L−

t · ... · (t+m− 4)dt

(ξ + n)...(ξ + n+m− 3)
+

∫
L+

t · ... · (t+m− 4)dt

(ξ − n− 1)...(ξ − n+m− 4)


 =

=
1

2πi

∞∑
n=0

∫
L−

t(t+ 1)...(t+m− 3)d(t)dt

(ξ + n)(ξ + n+ 1)...(ξ + n+m− 3)(t− ξ − n)
+

+

∫
L+

t(t+ 1)...(t+m− 3)d(t)dt

(ξ − n− 1)(ξ − n)...(ξ − n+m− 4)(t− ξ + n+ 1)

−
− 1

2πi

∞∑
n=−∞

1

ξ + n

∫
L−

d(t)dt (3.3.8)

Ïîêàæåì ãîëîìîðôíîñòü (1) Òàê êàê ïîëîñà Π̃ îòñòîèò îò L− è L+ íà 1
4 , òî

ìíîæèòåëè (t− ξ−n) è (t− ξ+n+ 1) èç çíàìåíàòåëåé ïåðâîé ñóììû èìåþò
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îöåíêó:

|t− ξ − n| ≥
1
4 + n√
1 + c2

Π

, t ∈ L−, ξ ∈ Π̃, n ≥ 0 (3.3.9)

|t− ξ + n+ 1| ≥
1
4 + n√
1 + c2

Π

, t ∈ L+, ξ ∈ Π̃, n ≥ 0 (3.3.10)

(2) Â ñèëó óñëîâèÿ (3.3.3) íà ôóíêöèþ d, îïðåäåëåíèÿ êðèâûõ èíòåãðèðîâà-

íèÿ L− è L+, à òàê æå çàìå÷àíèÿ 3.3.1 íàéä¼òñÿ c = c(m, cΠ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî t ∈ L− ∪ L+, äëÿ ëþáîãî m > 3 âûïîëíåíî:

|t(t+1)...(t+m−3)d(t)dt| ≤ |t|+m− 3)m−2‖d‖Π,m|dt|
(1 + |t|2)m2

≤ c‖d‖Π,mdy

(1 + |y|)2
(3.3.11)

(3) Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π̃Im, | Im ξ| ≥ max
{

1; 1
1+cΠ
|Re ξ|

}
, òî, ñîãëàñíî

çàìå÷àíèþ 3.3.1:

|ξ + n| ≥ 1

2
(|Re ξ + n|+ | Im ξ| ≥ 1

2

(
|Re ξ + n|+ 1

1 + cΠ
|Re ξ|

)
≥ n

2(1 + cΠ)

îòñþäà:

|ξ + n|...|ξ + n+m− 3| ≥ n
2(1+cΠ)

|ξ − n− 1|...|ξ − n+m− 4| ≥ n
2(1+cΠ)

ãäå n > 0, ξ ∈ Π̃Im (3.3.12)

åñëè æå n = 0, òî

|ξ||ξ + 1|...|ξ +m− 3| ≥ 1

|ξ − 1||ξ|...|ξ +m− 4| ≥ 1
ãäå ξ ∈ Π̃Im (3.3.13)

Òîãäà èç (3.3.9)-(3.3.13), à òàê æå â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

dy
(1+|y|)2 è

ðÿäà
+∞∑
n=1

1
n2 ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ c2 = c2(m, cΠ), ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ Π̃Im

âûïîëíåíî:∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∞∑
n=0

∫
L−

t(t+ 1)...(t+m− 3)d(t)dt

(ξ + n)(ξ + n+ 1)...(ξ + n+m− 3)(t− ξ − n)
+

+

∫
L+

t(t+ 1)...(t+m− 3)d(t)dt

(ξ − n− 1)(ξ − n)...(ξ − n+m− 4)(t− ξ + n+ 1)


∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (3.3.14)



46

≤ c2(m, cΠ)‖d‖Π,m

Îñòàëîñü îöåíèòü ¾õâîñò¿

∣∣∣∣∣ 1
2πi

+∞∑
n=−∞

1
ξ+n

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣.
Çàìåòèì, ÷òî

∞∑
n=−∞

1

ξ + n
= π ctg(πξ)

Îòñþäà

∣∣∣∣∣ 1
2πi

+∞∑
n=−∞

1
ξ+n

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣M0

i ctg(πξ)
∣∣. Òàê êàê ïðè | Im ξ| ≥ 1 êîòàí-

ãåíñ îãðàíè÷åí: | ctg(πξ)| ≤ 3, è, òàê êàê ôóíêöèÿ d óäîâëåòâîðÿåò (3.3.3), à

êðèâàÿ L− � óñëîâèþ (3.3.2), òàê êàê m > 3, òî:

|M0| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫
L−

‖d‖Π,m|dt|
(1 + |t|2)m/2

= const (3.3.15)

ïîýòîìó íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ c3 = c3(m, cΠ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π̃Im

âûïîëíåíî: ∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

+∞∑
n=−∞

1

ξ + n

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c3‖d‖Π,m (3.3.16)

Ïîëîæèì c̃
def
= max{c1; c2 + c3}, ãäå cj, j = 1, 2, 3 èç (3.3.6, 3.3.14 è 3.3.16).

Â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè îöåíîê (3.3.14) è (3.3.16), ðåøåíèå u âèäà (3.3.4) ãîëî-

ìîðôíî íà Π̃ è îãðàíè÷åíî ñ ïîñòîÿííîé c̃.

Ïðîäîëæèì ðåøåíèå ñ ïîëîñû Π̃ íà ïîëîñó Π ïî óðàâíåíèþ (3.3.1), ïðè-

÷¼ì, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ãîëîìîðôíà è íà Π óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.3.3),

òî ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ íà Π òàê æå ãîëîìîðôíî è îãðàíè÷åíî, ïðè÷¼ì:

‖u‖Π ≤ c‖d‖Π,m, c = c(m, cΠ)

Àñèìïòîòèêà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåðí¼ìñÿ ê òðåòüåìó øàãó äîêàçà-

òåëüñòâà ãîëîìîðôíîñòè (ïóíêò âûøå). Çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî | Im ξ| ≥
|Re ξ|, |Imξ| > 1.
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Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå u â âèäå (3.3.8). Òàê êàê Re ξ ìîæåò áûòü ïðîèç-

âîëüíûì, òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ∈ Z ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ξ ∈ Π̃ òàêîå,

÷òî ðàçíîñòü |Re ξ−n| = 0. Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü ðÿäû
∞∑
n=0

1
(ξ+n)(ξ+n+1)...(ξ+n+m−3)

è
∞∑
n=0

1
(ξ−n−1)(ξ−n)...(ξ−n+m−4) òàê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k: |Re ξ+n+s|−k =

0 (s = 0,m− 3), òî, ó÷èòûâàÿ ÷òî ìíîæèòåëåé â çíàìåíàòåëå êàæäîãî èç ðÿ-

äîâ ðîâíî m− 2, ïîëó÷èì:∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

1

(ξ + n)(ξ + n+ 1)...(ξ + n+m− 3)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
k=0

2m−1

(k + | Im ξ|)m−2
≤ 2m

(m− 3)| Im ξ|m−3
;

àíàëîãè÷íî∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

1

(ξ − n− 1)(ξ − n)...(ξ − n+m− 4)

∣∣∣∣∣ ≤ 2m

(m− 3)| Im ξ|m−3
;

îòñþäà∣∣∣∣∣∣∣u(ξ) +
1

2πi

∞∑
n=−∞

1

ξ + n

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C̃(m, cΠ) · 2m+1

(m− 3)| Im ξ|m−3
(3.3.17)

ãäå C̃(m, cΠ) =
∫

L+(L−)

(|t|+m−3)m−2‖d‖Π,m|dt|
(1+|t|2)

m
2

(èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ

(3.3.2)).

Íàïîìíèì, ÷òî
∞∑

n=−∞

1
ξ+n = π ctg(πξ), ãäå ctg(πξ) ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå

ïî çíàêó çíà÷åíèÿ ïðè Im ξ → +∞ èëè Im ξ → −∞. Ïîýòîìó îöåíêó àñèìï-

òîòèêè åñòåñòâåííî ïðîâîäèòü îòäåëüíî â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.
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Ïóñòü Im ξ > |Re ξ|, |Imξ| > 1, òîãäà ñ ó÷¼òîì (3.3.17) è (3.3.15):

|u(ξ)−M0| =

∣∣∣∣∣∣∣u(ξ) +
1

2πi

∞∑
n=−∞

1

ξ + n

∫
L−

d(t)dt− 1

2πi

∞∑
n=−∞

1

ξ + n

∫
L−

d(t)dt−M0

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C̃(m, cΠ) · 2m+1

(m− 3)| Im ξ|m−3
+

∣∣∣∣∣∣∣−
ctg(πξ)

2i

∫
L−

d(t)dt− 1

2

∫
L−

d(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C̃(m, cΠ) · 2m+1

(m− 3)| Im ξ|m−3
+

∣∣∣∣ 2

e2π Im ξ − 1

∣∣∣∣ ∫
L−

‖d‖Π̃Im,m|dt|
(1 + |t|2)m2

≤

≤ const(m, cΠ) · ‖d‖Π,m

| Im ξ|m

Â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè (Im ξ < −|Re ξ|) îöåíêà àíàëîãè÷íà.
Òàê êàê |Re ξ| ≤ | Im ξ|, òî | Im ξ| ≥ |ξ|

2 . Òîãäà, ïðîäîëæàÿ ðåøåíèå ñ

ïîëîñû Π̃ íà ïîëîñó Π, ïîëó÷èì, ÷òî íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ C = C(m, cΠ) òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π âûïîëíåíî:

|u(ξ)∓M0| ≤
C‖d‖Π,m

|ξ|m−3
ïðè ± Im ξ > |Re ξ|, |Imξ| > 1 (3.3.18)

Åäèíñòâåííîñòü

Ïóñòü u1, u2 � äâà ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3.1),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ 2 ëåììû. Îáîçíà÷èì u
def
= u1 − u2; òîãäà u

ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà Π è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

u(ξ + 1)− u(ξ) = 0

Ïðîäîëæèì å¼ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî 1-ïåðèîäè÷íîñòè è ïîëó-

÷èì îãðàíè÷åííóþ è ãîëîìîðôíóþ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèþ.

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [29], u ≡ const. Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (3.3.18),

u ≡ 0.
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Çàìå÷àíèå 3.3.3. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.3.1) ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ðå-

øåíèå u äî ãîëîìîðôíîãî è îãðàíè÷åííîãî íà îáëàñòè øèðå ÷åì ïîëîñà Π �

íà ïîëîñó Π1 (∂Π1 def
= {L+ + 1} − {L−}) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

u(ξ + 1) = u(ξ) + d(ξ)

ñ ñîõðàíåíèåì óòâåðæäåíèÿ 2.

3.4. Ðåøåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà W̃r

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèÿ

h(ξ + 1, eλz)− h(ξ, z) = ∆1(ξ, z) (3.4.1)

g(ξ + 1, eλz)− eλg(ξ, z) = ∆2(ξ, z) (3.4.2)

ãäå ∆1 ∈ Dm(W̃r), ∆2 ∈ Dm(W̃r).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ J , îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó

J(ξ, z) = ze−λξ

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íîðìàëüíîé ôîðìû F0(ξ, z) 7→
(
ξ + 1, eλz

)
(∀c ∈

C êðèâàÿ Γc
def
= {(ξ, z) ∈ W̃r : J(ξ, z) = c} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé

îòîáðàæåíèÿ F0). Òàê êàê (ξ, z) ∈ W̃r, òî |z| < ε, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ c ∈ C
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |ceλξ| < ε, îòêóäà íàõîäèì, ÷òî

Re ξ <
1

λ
ln

ε

|c|

Òàêæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðàâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè ìû áóäåì

ïðèìåíÿòü Main Lemma, ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëîñà Π øèðèíû 3/2,

îïðåäåëåííàÿ â ïðåäûäóùåé ñåêöèè, ñîäåðæàëàñü â îáëàñòè çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííîé ξ. Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó íà ïàðàìåòð ¾c¿:

1

λ
ln

ε

|c|
> R + 2
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òî åñòü

|c| < εe−λ(R+2) def= c0 (3.4.3)

Îïðåäåëèì èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ γc:

γc
def
=

{
ξ ∈ S̃r : Re ξ <

1

λ
ln

ε

|c|

}
Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Áóäåì íàçûâàòü ìàëîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòüþ σ îáú-

åäèíåíèå èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ Γc = {(ξ, z) : ξ ∈ γc; z = ce−λξ} ïî âñåì ¾c¿

òàêèì, ÷òî |c| < c0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè c = 0 èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ γ0 ñîâïàäàåò ñ S̃r.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé èëè íèæíåé ìàëîé ñåêòîðè-

àëüíîé îáëàñòüþ σ± ( âåðõíåé èëè íèæíåé èíâàðèàíòíîé êðèâîé γ±c ) ïåðå-

ñå÷åíèå îáëàñòè σ (γc) ñ îáëàñòüþ W̃±
r (S̃±r ).

Îòìåòèì, ÷òî íà ïàðàìåòð ðàñòâîðà δ ∈
(
0, π2
)
â äàííîì ðàçäåëå íå

íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Â ýòîé ÷àñòè áóäóò äîêàçàíû ëåììû:

Ëåììà 3.4.1 (Î ðåøåíèè ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà σ.). Ïóñòü

ôóíêöèÿ ∆1 ∈ Dm(W̃r), òîãäà ïåðâîå ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó

ðåøåíèé h±, ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà ìàëîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè

σ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:

1. íàéä¼òñÿ c = c(m) òàêàÿ, ÷òî ‖h±‖σ ≤ c‖∆1‖σ,m;

2. íàéä¼òñÿ C = C(m, δ) òàêàÿ, ÷òî: |h±(ξ, z)| ≤ C‖∆1‖σ,m
|ξ|m−3 ïðè (ξ, z) ∈ σ±;

3. ðåøåíèå ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.4.1) â ïðàâîé ñåêòîðè-

àëüíîé îáëàñòè åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ 2.

Ëåììà 3.4.2 (Î ðåøåíèè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà σ.). Ïóñòü

∆2 ∈ Dm(W̃r), òîãäà âòîðîå ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó ðåøåíèé

g±, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:
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1. íàéä¼òñÿ c = c(m)òàêàÿ, ÷òî ‖g±‖σ ≤ c‖∆2‖σ,m;

2. íàéä¼òñÿ C = C(m, δ) òàêàÿ, ÷òî : |g±(ξ, z)| ≤ C‖∆2‖σ,m
|ξ|m−3 ïðè (ξ, z) ∈ σ±;

3. ðåøåíèå âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà W̃r åäèíñòâåííî â êëàñ-

ñå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäå-

íèþ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðåøåíèè ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ íà σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ëåììû áóäåò ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Øàã 1. Ñóæåíèå ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ

γc è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â ïîëîñå Π ⊂ γc.

Øàã 2. Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ñ ïîëîñû íà γc.

Øàã 3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â ìàëîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè.

Øàã 1. Ïîëîæèì

ϕc(ξ)
def
= h(ξ, ceλξ), ξ ∈ γc

∆c(ξ)
def
= ∆1(ξ, ce

λξ), ξ ∈ γc

Òîãäà óðàâíåíèå (3.4.1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

ϕc(ξ + 1)− ϕc(ξ) = ∆c(ξ), ξ ∈ γc (3.4.4)

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü γc ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîäåðæèò íåêîòîðóþ

âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó

Π
def
= {ξ ∈ γc : Re ξ ∈ [A,A+ 3/2]} , A > R > 1 (3.4.5)

À èìåííî: ïóñòü ôóíêöèÿ ∆c ∈ Dm(Π). Òîãäà ãðàíèöà ∂Π ðàñïàäàåòñÿ íà äâå

÷àñòè: ∂Π = L+ − L−, ãäå L−
def
= {ξ ∈ γc : Re ξ = A}, L+

def
= {ξ ∈ γc : Re ξ =

A+ 3
2}.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç Main Lemma.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.1. Ôóíêöèÿ

ϕc(ξ) =
1

2πi

∞∑
n=0

(∫
L−

∆c(t)dt

t− ξ − n
+

∫
L+

∆c(t)dt

t− ξ + n+ 1

)
(3.4.6)

ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà ïîëîñå

Π̃
def
= {ξ : Re ξ ∈ [A,A+ 5/2] ⊂ γc}, A > R > 1

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4.4), ïðè÷¼ì:

1. íàéä¼òñÿ c = c(m) òàêàÿ, ÷òî ‖ϕc‖Π = sup
Π
|ϕc(ξ)| ≤ c‖∆c‖Π,m;

2. íàéä¼òñÿ C = C(m, δ) òàêàÿ ÷òî:

sup
Π
|ϕc(ξ)∓M0| ≤

C‖∆c‖Π,m

|ξ|m−3
, ξ ∈ Π, ± Im ξ > tg δRe ξ

ãäå

M0
def
=

1

2

∫
L−

∆c(t)dt (3.4.7)

3. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.4) åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè-

÷åííûõ â ïîëîñå Π̃ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ 2;

4. åñëè ôóíêöèÿ ∆c àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ¾c¿,

òî è ôóíêöèÿ ϕc � òîæå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ¾c¿.

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî èç ïî-

ñòðîåíèÿ îöåíîê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 Main Lemma ñëåäóåò

èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ 2 ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.4.2. Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ¾c¿ ñëåäóåò

èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ϕc, à òàê æå ñòàíäàðòíûõ òåîðåì î ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è èíòåãðàëîâ.

Îòìåòèì, ÷òî Main Lemma, à òàêæå ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå äîñòàâëÿ-

þò àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ðåøåíèÿ ϕc íà ïîëîñå Π ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ìíèìîé ÷àñòè ξ. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåò àíàëîãè÷-

íóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó íà ¾êóñêå¿ ïîëîñû Reξ > tgδ|Imξ|.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.2. Ïóñòü ϕc � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.4) âèäà (3.4.6)

íà ïîëîñå Π ∈ γc; M0 èç (3.4.7). Òîãäà íàéä¼òñÿ C = C(m, δ) òàêàÿ, ÷òî

sup
Π
|ϕc(ξ)∓M0| ≤

C‖∆c‖Π,m

|ξ|m−2
, ξ ∈ Π, | Im ξ| < tg δ|Re ξ|

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê | Im ξ| < tg δ|Re ξ| òî |ξ| ≤ (1 +

tg δ)|Re ξ|, òî åñòü |Re ξ| ≥ |ξ|
1+tg δ .

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ϕc â âèäå ñóììû ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ è ðÿäà,

â êîòîðîì îáå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ãîëîìîðôíû íà âñåé ïîëîñå Π (òàê

êàê øèðèíà ïîëîñû ìåíüøå 2), ïîýòîìó èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò ïðÿìîé

èíòåãðèðîâàíèÿ è èõ ìîæíî îáúåäèíèòü:

ϕc(ξ) =
1

2πi

∫
L−

∆c(t)dt

t− ξ
+

∫
L+

∆c(t)dt

t− ξ + 1
+

∫
L−

∆c(t)dt

t− ξ − 1
+

∫
L+

∆c(t)dt

t− ξ + 2

+

+
1

2πi

∞∑
n=2

∫
L+

(2t− 2ξ + 1)∆c(t)dt

(t− ξ − n)(t− ξ + n+ 1)

Îöåíèì ñíà÷àëà ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ. Îòñòóïèì îò ãðàíèöû ïîëîñû Π

íà 1/4 ¾âíóòðü¿ è îáîçíà÷èì Π̃
def
= {ξ : Re ξ ∈ [A + 1

4 ;A + 5
4 ]} è Π̃Re =

Π̃ ∩ {|Imξ| < tgδ|Reξ|}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ L−, ξ ∈ Π̃Re âûïîëíåíî:

|t− ξ| > 1/4

|t− ξ − 1| > 1/4

(1 + |t|2)m/2 > c(1 + A)m, äëÿ íåêîòîðîé c = c(m)

1 + A > |Reξ − 1| > C̃|Reξ| > C|ξ| äëÿ íåêîòîðûõ C = C(m, δ), C̃ = C̃(m, δ)

Òîãäà äëÿ s = −1, 0, ξ ∈ Π̃Re âûïîëíåíî:∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
L−

∆c(t)dt

t− ξ + s

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c1‖∆c‖γc,m
|ξ|m−1

, c1 = c1(m, δ) (3.4.8)

èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ s = 1, 2, ξ ∈ Π̃Re âûïîëíåíî:∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
L+

∆c(t)dt

t− ξ + s

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c2‖∆c‖γc,m
|ξ|m−1

, c2 = c2(m, δ) (3.4.9)
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Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî � ðÿäà íàì áóäóò ïîëåçíû íåñêîëüêî

íåðàâåíñòâ:

t ∈ L+ = A+ 3
2 + iτ, n ≥ 2 :

|t− ξ − n| =
√

(A+ 3
2 − Re ξ − n)2 + (Im ξ − τ)2 ≥ 1

2(n− 3
2);

|t− ξ + n+ 1| =
√

(A+ 3
2 − Re ξ + n+ 1)2 + (Im ξ − τ)2 ≥ 1

2n;

|2t− 2ξ + 1| ≤ (|2(A+ 3
2)− 2 Re ξ + 1|+ 2| Im ξ − τ |) ≤

≤ 2A+ 6 + 2 Re ξ + 1 + 2 tg δRe ξ + 2|τ | ≤ const+ c(δ)A+ 2|τ |;
|∆c(t)| ≤ ‖∆c‖m,γc

(1+(A+3/2)2+|τ |2)
m
2
≤ 2

m
2 ‖∆c‖m,γc

(A+3/2+|τ |)m .

Òàê êàê n > 2, òî ïîëó÷àåìûé ïðè îöåíêå ðÿä ñõîäèòñÿ. Òàê êàê m > 3, òî

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ c3 = c3(m, δ) òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π̃Re âûïîëíåíî:∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∞∑
n=2

∫
L+

(2t− 2ξ + 1)∆c(t)dt

(t− ξ − n)(t− ξ + n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c3(m, δ)
‖∆c‖γc,m
|ξ|m−2

Òàê æå ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ M0:

|M0| =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
∫
L−

∆c(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c4(m, δ)‖∆c‖γc,m

|ξ|m−1
, ξ ∈ Π

Ïîëîæèì C(m, δ) = max{c1, c2, c3, c4}. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 3.4.3. Óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäëîæåíèé 3.4.1 è 3.4.2 â ñîâîêóïíî-

ñòè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∃C = C(m, δ) òàêàÿ ÷òî : |ϕc(ξ)∓M0| ≤
C‖∆c‖Π,m

|ξ|m−3
, ξ ∈ γ±c ∩ Π

Øàã 2. Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ íà γc. Íà ýòîì øàãå ïîêàæåì, ÷òî çíà-

÷åíèå M0 çàâèñèò îò âûáîðà ïîëîñû (òî åñòü ïîëîñó Π ìîæíî ñòðîèòü ïðîèç-

âîëüíî íà γc). À òàêæå ÷òî ðåøåíèå ϕc, ïîñòðîåííîå íà íåêîòîðîé ïîëîñå Π

ñîâïàäàåò (íà ïîëîñå Π) ñ ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ ϕ̃c, ïîñòðîåííûì íà íåêî-

òîðîé äðóãîé ïîëîñå Π̃.
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Äëÿ ëþáîãî ξ ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ èç îòðåçêà
[
A+ 5/2, 1

λ ln ε
|c|

]
íàé-

äåòñÿ íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå N ≤
[

1
λ ln ε

|c| − A− 3/2
]
òàêîå, ÷òî (ξ −N) ∈ Π

è òîãäà ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ âïðàâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê:

ϕc(ξ) = ϕc(ξ −N) +
N∑
n=1

∆c(ξ − n) (3.4.10)

Ïðîäîëæåíèå âëåâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íî

ϕc(ξ) = ϕc(ξ +K)−
K−1∑
k=0

∆c(ξ + k) (3.4.11)

ãäå K ∈ N òàêîâî, ÷òî (ξ +K) ∈ Π.

Îáîçíà÷èì

L−
def
= {ξ ∈ γc : Re ξ = A} , L̃−

def
= {ξ ∈ γc : Re ξ = B} , ãäå

1 < R < A < B <
1

λ
ln

ε

|c|
− 3

2

Ïîñòðîèì ïî íèì ïîëîñû Π è Π̃ âèäà (3.4.5); îáîçíà÷èì M0 =
∫
L−

∆c(t)dt è

M̃0 =
∫̃
L−

∆c(t)dt.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.3. M0 = M̃0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ΠA,B,N ñ ãðàíèöåé: ∂ΠA,B,N =

{ξ : Re ξ = A; Re ξ = B; Im ξ = −N ; Im ξ = N}. Â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè

ôóíêöèè ∆c, èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò ðàâåí íóëþ:∫
∂ΠA,B,N

∆c(t)dt = 0

Òàê êàê ∆c ∈ Dm(γc), òî ∆c(ξ) = O(ξ−m+3), |ξ| → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

èíòåãðàëû ïî âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè N →∞, òî

åñòü M0 = M̃0.

Ïðåäëîæåíèå 3.4.4. Ðåøåíèå ϕc èç (3.4.6), (3.4.10) è (3.4.11) íå çàâèñèò

îò âûáîðà ïîëîñû Π.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕc è ϕ̃c � ðåøåíèÿ ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ (3.4.4), ïîñòðîåííûå íà íåêîòîðîé ïîëîñå Π è Π̃ ñîîòâåòñòâåííî (íàïîì-

íèì, ÷òî ïîëîñà Π ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò ïîëîñû Π̃, òî åñòü A < B). Ïðîäîëæèì

ïî ôîðìóëå (3.4.10) ðåøåíèå ϕc ñ ïîëîñû Π íà ïîëîñó Π̃. Òàê êàê ϕc è ϕ̃c �

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4.4), òî èõ ðàçíîñòü

r(ξ)
def
= ϕc(ξ)− ϕ̃c(ξ), ξ ∈ Π̃

ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà Π̃ è ÿâëÿåòñÿ 1-ïåðèîäè÷åñêîé:

r(ξ + 1)− r(ξ) = 0

Òàê êàê øèðèíà ïîëîñû Π̃ áîëüøå åäèíèöû, òî ðàçíîñòü r ïî 1-ïåðèîäè÷íîñòè

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà ñ ïîëîñû Π̃ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Îòñþäà,

ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ [29] r ≡ const.

Íàïîìíèì, ÷òî èç ïðåäëîæåíèÿ (3.4.3) ñëåäóåò, ÷òî M0 = M̃0. Òàê êàê

øèðèíà ïîëîñû Π áîëüøå 1, òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Π ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N

òàêîå, ÷òî ξN = ξ +N ∈ Π̃. Òîãäà ñîãëàñíî (3.4.11):

ϕc(ξN) = ϕc(ξ) +
N−1∑
n=0

∆c(ξ + n), ξ ∈ Π (3.4.12)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

Im ξ = Im ξN
def
= I (3.4.13)

Òîãäà, òàê êàê ∆c ∈ Dm(γc), òî ñîãëàñíî (3.4.11), (3.4.13) è óòâåðæäåíèþ 2

Main Lemma:

|r| = |ϕc(ξN)− ϕ̃c(ξN)| = |ϕ(ξ)∓M0 +
N∑
n=1

∆c(ξ + n)− ϕ̃c(ξN)±M0| ≤

≤ |ϕc(ξ)∓M0|+ | ±M0 − ϕ̃c(ξN)|+
N−1∑
n=0

const · ‖∆c‖γc,m
(1 + |I|2)m/2

→ 0, I → ±∞

Îòñþäà r ≡ 0, òî åñòü ðåøåíèå ϕc íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîëîñû Π.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.5. Ôóíêöèÿ ϕc, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (3.4.10) è (3.4.11),

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì è îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.4.4) íà γc,

ïðè÷¼ì:

1. íàéä¼òñÿ c(m) òàêàÿ, ÷òî ‖ϕc‖γc ≤ c(m)‖∆c‖γc,m;

2. íàéä¼òñÿ C(m, δ) òàêàÿ ÷òî sup
γc

|ϕc(ξ)∓M0| ≤ C(m,δ)‖∆c‖γc,m
|ξ|m−3 , ξ ∈ γ±c ;

3. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.4) åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 2.

4. åñëè ôóíêöèÿ ∆c àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ¾c¿,

òî è ôóíêöèÿ ϕc � òîæå àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ¾c¿.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕc, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (3.4.11) è (3.4.10)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.4.4) � ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âûêëàäêàìè.

Ôóíêöèÿ ϕc, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (3.4.11) è (3.4.10) ÿâëÿåòñÿ ãîëî-

ìîðôíîé è îãðàíè÷åííîé íà êàæäîé ïîëîñå {ξ : Re ξ ∈ (A;A+1) ⊂ γc, A ∈ Z}
êàê ñóììà ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì, òàê êàê ýòè

ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3.4.4), òî âñå òî÷êè ïðÿìîé {ξ ∈ γc :

Re ξ ∈ Z} ÿâëÿþòñÿ óñòðàíèìûìè, ñëåäîâàòåëüíî, ϕc ãîëîìîðôíà íà γc.
Óòâåðæäåíèÿ 2-4 ñëåäóþò àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ðåøåíèÿ ϕc

íà ïîëîñå è ïðåäëîæåíèÿ 3.4.5. Äîñòàòî÷íî ïîêðûòü γc ïîëîñàìè âèäà Π è

íà êàæäîé èç íèõ ïîñòðîèòü ðåøåíèå, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ óòâåðæäåíèÿ

2-4 âåðíû.

Øàã 3. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.4.1.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ∆c ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ôóíêöèè ∆1 íà êðèâóþ

Γc, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà ¾c¿.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ϕc îò ïîëîñû (ïðåäëîæåíèå 3.4.4), íà-

÷èíàòü ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ϕc ìû ìîæåì ñ ëþáîé ïîëîñû Πc ⊂ γc. Äëÿ
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äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ¾c¿ è äëÿ âñåõ c̃ < c, ïîëîñà γc ñîäåðæèòñÿ â

γc̃, òî åñòü ïîëîñà Πc ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðåøåíèé

ϕc̃ ñ ïàðàìåòðîì ¾c̃¿, ìåíüøèì ¾c¿.

Ñëó÷àé c = 0. Äëÿ ëþáîãî c 6= 0 îáëàñòü γc ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè

γc|c=0 = γ0. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ¾íóëåâîãî¿ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî òàê

æå ñîîòíîøåíèÿì îöåíêè óòâåðæäåíèÿ 1 è àñèìïòîòèêè óòâåðæäåíèÿ 2 (ïðè

c = 0) ìû ìîæåì íà÷èíàòü ñ ëþáîé ïîëîñû Πc. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî

ïðèâåäåíû âûøå, ìû ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è àíàëèòè÷åñêóþ

çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ¾c¿ â òî÷êå c = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ â ìàëîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè σ. Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì

íà êàæäîé êðèâîé Γc è àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ¾c¿. Ïî òåîðåìå

Õàðòîãñà [30] îíî ãîëîìîðôíî íà σ.

Òåì ñàìûì ëåììà 3.4.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðåøåíèè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ íà σ.

Çàìå÷àíèå 3.4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà S̃r ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå ñåê-

òîðèàëüíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ F̃ . Òîãäà ìû ìî-

æåì âûïðÿìèòü åãî è ñ÷èòàòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé {z = 0}:
F̃ (ξ, 0) = (..., 0).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ∆2 èç ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ âûïîëíåíî:

∆2(ξ, 0) = 0 (3.4.14)

Ó÷èòûâàÿ (3.4.14) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ â

ïðàâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè SrRε ôóíêöèÿ ∆̃2 òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ∆2 èìååò

âèä

∆2(ξ, z) = eλz∆̃2(ξ, z) (3.4.15)
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Áîëåå òîãî, ïî ëåììå Øâàðöà òàêæå âûïîëíåíî:

∆̃2(ξ, z) =
1

ε
O(ξ−N), ξ →∞

ãäå N äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â ôîðìå

g(ξ, z) = zg̃(ξ, z). (3.4.16)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.4.15) è (3.4.16) âî âòîðîå ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå ìû

ïîëó÷àåì

g̃ ◦ F0 − g̃ = ∆̃2 (3.4.17)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ôóíêöèÿ êëàññà Dm(W̃r). Óðàâíåíèå (3.4.17) àíàëî-

ãè÷íî ïåðâîìó ãîìîëîãè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, ïîýòîìó ëåììà î ðåøåíèè âòî-

ðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà σ.

Çàìå÷àíèå 3.4.5. Òàê êàê ïàðàìåòð R îáëàñòè W̃r ìîæåò áûòü âûáðàí

äîñòàòî÷íî áîëüøèì, à ìàëàÿ ñåêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü σ ¾îòëè÷àåòñÿ¿ îò

W̃r íà ïîëîñó Π (øèðèíû 3/2), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîñòðîåíû íà îáëàñòè W̃r.

Ñåêòîðèàëüíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Çàìå÷àíèå 3.4.6. Ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ â ïðàâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè äîêàçàëè [34]. Ýòîò ôàêò íå âûíî-

ñèòñÿ íà çàùèòó.

Çàìå÷àíèå 3.4.7. Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå öåíòðàëüíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ â îáëàñòè, ÷óòü áîëüøåé ÷åì W̃r. À èìåííî, îáëàñòü SrRδε

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äèñêà {|z| < ε} íà îáëàñòü SrRδ. Îáëàñòü
SrRδ � ýòî äîïîëíåíèå ê âûïóêëîé îáîëî÷êå îáúåäèíåíèÿ äèñêà ðàäèóñà R è

ñåêòîðà {| arg ξ − π| < δ}, δ ∈ (0;π/2).
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Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðàâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè SrRδε. Ýòîò ôàêò ïîçâîëèò

ñâåñòè ðåøåíèå âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ ïåðâîãî ãî-

ìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â êîîðäèíàòàõ (ξ, z) îòîáðàæåíèå F̃ èìååò ôîðìó

F̃ (ξ, z) = F0(ξ, z) + (∆1,∆2), (ξ, z) ∈ SrR0δε0

ãäå F0(ξ, z) = (ξ + 1, eλz).

Ëåììà 3.4.3. Äëÿ çàäàííîãî δ ∈ (0; π2 ) è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò R1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > R1 è íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèè

ψ : SrRδ → Dε = {|z| < ε}

å¼ ãðàôèê Γ = {(ξ, ψ(ξ)) : ξ ∈ SrRδ} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ îòîáðà-

æåíèÿ F̃ .

F̃ (Γ) ⊂ Γ (3.4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå (3.4.18) îçíà÷àåò ÷òî

Λψ(ξ) + ∆2(ξ, ψ(ξ)) = ψ(ξ + 1 + ∆1(ξ, ψ(ξ)))

èëè, ïî-äðóãîìó,

ψ(ξ) = e−λ(ψ(ξ + 1 + ∆1(ξ, ψ(ξ)))−∆2(ξ, ψ(ξ))) =: [Aψ](ξ) (3.4.19)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.4.19) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð A : ψ 7→ Aψ, äåéñòâóþùèé íà

ìíîæåñòâå ôóíêöèé ψ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ SrRδ. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ψ, ãîëîìîðôíûõ íà Sr
Rδ̃

ñ íîðìîé

‖ψ‖ = sup
Sr
Rδ̃

|ψ(ξ)| ≤ ε

è ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ýòîé íîðìîé. Ìû õîòèì äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ε > 0 íàéòè R1 > R0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > R1:
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1. îïåðàòîð A êîððåêòíî îïðåäåëåí íà M ,

2. A äåéñòâóåò èç M â M ,

3. A - ñæèìàþùèé.

1. Ïóñòü

εi = εi(R) = ‖∆i‖Sr
Rδ̃
×Dε

= sup
Sr
Rδ̃
×Dε

|∆i(ξ, z)|, i = 1, 2

òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòà 1) äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ SrRδ

òî÷êà (ξ, ψ(ξ)) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè SrR0δε0
, à òî÷êà ξ+1+∆1(ξ, ψ(ξ)) äîëæíà

ïðèíàäëåæàòü SrRδ. Ïåðâîå áóäåò âåðíî, åñëè (ñì. ðèñ. íèæå)

ε < ε0 (3.4.20)

à âòîðîå � åñëè

ε1 < sin δ (3.4.21)

2. Åñëè ψ ∈M , òî

Ðèñ. 2: Êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå ξ + 1 ðàäèóñà ε1 ñîäåðæèòñÿ â SrRδ åñëè ε1 < sin δ.

|[Aψ](ξ)| ≤ e−λ(‖ψ‖+ ‖∆2‖) ≤ e−λ(ε+ ε2) ≤ ε
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çíà÷èò, Aψ áóäåò ïðèíàäëåæàòü M , åñëè

ε2 = ε2(R) < ε(Λ− 1) (3.4.22)

3. Åñëè ξ ∈ SrRδ, ãäå R ≥ R1, òîãäà

|[Aψ1](ξ)−A[ψ2](ξ)| = e−λ|(ψ1(ξ+1+∆1(ξ, ψ1(ξ)))−ψ2(ξ)(ξ+1+∆1(ξ, ψ2(ξ)))−

−∆2(ξ, ψ1(ξ)) + ∆2(ξ, ψ2(ξ)))| ≤

≤ e−λ[|ψ1(ξ)(ξ + 1 + ∆1(ξ, ψ1(ξ)))− ψ1(ξ)(ξ + 1 + ∆1(ξ, ψ2(ξ)))|+

+|ψ1(ξ)(ξ+∆1(ξ, ψ2(ξ)))−ψ2(ξ)(ξ+1+∆1(ξ, ψ2(ξ)))|+|∆2(ξ, ψ1(ξ))−∆2(ξ, ψ2(ξ))| ]

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñîñòîèò èç òðåõ ñëàãàåìûõ. Íèæå îöåíèì êàæäîå

èç íèõ.

4. Ðàññòîÿíèÿ â SrRδ (ðèñ. íèæå). Îáîçíà÷èì çà γ êðàò÷àéøóþ êðèâóþ, ñîåäè-

Ðèñ. 3: Ðàññòîÿíèÿ â SRRδ îò ξ1 äî ξ2 - äëèíà êðàò÷àéøåé êðèâîé γ ⊂ SrRδ, èõ ñîäåðæàùåé.

íÿþùóþ òî÷êè ξ1 è ξ2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ξ1 è ξ2 èç îáëàñòè SrRδ,

äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé â SrRδ ôóíêöèè f(ξ) âûïîëíåíî:

|f(ξ1)− f(ξ2)| ≤ c · sup
ξ∈SRRδ

|f ′(ξ)| · |ξ1 − ξ2|

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c = c(δ).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ïóñòü d = d(R) = sin δ − ε1 > 0. Òîãäà îáå òî÷êè

ξ1 = ξ+ 1 + ∆1(ξ, ψ1(ξ)) è ξ2 = ξ+ 1 + ∆1(ξ, ψ2(ξ)) ëåæàò â êðóãå Kξ ðàäèóñà
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ε1 ñ öåíòðîì â òî÷êå ξ + 1.

|ψ1(ξ1)− ψ1(ξ2)| ≤ |∆1(ξ, ψ1(ξ))−∆1(ξ, ψ2(ξ))| · sup
|t−(ξ+1)|<ε1

|ψ′1(t)| ≤

≤ sup
|t−(ξ+1)|<ε1

|ψ′1(t)| · sup
SrRδ×Dε

|∆′1z(ξ, z)| · |ψ1(ξ)− ψ2(ξ)| ≤

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè: åñëè t ∈ Kξ, ξ ∈ SrRδ, òî |ψ′(t)| ≤
‖ψ‖
d ; åñëè

ε < ε0

2 , òîãäà ∆′1z(ξ, z)| ≤ ‖∆1‖
ε0−ε

≤ ‖ψ‖
d
· ‖∆1‖
ε0 − ε

· ‖ψ1 − ψ2‖ ≤ ε · ε1(R)
1

d(ε0 − ε)
‖ψ1 − ψ2‖

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ε1 = ε1(R) <
1

2
sin δ, ε <

ε0

2
(3.4.23)

òî |ψ1(ξ1)− ψ1(ξ2)| ≤ 2ε1

sin δ · ‖ψ1 − ψ2‖.
Âòîðîå ñëàãàåìîå: |ψ1(ξ2)− ψ2(ξ2)| ≤ ‖ψ1 − ψ2‖.
Òðåòüå ñëàãàåìîå:

|∆2(ξ, ψ1(ξ))−∆2(ξ, ψ2(ξ))| ≤ ‖ψ1 − ψ2‖ · sup
SrRδ×Dε

|∆′2z(ξ, z)| ≤

(àíàëîãè÷íî îöåíêå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî)

≤ ‖ψ1 − ψ2‖ ·
ε2(R)

ε0/2
, åñëè ε <

ε0

2

5. Èç 4 ñëåäóåò, ÷òî ‖Aψ1 − Aψ2‖ ≤ ‖ψ1 − ψ2‖ · e−λ · ( 2ε1

sin δ + 1 + 2
ε0
ε2).

6. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî N2 äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Òîãäà ε1(R) è ε2(R) ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ ïðè R → ∞. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå R1 òàêîå ÷òî

(3.4.23) ðàçðåøèìî è

Λ−1 · ( 2ε1

sin δ̃
+

2

ε0
ε2 + 1) < 1 (3.4.24)

òîãäà îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

7. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà. Âûáåðåì ε > 0 èç ïðîìåæóòêà (0, ε0

2 ), ïîñëå

ýòîãî ìû âûáåðåì R1 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî (3.4.22), (3.4.23) è (3.4.24) äëÿ âñåõ

R ≥ R1. Òîãäà ïóíêòû a) á) è â) âûïîëíåíû è ïî òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå



64

(ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì) ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

ëåììû.

Çàìå÷àíèå 3.4.8. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ïàðàìåòð δ áûë âû-

áðàí ïðîèçâîëüíî. Ïîýòîìó, èç óòâåðæäåíèÿ î åäèíñòâåííîñòè òåîðåìû î

íåïîäâèæíîé òî÷êå ñëåäóåò, ÷òî ñåêòîðèàëüíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå

åäèíñòâåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äâà ëþáûõ ñåêòîðèàëüíûõ öåíòðàëüíûõ

ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò íà îáùåé îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

3.5. Ðåøåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà W̃l

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì äâå ëåììû î ðåøåíèè ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îáëàñòè W̃l. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå, â ëåììå î ðåøåíèè âòîðîãî

ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, áóäåò îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàñòâîðà

ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè δ.

Ëåììà 3.5.1 (î ðåøåíèè ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îáëàñòè W̃l).

Ïóñòü ∆1 ∈ Dm(W̃l), òîãäà ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå h ïåðâîãî

ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà W̃l, òàêîå ÷òî:

1. íàéä¼òñÿ c(m) òàêàÿ, ÷òî‖h‖W̃l
≤ c(m)‖∆1‖W̃l,m

;

2. h(ξ, z) = O(|ξ|−m+1) ïðè |ξ| → ∞, (ξ, z) ∈ W̃l;

3. ðåøåíèå ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà W̃l åäèíñòâåííî â êëàññå

ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óòâåð-

æäåíèå 2.

Ëåììà 3.5.2 (î ðåøåíèè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà W̃l). Ïóñòü

∆2 ∈ Dm(W̃l), òîãäà ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå è îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå âòî-

ðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ g± íà W̃l òàêîå ÷òî:

1. íàéä¼òñÿ c(m,λ) òàêàÿ ÷òî ‖g±‖W̃l
≤ c(m,λ)‖∆2‖W̃l,m

;
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2. g±(ξ, z) = O(|ξ|−m+3) ïðè |ξ| → +∞, (ξ, z) ∈ W̃±
l ;

3. ïóñòü δ ∈ (0; π2 ) òàêîå, ÷òî tg δ > λ
2π , òîãäà ðåøåíèå âòîðîãî ãîìîëî-

ãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îáëàñòè W̃±
l åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ

è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5.1 î ðåøåíèè ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

Ðåøåíèå ïåðâîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

h(ξ, z) =
+∞∑
n=1

∆1(ξ − n, e−λnz) (3.5.1)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h, çàäàâàåìàÿ (3.5.1), äåéñòâèòåëüíî óäî-

âëåòâîðÿåò ïåðâîìó ãîìîëîãè÷åñêîìó óðàâíåíèþ â ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé îá-

ëàñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1 è 2 âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âåùå-

ñòâåííàÿ ÷àñòü ξ äëÿ ξ ∈ W̃l îòðèöàòåëüíà:

(1 + |ξ − n|2) ≥ 1

4
(|Re ξ|+ n+ | Im ξ|+ 1)2 ≥ 1

4

(
1

2
|ξ|+ 1

2
(n+ 1)

)2

(3.5.2)

è óñëîâèåì (3.2.7) íà ôóíêöèþ ∆1 èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2.4), îòñþäà

|h(ξ, z)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

∆1(ξ − n, e−λnz)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=1

‖∆1‖SlRε,m
(1 + |ξ − n|2)m2

≤ 22m

(m− 1)

‖∆1‖SlRε,m
|ξ|m−1

Òàê êàê |ξ| > R > 1, òî â êà÷åñòâå c(m) ìîæíî âûáðàòü c(m) = 22m

(m−1) .

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h1 è h2 � ðåøåíèÿ ïåð-

âîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îáëàñòè W̃l, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëî-

âèå 2. Ïóñòü r = h1−h2 � ðàçíîñòü ýòèõ ðåøåíèé. Òîãäà äëÿ r íà âñåé îáëàñòè

W̃l âûïîëíåíî:

r(ξ + 1, eλz)− r(ξ, z) = 0 (3.5.3)
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è r ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà C2 ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïóñòü (ξ, z) � òî÷êà

C2 âíå W̃l. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå n1 = [Re ξ + R] + 1 è n2 = [logeλ
1
ε ] + 1,

÷òî äëÿ n = max{n1;n2}, òî÷êà (ξ0, z0)=(ξ − n, e−λnz) ïîïàäàåò â îáëàñòü W̃l

è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè r â òî÷êå (ξ, z) ÷åðåç çíà÷åíèå â

òî÷êå (ξ0, z0), à èìåííî:

r(ξ, z) = r(ξ − n, e−λnz) = r(ξ0, z0)

Òàê êàê r ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà W̃l, òî å¼ ïðîäîëæåíèå íà C2 ãîëî-

ìîðôíî è îãðàíè÷åíî íà C2. Èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ [29] ñëåäóåò, ÷òî r ≡ const.

Ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ 2, r ≡ 0.

Ëåììà 3.5.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.5.2 î ðåøåíèè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà S0
def
= W̃l ∩ {z =

0}. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè ñëåäóåò, ÷òî

S0 = S̃l. Ïîëîæèì

g0(ξ)
def
= g(ξ, 0)

∆0(ξ)
def
= ∆2(ξ, 0)

Òîãäà g0 ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

g0(ξ + 1)− eλg0(ξ) = ∆0(ξ), ξ ∈ S̃l (3.5.4)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (3.5.4) íà e−λ(ξ+1+R) è ïîëîæèì

d(ξ)
def
= e−λ(ξ+1+R)∆0(ξ) (3.5.5)

Òîãäà óðàâíåíèå (3.5.4) ïðèìåò âèä:

u(ξ + 1)− u(ξ) = d(ξ), ξ ∈ S̃l (3.5.6)
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Ñëåäóÿ Main Lemma, çàäàäèì íà S̃l ïîëîñó Π øèðèíû 3/2 ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ L+
def
= ∂S̃l = {Re ξ = −R} áóäåò îáðàçîâûâàòü

ïðàâóþ ãðàíèöó ïîëîñû, à âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ L− = L+ − 3/2 � ëåâóþ,

ïðè÷¼ì ∂Π = L+ − L−.
Ôóíêöèÿ d â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5.6), ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3.2.7)

íà ôóíêöèþ ∆2, ïðèíàäëåæèò êëàññó Dm(Π). Ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ:

Ëåììà 3.5.3 (ñëåäóåò èç Main Lemma è çàìå÷àíèÿ 3.4.1). Ôóíêöèÿ

u(ξ) =
1

2πi

+∞∑
n=0

∫
L−

d(t)dt

t− ξ − n
+

∫
L+

d(t)dt

t− ξ + n+ 1


ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.6) c ïðàâîé ÷àñòüþ d ∈ Dm(Π) íà ïîëîñå

Π, ïðè÷¼ì:

1. ñóùåñòâóåò c(m) òàêîå, ÷òî ‖u‖Π ≤ c(m)‖d‖Π,m;

2. ñóùåñòâóåò MR
0 = 1

2

∫
L−

d(t)dt, ñóùåñòâóåò C(m, δ):

∀δ ∈
(

0;
π

2

)
, sup

Π
|u(ξ)∓MR

0 | ≤
C(m, δ)‖d‖Π,m

|ξ|m−3
, ξ ∈ Π, ± Im ξ > tg δ|Re ξ|

3. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.6) åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óòâåðæäåíèþ 2 íà ïîëîñå Π.

ÏîëîæèìM0(a)
def
= 1

2

∫
Ret=a

∆0(t)e
−λ(t+1)dt. Îòìåòèì, ÷òî ïðè a = −R− 3

2 ,

M0 = MR
0 e

λR. Òîãäà

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1. Çíà÷åíèå M0 íå çàâèñèò îò âûáîðà a < −R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N ïðÿìîóãîëü-

íèê ΠN ñ ãðàíèöàìè L1
− = −R1+iτ, τ ∈ [−N,N ], L2

− = −R2+iτ, τ ∈ [−N,N ],

L
N−
− = −iN +R, R ∈ [R1, R2] è L

N+

− = +iN +R, R ∈ [R1, R2].



68

Òàê êàê ôóíêöèÿ ∆0(t)e
−λ(t+1) ãîëîìîðôíà íà SlR, òî èíòåãðàë ïî ãðàíè-

öå ïðÿìîóãîëüíèêà ΠN ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âî âåðõíåé ãðàíèöå

ïðÿìîóãîëüíèêà LN+

− :∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2

∫
L
N+
−

∆0(R + iN)eλ(R+iN+1)dR

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
R2∫
R1

‖∆0‖SlR,me
λ(R−1)dR

2(1 + |R|2 + |N |2)m/2
≤

≤
‖∆0‖SlR,m(eλ(R2−1) − eλ(R1−1))

Nm
→ 0 ïðè N →∞

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî íèæíåé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà è ïî-

ëó÷èì, ÷òî
1

2

∫
L1
−

∆0(t)e
−λ(t+1)dt =

1

2

∫
L2
−

∆0(t)e
−λ(t+1)dt

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.6) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ d ∈
Dm(Π), îïðåäåë¼ííîé â (3.5.5) èç Main Lemma.

Ïîëîæèì

g0(ξ)
def
= u(ξ)eλ(ξ+R), ξ ∈ Π (3.5.7)

è ïðîäîëæèì åãî ñ ïîëîñû Π íà ïîëóïëîñêîñòü S̃l èñõîäÿ èç (3.5.4) ïî ôîð-

ìóëå:

g0(ξ)
def
= e−λkg0(ξ+k)−

k−1∑
n=0

e−λ(n+1)∆0(ξ+n), k = [−R−Reξ], ξ ∈ S̃l\Π (3.5.8)

Ïðåäëîæåíèå 3.5.2. Ôóíêöèÿ g0, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (3.5.7) è (3.5.8),

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì è îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.4) íà S̃l,

ïðè÷¼ì:

1. ∃c = c(m,λ) òàêàÿ ÷òî: ‖g0‖S̃l ≤ ‖∆0‖S̃l,m;

2. |g0(ξ)∓M0e
λξ| = O(|ξ|−m+3), ξ ∈ S̃±l , |ξ| → ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîëîñà Π øèðèíû áîëüøå 1, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ξ

ñëåâà îò ïîëîñû òî÷êà (ξ+ k), k = [−R−Reξ] ïîïàäàåò â ïîëîñó Π, ïîýòîìó

ðåøåíèå g0, îïðåäåë¼ííîå ïî ôîðìóëå (3.5.8), êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà S̃l ïðè

ýòîì:

� Ôóíêöèÿ g0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.5.4) (ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè

âûêëàäêàìè).

� Ôóíêöèÿ g0 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé êàê êîíå÷íàÿ ñóììà ãîëîìîðô-

íûõ ôóíêöèé íà êàæäîé ïîëîñå {ξ : Reξ ∈ (−A− 1;−A), A ∈ N}. Çàìåòèì,
÷òî òàê êàê ôóíêöèÿ g0, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (3.5.7) è (3.5.8), óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.5.4), òî âñå òî÷êè ïðÿìîé {ξ ∈ S̃l : Reξ ∈ Z−} ÿâëÿåòñÿ
óñòðàíèìûìè, ñëåäîâàòåëüíî, g0 ãîëîìîðôíà íà S̃l.

� Èç Main Lemma ñëåäóåò îöåíêà g0 íà ïîëîñå Π:

‖g0‖Π =
∥∥∥u(ξ)eλ(ξ+R)

∥∥∥
Π
≤ c(m)‖∆0(ξ)e

−λ(ξ+R+1)‖Π,m ≤ c(m)‖∆0‖Π,m

Îöåíèì íîðìó g0, ïðîäîëæåííîãî íà S̃l\Π (íàïîìíèì, ÷òî λ ∈ R+, òî åñòü

e−λ < 1):

‖g0‖S̃l\Π ≤ e−λ(k+1)‖g0‖Π + e−λ−e−λ(k+1)

1−e−λ ‖∆0‖S̃l,m ≤ c(m)‖∆0‖Π,m+

+ 1
eλ−1
‖∆0‖S̃l,m ≤

(
c(m) + 1

eλ−1

)
‖∆0‖S̃l,m = c(m,λ)‖∆0‖S̃l,m

Îòñþäà

‖g0‖S̃l ≤ c(m,λ)‖∆0‖S̃l,m

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

� Óòâåðæäåíèå 2 Main Lemma äîñòàâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

ðåøåíèÿ â ïîëîñå Π (íàïîìíèì, ÷òî g0(ξ) = u(ξ)eλ(ξ+R), ∆0(ξ) = d(ξ)eλ(ξ+R+1)

è M0e
λξ = MR

0 e
λ(ξ+R)):

|g0(ξ)∓M0e
λξ| ≤ C(m)‖∆0‖Π,m

|ξ|m−3
, ±Imξ > |Reξ|, ξ ∈ Π (3.5.9)

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ g0 ñ ïîëîñû Π íà S̃l ïî ôîðìóëå (3.5.8) (ñîõðàíèâ äëÿ

ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè òî æå îáîçíà÷åíèå). Òîãäà ∀ξ ∈ S̃l òàêîé ÷òî |Imξ| >
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|Reξ| âûïîëíåíî:∣∣g0(ξ)∓M0e
λξ
∣∣ =

∣∣∣∣e−λkg0(ξ + k)∓M0e
λ(ξ+k)e−λk −

k−1∑
n=0

e−λ(n+1)∆0(ξ + n)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣e−λk (g0(ξ + k)∓M0e

λ(ξ+k)
)∣∣+

∣∣∣∣k−1∑
n=0

e−λ(n+1)∆0(ξ + n)

∣∣∣∣
Òàê êàê òî÷êà ξ+k ïîïàäàåò â ïîëîñó Π, òî äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (3.5.9). Îöåíèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:∣∣g0(ξ)∓M0e
λξ
∣∣ ≤ C(m)‖∆0‖Π,m

|ξ + k|m−3eλk
+

k−1∑
n=0

‖∆0‖S̃l,m
|Imξ|meλn

, ±Imξ > |Reξ|, ξ ∈ S̃l

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïî

ìîäóëþ ìíèìîé ÷àñòè ξ âûïîëíåíî: |ξ + k| > |Imξ| > |ξ|/2. Îòñþäà

|g0(ξ)∓M0e
λξ| ≤

Ĉ(m,λ)‖∆0‖S̃l,m
|ξ|m−3

, ±Imξ > |Reξ|, ξ ∈ S̃l (3.5.10)

Åñëè æå ξ ëåæèò âíóòðè ñåêòîðà |Imξ| ≤ tgδ|Reξ|, Reξ < −R, òî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü àñèìïòîòèêó âèäà O(|Reξ|−m+3), òàê êàê ïðè |Imξ| ≤
tgδ|Reξ|, |ξ| ≤ (1 + tgδ)|Reξ|, òî åñòü |Reξ| ≥ |ξ|

1+tgδ .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå g0(ξ) óðàâíåíèÿ (3.5.4) â S̃l ïî îïèñàííîé âûøå ñõå-

ìå: ïóñòü ξ ∈ S̃l, òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k = [−Reξ −R] òàêîå,

÷òî ξ + k ïîïàäàåò â ïîëîñó Π:

|g0(ξ)∓M0e
λξ| =

∣∣∣∣∣e−λk (g0(ξ + k)∓M0e
λ(ξ+k)

)
−

k−1∑
n=0

e−λ(n+1)∆0(ξ + n)

∣∣∣∣∣ ≤
Òàê êàê ξ + k ëåæèò â ïîëîñå Π, òî e−λ(ξ+k) (î÷åâèäíî) è g0(ξ + k) (ïî Main

Lemma) îãðàíè÷åíû, îòñþäà:

≤ c‖∆0‖Π,m

eλk
+

k−1∑
n=0

2m‖∆0‖S̃l,me
−λ(n+1)

(1 + |Reξ + n|)m
≤ c‖∆0‖Π,me

λR

eλ|Reξ|
+

k−1∑
n=0

2m‖∆0‖S̃l,me
−λ(n+1)

(1 + |Reξ + n|)m

Ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂n

(
e−λ(n+1)(1 + |Reξ| − n|)−m

)
= 0 ïðè n0 = −m

λ +1+ |Reξ|; ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |Reξ| çíà÷åíèå n0 ∈ R+; k ≤ |Reξ|, ïîýòîìó:

k−1∑
n=0

e−λ(n+1)(1 + |Reξ + n|)−m =
k−1∑
n=0

e−λ(n+1)(1 + |Reξ| − n)−m ≤

≤ |Reξ| · (λ/m)m em−2λe−|Reξ|
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òîãäà äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C̃(m,λ, δ) âûïîëíåíî:

|g0(ξ)∓M0e
λξ| ≤

C̃(m,λ, δ)‖∆0‖S̃l,m
|ξ|m

, |Imξ| < tgδ|Reξ|, ξ ∈ S̃l (3.5.11)

èç íåðàâåíñòâ (3.5.10), (3.5.11) è îãðàíè÷åíèÿ δ ∈ (π4 ; π2 ) ñëåäóåò âòîðîå óòâåð-

æäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.3. Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (π4 ; π2 ) òàêîãî ÷òî tgδ > λ
2π ãîëî-

ìîðôíîå è îãðàíè÷åííîå íà S̃l ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.4), óäîâëåòâîðÿþùåå

óòâåðæäåíèþ 2 ëåììû î ðåøåíèè âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, åäèí-

ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g±1 (ξ) è g±2 (ξ) ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè è îãðàíè÷åí-

íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ:

g0(ξ + 1)− eλg0(ξ) = ∆0(ξ), ξ ∈ S̃l

è óäîâëåòâîðÿþò óòâåðæäåíèþ 2 ïðåäëîæåíèÿ 2 íà S̃±l . Ïîëîæèì

g±
def
= g±1 − g±2

Òîãäà

g±(ξ + 1)− eλg±(ξ) = 0, ξ ∈ S̃±l

Îáîçíà÷èì u±(ξ)
def
= g±(ξ)e−λξ. Òîãäà ôóíêöèÿ u± ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà

S̃l, à òàê æå 1-ïåðèîäè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü S̃+
l .

Äëÿ ëþáîãî ξ èç S̃+
l ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî ξ̃ = ξ+n ïîïàäàåò

â ¾ëîìàíóþ¿ ïîëîñó

Π+ =

{
−R− 1 ≤ Reξ ≤ −R, åñëè Imξ > −Rtgδ
ctgδImξ − 1 ≤ Reξ ≤ ctgδImξ, åñëè Imξ ≤ −Rtgδ

Â ñèëó 1-ïåðèîäè÷íîñòè, u+(ξ̃) = u+(ξ). Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè



72

Ðèñ. 4: Ïîëîñà Π+.

u+ íà ïîëîñå Π+. Ïîëîæèì

J : ξ 7→ t = e2πiξ (3.5.12)

Çàìåòèì, ÷òî:

J(Π+ ∩ {Imξ > −Rtgδ}) = {0 < |t| < e2πR}
J(Π+ ∩ {Imξ ≤ −Rtgδ}) = {|t| ≥ e2πR}

Ôóíêöèÿ u+ â êîîðäèíàòàõ (3.5.12) èìååò âèä:

ũ+(t)
def
= J−1 ◦ u+ ◦ J = t

−λ
2πig+

(
1

2πi
ln t

)
Â ñèëó 1-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè u+, ôóíêöèÿ ũ+ îïðåäåëåíà êîððåêòíî è

ãîëîìîðôíà íà C∗ = J(S̃l). Êðîìå òîãî:

|t| = |e2πiξ| = e−2πImξ

Â îáðàçå
{

0 < |t| < e2πR
}
âåðõíåé ÷àñòè ïîëîñû âûïîëíåíî:∣∣∣t−λ2πi

∣∣∣ = e−λReξ = e−λReξ̃ ≤ eλ(R+1)

|ũ+(t)| ≤
∣∣∣∣g+

(
1

2πi
ln t

)∣∣∣∣ eλ(R+1) ≤ Const ïðè
{

0 < |t| < e2πR
}

(3.5.13)
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Òîãäà â îáðàçå íèæíåé ÷àñòè ïîëîñû (òî åñòü
{
|t| ≥ e2πR

}
) âûïîëíåíî:

|t
−λ
2πi | = e−λReξ = e−λReξ̃ ≤ e−

λImξ̃
tgδ eλ = e−

λImξ
tgδ eλ = eλ|t|

λ
2πtgδ

|ũ+(t)| ≤ |t|
λ

2πtgδ

∣∣∣∣g+

(
1

2πi
ln t

)∣∣∣∣ ≤ Const|t|
λ

2πtgδ ïðè {|t| ≥ e2πR}

Òàê êàê tgδ > λ
2π , òî èç îöåíîê Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà [29]

ñëåäóåò, ÷òî t =∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè ũ+, òàê ÷òî

ũ+ îãðàíè÷åíà ïðè {|t| ≥ e2πR}. À, ñ ó÷¼òîì (3.5.13), ũ+ îãðàíè÷åíà íà C∗.
Òàê êàê ũ+ ãîëîìîðôíà íà C∗, òî èç òåîðåìû Ðèìàíà îá óñòðàíèìîé

îñîáåííîñòè [29] ñëåäóåò, ÷òî ũ+ ãîëîìîðôíà (è îãðàíè÷åíà) íà C. Èç òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ũ+ = const .

Òîãäà g+(ξ) = const · eλξ; â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé g+

(óòâåðæäåíèå 2 ïðåäëîæåíèÿ 2), òàê êàê ëó÷è {ξ : Reξ = const ≤ −R, Imξ ≥
0} ïðèíàäëåæàò îáëàñòè S+

l , òî g
+ ≡ 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îáëàñòü S̃−l = {Reξ ≤ −R, Imξ ≤ −tgδReξ}

Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ S̃−l ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî ξ̃ = ξ + n ïîïàäàåò

â ¾ëîìàíóþ¿ ïîëîñó Π−:

Π− =

{
−R− 1 ≤ Reξ ≤ −R, åñëè Imξ < Rtgδ

−ctgδImξ − 1 ≤ Reξ ≤ −ctgδImξ, åñëè Imξ ≥ Rtgδ

Ïîäåéñòâóåì îòîáðàæåíèåì (3.5.12) (J : ξ 7→ (t = e2πiξ)):

J(Π− ∩ {Imξ < Rtgδ}) = {|t| > e−Rtgδ}
J(Π− ∩ {Imξ ≥ Rtgδ}) = {0 < |t| ≤ e−Rtgδ}

ũ−(t)
def
= J−1 ◦ u+ ◦ J = t

−λ
2πig−

(
1

2πi
ln t

)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, â ñèëó 1-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíê-

öèè u−, ôóíêöèÿ ũ− îïðåäåëåíà êîððåêòíî è ãîëîìîðôíà íà C∗. Êðîìå òîãî,
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â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè g−:

|ũ−(t)| ≤ Const ·

{
eλ(R+1), åñëè |t| > e−Rtgδ

eλ|t|
−λ

2πtgδ , åñëè 0 < |t| ≤ e−Rtgδ

Èç îöåíîê Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà [29] ñëåäóåò, ÷òî t = 0

ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ũ−, ïîýòîìó ũ− ïðîäîëæàåìà äî ãîëî-

ìîðôíîé è îãðàíè÷åííîé íà C ôóíêöèè. Ïîýòîìó ũ− = const íà C. Îòñþäà,
êàê è â ñëó÷àå âûøå, g− ≡ 0.

Ïîëîæèì

g±0 (ξ)
def
= g0(ξ)∓M0e

λξ

Ïîëîæèì g±0 (ξ)
def
= g0(ξ) ∓M0e

λξ. Ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîãî

âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.5.4) íà îáëàñòè S̃l. Âû÷òåì òåïåðü èç

âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óðàâíåíèå (3.5.4). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

r(ξ + 1, eλz)− eλr(ξ, z) = ρN(ξ, z), (ξ, z) ∈ W̃l (3.5.14)

ãäå

ρN(ξ, z)
def
= ∆2N(ξ, z)−∆0(ξ), r(ξ, z)

def
= g(ξ, z)− g0(ξ)

Èç ëåììû Øâàðöà [29] ñëåäóåò, ÷òî ρN(ξ, z) = z∆̃N(ξ, z), ãäå ∆̃N êëàññà

Dm(W̃l). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.14) â ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè W̃l áóäåì

èñêàòü â âèäå r(ξ, z) = zg̃(ξ, z), ãäå g̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

g̃
(
ξ + 1, eλz

)
− g̃(ξ, z) = e−λ∆̃N(ξ, z), (ξ, z) ∈ W̃l (3.5.15)

Òàê êàê ôóíêöèÿ e−λ∆̃N ∈ Dm(W̃l), òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

(îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ëåììû 1):

Ïðåäëîæåíèå 3.5.4. Ôóíêöèÿ g̃ âèäà

g̃(ξ, z) =
+∞∑
n=1

e−λ∆̃N

(
ξ − n, e−λnz

)
ãîëîìîðôíà, îãðàíè÷åíà è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.5.15) íà W̃l ïðè-

÷¼ì:
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1. äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c = c(m) âåðíî: ‖g̃‖W̃l
≤ c‖∆̃N‖W̃l,m

;

2. g̃(ξ, z) = O(|ξ|−m+1) ïðè |ξ| → ∞, (ξ, z) ∈ W̃l;

3. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.15) åäèíñòâåííî íà W̃l â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 2.

Ïðåäëîæåíèÿ 3.5.2-3.5.4 äîñòàâëÿþò òðåáóåìîå ðåøåíèå âòîðîãî ãîìî-

ëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè W̃l ñëåäóþùåãî âèäà

g±(ξ, z) = g±0 (ξ) + zg̃(ξ, z), (ξ, z) ∈ W̃l

ãäå g±0 èç ïðåäëîæåíèé 3.5.2 è 3.5.3, g̃ � èç ïðåäëîæåíèÿ 3.5.4.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî, òàê êàê ∀(ξ, z) ∈ W̃l, Re ξ < −R, òî

‖M0e
λξ‖W̃l

= sup
W̃l

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

∫
Re t=−R− 3

2

∆0(t)e
−λ(t−ξ)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c(λ)

∫
Re t=−R− 3

2

‖∆0‖W̃l,m

(1 + |t|2)m/2
dt = C(λ)‖∆0‖W̃l,m

Òåì ñàìûì äîêàçàíà ëåììà 3.5.2 (å¼ äðóãèå îöåíêè ñëåäóþò èç ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îöåíîê ïðåäëîæåíèé 3.5.2-3.5.4).

3.6. Âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í âòîðîìó øàãó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñåê-

òîðèàëüíîé Wíîðìàëèçàöèè. Çäåñü áóäóò ïîñòðîåíû âñïîìîãàòåëüíûå îïå-

ðàòîðû L è R, à òàê æå äîêàçàíà ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà H = L ◦ R ïðè

ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé.

Òàê êàê âñå ðàññóæäåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà äëÿ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé

W̃r è W̃l ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû, îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè, ýòè îáëàñòè W , à,

ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòè W̃±
r è W̃±

l îáîçíà÷èì W±.
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Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè d = (d1, d2), ãîëîìîðôíîé íà îáëàñòèW , ïîëîæèì

‖d‖W,m
def
= ‖d1‖W,m + ‖d2‖W,m (3.6.1)

Îáîçíà÷èìBm(W ) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîð-

ôóíêöèé d = (d1, d2), ãîëîìîðôíûõ íà W ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖d‖W,m < ∞,

îïðåäåëÿåìîé (3.6.1).

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè f = (h, g) , ãîëîìîðôíîé íà ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé

îáëàñòè W , ïîëîæèì

‖f‖W
def
= ‖h‖W + ‖g‖W (3.6.2)

Îáîçíà÷èì A(W ) � ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé f = (h, g) ãîëîìîðôíûõ

íà W ñ íîðìîé (3.6.2).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Bm(W ) è A(W ) � áàíàõîâû.

Îïåðàòîð ðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé L±

Îáîçíà÷èì L± îïåðàòîð, ðàçðåøàþùèé ãîìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (3.2.4) è

(3.2.5) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ d ∈ Bm(W ) (ñîïîñòàâëÿþùèé âåêòîð-ôóíêöèè d ∈
Bm(W ) âåêòîð-ôóíêöèþ f± ∈ A(W )):

f± = L±[d]

è äåéñòâóþùèé ñîãëàñíî ëåììàì 3.5.1 è 3.5.2. Òîãäà ñëåäóþùàÿ ëåììà ñëå-

äóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 3.5.1 è 3.5.2:

Ëåììà 3.6.1. Äëÿ ëþáîãî m ∈ (3;N − 2) îïåðàòîð L± ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî

îïðåäåë¼ííûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç Bm(W ) â A(W ), ïðè÷¼ì äëÿ

íåêîòîðîé C(m,λ) âåðíî:

∀d ∈ Bm(W ) : ‖L±[d]‖W ≤ C(m,λ)‖d‖W,m

Îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè R

Ïóñòü δ ∈ (0; π2 ) òàêîå, ÷òî tgδ > λ
2π . Ïóñòü çäåñü è âñþäó äàëåå âåêòîð-

ôóíêöèÿ ∆N = (∆1N ,∆2N) � ôèêñèðîâàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.



77

Âûáåðåì ïàðàìåòðû R0 > 1, ε0 > 0 è ïîñòðîèìWR0ε0
òàê, ÷òî ∆N ãîëî-

ìîðôíà íà WR0ε0
. Òîãäà èç ëåììû 3.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ∆N êëàññà BN−2(WR0ε0

).

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε1 < ε0/2 è R1 > max {R0 + 1; 1/ε0},
òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ {Reξ ≤ −R1} ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íîãî äèñêà
ñ öåíòðîì â òî÷êå ξ íà êðóã |z| < ε0 öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â WR0ε0

. Âûáåðåì

íåêîòîðîå R > R1, ε < ε1 è ïîñòðîèì ñåêòîðèàëüíóþ îáëàñòü WRε.

Ïóñòü ω = min{1/2; ε0/2}. Îáîçíà÷èì

Mω(WRε) = {f ∈ A(WRε) : ‖f‖WRε
≤ ω}

øàð ðàäèóñà ω (ñ öåíòðîì â íóëå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå A(WRε) ñ

ìåòðèêîé, îïðåäåëÿåìîé íîðìîé (3.6.2).

Îáîçíà÷èì R îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó R[(h, g)] = (d1, d2),

ãäå:

d1(ξ, z) = ∆1N(ξ + h(ξ, z), z + g(ξ, z)), d2(ξ, z) = ∆2N(ξ + h(ξ, z), z + g(ξ, z))

Ëåììà 3.6.2. ∀m ∈ (3;N − 2) îïåðàòîð R ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼í-

íûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç Mω(WRε) â Bm(WRε) òàêèì, ÷òî:

1. ‖R[f ]‖WRε,m ≤ c1, ∀f ∈Mω(WRε), äëÿ íåêîòîðîé c1 = c1(m,R, ε0);

2. îïåðàòîð R± � ëèïøèöåâ ñ ïîñòîÿííîé c2 = c2(m,R, ε0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ Mω(WRε), òîãäà ∀(ξ, z) ∈ WRε: |h(ξ, z)| ≤ ω,

|g(ξ, z)| ≤ ω.

Îáîçíà÷èì ξ̃ = ξ + h(ξ, z), z̃ = z + g(ξ, z).

Îïåðàòîð R± êîððåêòíî îïðåäåë¼í íà Mω(WRε), òàê êàê ξ̃ = ξ+h(ξ, z)

ëåæèò â øàðå |ξ̃ − ξ| < ω ≤ 1/2, à |z̃| = |z + g(ξ, z)| < ε0, ïîýòîìó åñëè

(ξ, z) ∈ WRε, òî ïàðà (ξ̃, z̃) ∈ W(R−ω)ε0
⊂ WR0ε0

è ïàðà (d1, d2) êîððåêòíî

îïðåäåëåíà íà WRε è îáå ôóíêöèè ãîëîìîðôíû, òàê êàê ∆N ∈ BN−2(WR0ε0
).

Îãðàíè÷åííîñòü.
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Äëÿ âñåõ (ξ, z) ∈ WRε âåðíû îöåíêè:

‖d1‖WRε,m = sup
WRε

|d1(ξ, z)(1 + |ξ|2)m/2| =

= sup
WRε

∣∣∣∣∆1N(ξ̃, z̃)(1 + |ξ̃|2)m/2 (1 + |ξ|2)m/2

(1 + |ξ̃|2)m/2

∣∣∣∣ ≤ 2m/2‖∆1N‖W(R−ω)ε0
,m

àíàëîãè÷íî

‖d2‖WRε,m ≤ 2m/2‖∆2N‖W(R−ω)ε0
,m

Òàê êàê ω ≤ 1/2, òî ‖∆jN‖W(R−ω)ε0
,m ≤ ‖∆jN‖W(R−1/2)ε0

,m, j = 1, 2. Òåì ñàìûì

ïåðâàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà ñ ïîñòîÿííîé:

c1 = 2m/2‖∆N‖W(R−1/2)ε0
,m

Ëèïøèöåâîñòü. Ïóñòü (h, g) ∈ Mω(WRε) è (a, b) ∈ Mω(WRε). Äëÿ

òî÷åê (ξ, z) ∈ WRε îáîçíà÷èì (ξ1, z1) = (ξ + h(ξ, z), z + g(ξ, z)), (ξ2, z2) =

(ξ + a(ξ, z), z + b(ξ, z)). Òîãäà:

‖d1[h, g] − d1[a, b]‖WRε,m = sup
WRε

∣∣∣(∆1N(ξ1, z1)−∆1N(ξ2, z2))(1 + |ξ|2)m/2
∣∣∣ ≤

≤ sup
WRε

[
sup

p∈[ξ1,ξ2]

∣∣∣∣∂∆1N

∂ξ
(p, z1)(1 + |ξ|2)

m
2

∣∣∣∣ · |h(ξ, z)− a(ξ, z)|

]
+

+ sup
WRε

[
sup

q∈[z1,z2]

∣∣∣∣∂∆1N

∂z
(ξ2, q)(1 + |ξ|2)

m
2

∣∣∣∣ · |g(ξ, z)− b(ξ, z)|

]
≤

Òàê êàê (h, g) ∈Mω(WRε),(a, b) ∈Mω(WRε), òî ïðè (ξ, z) ∈ WRε âûïîëíåíî:

1. |h(ξ, z)| < ω < 1/2, |a(ξ, z)| < ω < 1/2, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî p ∈ [ξ1, ξ2]

øàð Bp ñ öåíòðîì â (p, z1) ðàäèóñà 1/4 ëåæèò â îáëàñòè W(R−3/4)ε;

2. |g(ξ, z)| < ω < ε0/2, |b(ξ, z)| < ω < ε0/2, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî q ∈ [z1, z2]

øàð Bq ðàäèóñà ε0/4 ñ öåíòðîì â òî÷êå (ξ2, q) ëåæèò â îáëàñòè WR( 3
4ε0).
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≤ sup
WRε

[
sup

p∈[ξ1,ξ2]

∣∣∣∣∣4max
ξ̃∈∂Bp

(
∆1N(ξ̃, z1)(1 + |ξ|2)m/2 (1 + |ξ̃|2)m/2

(1 + |ξ̃|2)m/2

)∣∣∣∣∣
]
‖h− a‖WRε

+

+ sup
WRε

 sup
q∈[z1,z2]

∣∣∣∣∣∣
max
z̃∈∂Bq

|∆1N(ξ2, z̃)|

ε0/4
(1 + |ξ|2)m/2 (1 + |ξ2|2)m/2

(1 + |ξ2|2)m/2

∣∣∣∣∣∣
 ‖g − b‖WRε

≤

Òàê êàê (èç âûáîðà ïàðàìåòðîâ) 1
ε0
< R, à òàê æå:

1. WRε ⊂ W(R−3/4)ε ⊂ W(R−3/4)ε0
; sup
W(R−3/4)ε0

(1+|ξ|2)m/2

(1+|ξ̃|2)m/2
≤ 2;

2. WRε ⊂ WR( 3
4ε0) ⊂ W(R−3/4)ε0

; sup
W(R−3/4)ε0

(1+|ξ|2)m/2

(1+|ξ2|2)m/2
≤ 2;

òî

‖d1[h, g]− d1[a, b]‖WRε,m ≤

≤ 4‖∆1N‖W(R−3/4)ε0
‖h− a‖WRε

+ 4R‖∆1N‖W(R−3/4)ε0
‖d− b‖WRε

≤

≤ 4R‖∆1N‖W(R−3/4)ε0
‖(h, g)− (a, b)‖WRε

Òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïîêàæåì, ÷òî

‖d2[h, g]− d2[a, b]‖WRε,m ≤ 4R‖∆2N‖W(R−3/4)ε0
,m‖(h, g)− (a, b)‖WRε

Òàê êàê ω ≤ 1/2, òî îïåðàòîð R � ëèïøèöåâ ñ ïîñòîÿííîé

c2 = 4R‖∆N‖W(R−3/4)ε0
,m

Ïðåäëîæåíèå 3.6.1. ∀m ∈ (3;N − 3) âûïîëíåíî:

c(R,m) = max{c1, c2} ≤
2N−5‖∆̃N‖WR0ε0

,(N−2)

RN−3−m

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ∆̃N ∈ BN−2(WR0ε0
); çàìåòèì, ÷òî R−3/4 >

R/4 (ïðè R > 1) è 4
N−2−m

2 ≤ 2N−5 ïîýòîìó ïðè çàäàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ
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R0 è ε0 âûïîëíåíî:

‖∆̃N‖W(R−3/4)ε0
,m =

= sup
W(R−3/4)ε0

(
(|∆̃1N(ξ, z)|+ |∆̃2N(ξ, z)|)(1 + |ξ|2)

N−2
2 · (1 + |ξ|2)m2

(1 + |ξ|2)N−2
2

)
≤

≤ sup
W(R−3/4)ε0

‖∆̃N‖WR0ε0
,(N−2)

(1 + |ξ|2)N−2−m
2

≤
4
N−2−m

2 ‖∆̃N‖WR0ε0
,(N−2)

RN−2−m ≤
2N−5‖∆̃N‖WR0ε0

,(N−2)

RN−2−m

îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ñæèìàåìîñòü êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ H± def
= L± ◦ R.

Ñíà÷àëà óòî÷íèì âûáîð ïàðàìåòðîâ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé.

Âûáåðåì íåêîòîðûå ε0 > 0, R0 > 1, 3 < m < N − 3; ïîñòðîèì WR0ε0
;

ïî íèì âû÷èñëèì ‖∆N‖WR0ε0
,(N−2) è C(m,λ) (èç ëåììû 3.6.1). Ïîëîæèì

ω = min {1/2; ε0/2} , 0 < ε1 < ε0/2

Ïóñòü c(N) èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6.1, îáîçíà÷èì

R1 = max

{
R0 + 1; 1/ε0;

(
c(N)ω−1C(m,λ)‖∆N‖WR0ε0

,(N−2)

) 1
N−m−3

}
Âûáåðåì, íàêîíåö, R ≥ R1 è ïîëîæèòåëüíîå ε ≤ ε1. Ïîñòðîèì A(WRε),

Bm(WRε) è Mω(WRε).

Ëåììà 3.6.3. Îïåðàòîð H± ïðè óêàçàííîì âûøå âûáîðå ïàðàìåòðîâ äåé-

ñòâóåò èç Mω(WRε) â Mω(WRε) è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðR äåéñòâóåò èçMω(WRε)

â Bm(WRε) ñ êîíñòàíòîé c1 (óòâåðæäåíèå 1) è ëèïøèöåâ ñ êîíñòàíòîé c2

(óòâåðæäåíèå 2), òàêæå âûïîëåíåíî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.6.2.

Èç ëåììû 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð L±, ðàçðåøàþùèé ãî-
ìîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äåéñòâóåò èç Bm(WRε) â A(WRε) è îãðàíè÷åí ñ êîí-

ñòàíòîé C(m,λ).
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Òîãäà: òàê êàê ∀f ∈Mω(WRε), R[f ] ∈ Bm(WRε), òî äëÿ îïåðàòîðà H±

âûïîëíåíî:

∀f ∈Mω(WRε) : ‖H±[f ]‖WRε
≤ ‖L±‖WRε

· ‖R[f ]‖WRε,m ≤ C(m,λ)c(R,m)

(3.6.3)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà L± òàêæå âûïîëíåíî:

∀f1,2 ∈Mω(WRε) : ‖H±[f1]−H±[f2]‖WRε
=

= ‖L±(R[f1]−R[f2])‖WRε
≤ C(m,λ)c(R,m)‖f1 − f2‖WRε

(3.6.4)

Â ñèëó âûáîðà R èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6.2 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

c(R,m)C(m,λ) ≤ ω ≤ 1/2 (3.6.5)

èç (3.6.3) è (3.6.5) ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïåðàòîðà H±, èç (3.6.4) è (3.6.5) �
ñæèìàåìîñòü. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñòðîèì îáëàñòè W±
Rε. Íàïîìíèì, ÷òî δ ∈

(
0; π2
)
è tgδ > λ

2π .

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ∆N �ôóíêöèÿ èç ïðàâîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé. Âûáîð êëàññà BN−2 ñ ïàðàìåòðîì N −2 îáóñëîâëåí ëåììîé 3.1.2.

Ëåììà 3.6.4. Íà îáëàñòè WRε:

1. ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå è îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå H̃±N ñîïðÿãàþ-

ùåå F0 ñ F̃N âèäà:

H̃±N(ξ, z) = (ξ + hN(ξ, z), z + g±N(ξ, z))

2. H̃±N(ξ, z) = (ξ + o(|ξ|−N+6), z + o(|ξ|−N+6)) ïðè |ξ| → ∞, (ξ, z) ∈ W±
Rε;

3. íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå, ñîïðÿãàþùåå F0 ñ F̃N íà îáëàñòè W±
Rε,

åäèíñòâåííî â êëàññå ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî A(WRε) ñ íîðìîé (3.6.2) ÿâëÿåòñÿ áàíàõî-

âûì, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî Mω(WRε) ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé � ïîëíî.

Òàê êàê ïî ëåììå 6 îïåðàòîð H± äåéñòâóåò èç Mω(WRε) â Mω(WRε) è ÿâ-

ëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, òî ïî òåîðåìå î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ â îáëàñòè

WRε:

∃!
(
h±N , g

±
N

)
:
(
h±N , g

±
N

)
= H±

(
h±N , g

±
N

)
(3.6.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî îòîáðàæåíèå H̃±N(ξ, z) = (ξ +

h±(ξ, z), z+g±N(ξ, z)), óäîâëåòâîðÿþùåå ïàðå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (ò.å.

ñîïðÿãàþùåå F0 ñ F̃N). Òàê êàê (h±N , g
±
N) ∈ Mω(SRε), òî H̃N ãîëîìîðôíî â

WRε. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî (ðàâåíñòâî îòîáðàæåíèé h+
N = h−N íà

ïåðåñå÷åíèè W+
Rε è W

−
Rε ìîæåò áûòü ïîêàçàíî â òî÷íîñòè òàê æå êàê óòâåð-

æäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.5.3.

Òàê êàê èç ëåììû 3.6.2 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð R äåéñòâóåò èç Mω(WRε)

â Bm(WRε), òî èç ëåìì 3.5.1 è 3.5.2 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 2.

Óòâåðæäåíèå 3 òàê æå ìîæåò áûòü ïîêàçàíî àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ

ïðåäëîæåíèÿ 3.5.3.

Çàìå÷àíèå 3.6.1. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé

W̃+
l è W̃−

l ñëåäóåò, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàâåíñòâî îòîáðàæåíèé h+
N

è h−N íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ îáëàñòåé ìîæåò áûòü ïîêàçàíî â òî÷íîñòè

òàê æå êàê åäèíñòâåííîñòü ñåêòîðèàëüíîãî ãîëîìîðôíîãî íîðìàëèçóþùåãî

îòîáðàæåíèÿ â ï.3.7.

3.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçàöèè

Âñå ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëà ïðîâîäÿòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè âûáîðà ïàðàìåòðîâ

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.6.4.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Ëåììà 3.6.4 äîñòàâëÿåò ãîëîìîðôíóþ íîðìàëèçóþùóþ çàìåíó êîîðäèíàò H̃±N ,

ñîïðÿãàþùóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó F0 ñ ïðåäâàðèòåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé

F̃N íà îáëàñòè WRε. Òîãäà êîìïîçèöèÿ H̃±N ◦ H̃N ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîá-

ðàæåíèåì, ñîïðÿãàþùèì F0 ñ îòîáðàæåíèåì F̃ íà WRε.

Íîðìèðîâàííîñòü

Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå H̃±N ◦ H̃N ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì

íà W±
Rε.

Îòìåòèì, ÷òî èç íîðìèðîâàííîñòè îòîáðàæåíèÿ H̃±N ◦ H̃N â ñåêòîðèàëü-

íûõ îáëàñòÿõW±
Rε ñëåäóåò èõ îáðàòèìîñòü ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå äîñòàòî÷-

íî áîëüøîãî ïàðàìåòðà R.

Åäèíñòâåííîñòü

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ãîëîìîðôíûõ, îãðàíè÷åííûõ è íîðìèðîâàííûõ îòîá-

ðàæåíèÿ, ñîïðÿãàþùèõ F0 ñ F̃ íà îáëàñòè W±
Rε. Îáîçíà÷èì èõ H± è G±. Èç

íîðìèðîâàííîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (G±)−1, êî-

òîðîå äåéñòâóåò èç G±(W±
Rε) â W

±
Rε. Îòîáðàæåíèå Φ± = H± ◦ (G±)−1 áóäåì

íàçûâàòü ôóíêöèåé ïåðåõîäà. Èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäà ñëåäóåò, ÷òî

îíà êîììóòèðóåò ñ íîðìàëüíîé ôîðìîé F0:

F0 ◦ Φ± = F0 ◦H± ◦ (G±)−1 = H± ◦ F̃ ◦ (G±)−1 = H± ◦ (G±)−1 ◦ F0 = Φ± ◦ F0

Ïóñòü ôóíêöèÿ ïåðåõîäà èìååò âèä Φ±(ξ, z) = (ξ+h(ξ, z), z+ g±(ξ, z)), ãîëî-

ìîðôíà, îãðàíè÷åíà è òàê æå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé. Èç êîììóòèðóåìîñòè

ñ íîðìàëüíîé ôîðìîé ñëåäóåò, ÷òî:

h(ξ, z) = h
(
ξ + 1, eλz

)
(3.7.7)

eλg±(ξ, z) = g±
(
ξ + 1, eλz

)
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂g±

∂z âûïîëíåíî òî æå ñîîòíîøåíèå, ÷òî è äëÿ

ôóíêöèè h:
∂g±

∂z
(ξ, z) =

∂g±

∂z

(
ξ + 1, eλz

)
(3.7.8)

Ïðè÷¼ì èç îöåíîê Êîøè [29] è íîðìèðîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
∂g±

∂z òàê æå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé è îãðàíè÷åííîé íà, áûòü ìîæåò, ìåíüøåé,

ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè, ñ àíàëîãè÷íîé àñèìïòîòèêîé.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.7.7) è (3.7.8) â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò óðàâíå-

íèå (3.5.3) èç äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîãî ãîìîëîãè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ (ëåììà 3.5.1). Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

h(ξ, z) =
∂g±

∂z
(ξ, z) = 0, (ξ, z) ∈ C2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g± íå çàâèñèò îò z: äëÿ g±(ξ, z) = g±(ξ) è âûïîëíåíî:

eλg±(ξ) = g±(ξ + 1), ξ ∈ S±Rε (3.7.9)

Â òî÷íîñòè òàêîå æå óðàâíåíèå è òàê æå â îáëàñòè S±Rε óæå áûëî ðàññìîòðåíî

â äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòè ðåäóöèðîâàííîãî âòîðîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ (ïðåäëîæåíèå 3.5.4). Îòñþäà g± ≡ 0 íà S±Rε.

Àñèìïòîòèêà

Ïóñòü H̃±
def
= H̃±N◦H̃N � ïîñòðîåííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ. Èç äîêàçàííîé âûøå

åäèíñòâåííîñòè è åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ïðè ïîñòðîåíèè ~HN è H̃±N ïàðàìåòð N > 6 ìîã áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî.

Òîãäà, òàê êàê

H̃N = id+ (O(|ξ|−N+6), O(|ξ|−N+6)), |ξ| → ∞

òî:

∀N > 6 : H̃±N ◦ H̃N = H̃N +O(|ξ|−N+6), |ξ| → ∞

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ïîëóôîðìàëüíàÿ íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà êîîðäèíàò ~H

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì äëÿ H̃±N ◦ H̃N ïðè N →∞.
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Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáëàñòè W̃l

íà ñåêòîðèàëüíóþ îáëàñòü Sl × {|z| < ε}

Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè Ω1 è Ω2 ñòðîèëèñü êàê

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîîáðàçà ëåâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè íà ξ-ïëîñêîñòè

Sl íà äèñê {|y| < ε}. Îáîçíà÷èì Wl = Sl × {|z| < ε} è îïðåäåëèì îáëàñòè

W±
l àíàëîãè÷íî îáëàñòÿì W̃±

l . Ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûé óðàâíåíèé áûëè

ïîñòðîåíû íà ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ÷åì W±
l îáëàñòè W̃±

l . Èñïðàâèì ýòî.

Áûëè ïîñòðîåíû ãîëîìîðôíûå ñåêòîðèàëüíûå íîðìàëèçóþùèå îòîáðà-

æåíèÿ H̃±N = (ξ+hN(ξ, z), z+g±N(ξ, z)) íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ W̃±
l . Ïðî-

äîëæèì hN è g±N ïî ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì íà ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè

W±
l ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Îáîçíà÷èì ξj = ξ − j, zj = e−λjz. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ W±
l \W̃

±
l

íàéä¼òñÿ k = [Reξ − R + 1] òàêîå, ÷òî (ξk, zk) ∈ W̃±
l . Òîãäà hN è g±N ìîãóò

áûòü êîððåêòíî ïðîäîëæåíû ïî èíäóêöèè äî ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ

íà W±
l ôóíêöèé ïî ôîðìóëàì:

hN(ξ, z) = hN(ξk, zk) +
k∑

n=1
∆1N(ξn + hN(ξn, zn), zn + gN(ξn, zn))

gN(ξ, z) = eλkgN(ξk, zk) +
k∑

n=1
eλ(n−1)∆1N(ξn + hN(ξn, zn), zn + gN(ξn, zn))

Èç îöåíîê H̃±N íà W̃l è îãðàíè÷åííîñòè k (k íå ïðåâûøàåò 2R+3) ñëåäóåò, ÷òî

ïðîäîëæåííîå òàêèì îáðàçîì íà Wl îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííî, ãîëîìîðôíî,

îãðàíè÷åíî è ñîõðàíÿåò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íà W±
l .

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçàöèè

Âûáèðàÿ ïàðàìåòðû îáëàñòåé äîñòàòî÷íî áîëüøèìè (ðàäèóñ R è ðàñòâîð δ)

è äîñòàòî÷íî ìàëûìè (ðàäèóñ ε), áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïðîîáðàçàìè îáëàñòåéW+
l ,W

−
l , W̃

−
r è W̃+

r ïðè îòîáðàæåíèè K : (x, y) 7→
(ξ = − 1

x , z = y) ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñåêòîðèàëüíûå îáëàñòè Ω1, Ω2, Ω3 è
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Ω4 è ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Hj = K−1 ◦ H̃j ◦ K, j ∈ Z4 óäîâëåòâîðÿåò

òåîðåìå 0.0.2.

Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà 0.0.2 î ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçàöèè äîêàçàíà.



87

4. Òåîðåìà îá àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé îáîçíà÷èì Wj îáðàç ñòàíäàðòíîé

ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè Ωj ïðè äåéñòâèè âûïðÿìëÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ K.

Â ðàçäåëå âûøå äàííûå îáëàñòè áûëè îáîçíà÷åíû W1 = W+
l , W2 = W−

l ,

W3 = W̃−
r è W4 = W̃+

r .

Ïóñòü Hj, j ∈ Z4 � ïîñòðîåííûå â òåîðåìå 0.0.2 ãîëîìîðôíûå íîðìè-

ðîâàííûå ñåêòîðèàëüíûå íîðìàëèçóþùèå îòîáðàæåíèÿ.

4.1. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ýêâèìîäàëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ôóíêöèè Φj,j+1
def
= H−1

j+1 ◦ Hj, j ∈ Z4 ñ îáëàñòÿìè

îïðåäåëåíèÿ Ω̃j,j+1 = Ωj ∩ H−1
j ◦ Hj+1(Ωj+1) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè

ïåðåõîäà.

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû î ñåêòîðèàëüíîé íîðìà-

ëèçàöèè 0.0.2, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì

äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäà ïðè x→ 0, òî åñòü

∀N ∈ N, Φj,j+1(x, y)− (x, y) = (O(|x|N), O(|x|N)), |x| → 0, (x, y) ∈ Ω̃j,j+1

Çàïèøåì ôóíêöèè ïåðåõîäà â âûïðÿìëÿþùèõ êîîðäèíàòàõ: Ψj,j+1
def
=

K ◦Φj,j+1 ◦K−1. Îáîçíà÷èì W̃j,j+1 îáðàç îáëàñòè Ω̃j,j+1 ïðè îòîáðàæåíèè K.

Îòìåòèì, ÷òî èç çàìå÷àíèÿ 4.1.1 ñëåäóåò, ÷òî

∀N ∈ N, Ψj,j+1(ξ, z)− (ξ, z) = (O(|ξ|−N), O(|ξ|−N)), |ξ| → ∞, (ξ, z) ∈ W̃j,j+1

(4.1.1)

Ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà èìåþò âèä

Ψj,j+1(ξ, z) = (ξ + hj,j+1(ξ, z), z + gj,j+1(ξ, z))

ãäå hj,j+1 è gj,j+1 ãîëîìîðôíû è îãðàíè÷åíû íà W̃j,j+1, j ∈ Z4. Èç ïîñòðîåíèÿ

ñåêòîðèàëüíûõ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ω3
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è Ω4 ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ, ôóíêöèÿ ïåðåõîäà Ψ3,4 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Ψ3,4(ξ, z) = (ξ + hj,j+1(ξ, z), z(1 + g̃j,j+1(ξ, z)))

ãäå g̃3,4 ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà íà W̃3,4.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå J , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

J : (ξ, z) 7→ (t = e2πiξ, τ = ze−λξ)

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå J ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íîðìàëüíîé ôîð-

ìû F0 (â ÷àñòíîñòè, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ξ 7→ ξ + 1). Ïîýòîìó

êîððåêòíî îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê íåìó

J−1 : (t, τ) 7→
(
ξ =

1

2πi
ln t, z = τt

λ
2πi

)
Îáîçíà÷èì Υj,j+1

def
= J ◦Ψj,j+1 ◦ J−1 è Θj,j+1 = J(W̃j,j+1), òîãäà:

Υ3,4(t, τ) =
(
te2πiα3,4(t,τ), τ (1 + β3,4(t, τ)) e−λα3,4(t,τ)

)
, (t, τ) ∈ Θ3,4

Υj,j+1(t, τ) =
(
te2πiαj,j+1(t,τ), (τ + βj,j+1(t, τ)) e−λαj,j+1(t,τ)

)
(t, τ) ∈ Θj,j+1, j = 1, 2, 4

ãäå:

Θ3,4 = {0 < |t| <∞}× {|τ | < const < +∞}
α3,4(t, τ) = h3,4

(
1

2πi ln t, τ t
λ

2πi

)
, β3,4(t, τ) = g3,4

(
1

2πi ln t, τ t
λ

2πi

)
Θ1,2 = {0 < |t| <∞}× {|τ | < +∞}
Θ2,3 = {|t| > const} × {|τ | < const < +∞}
Θ4,1 = {|t| < const <∞}× {|τ | < const < +∞}
αj,j+1(t, τ) = ϕj,j+1

(
1

2πi ln t, τ t
λ

2πi

)
, βj,j+1(t, τ) = t

−λ
2πiϕj,j+1

(
1

2πi ln t, τ t
λ

2πi

)
j = 1, 2, 4
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Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè αj,j+1 è βj,j+1, j ∈ Z4 ãîëîìîðôíû è îãðàíè÷åíû íà

îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà:

1) Èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ è òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè [29]

ñëåäóåò, ÷òî α3,4 = α3,4(τ), β3,4 = β3,4(τ), α1,2 ≡ C1, β1,2 ≡ C2, ãäå Cj, j = 1, 2

� íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

2) Èç ïîñòðîåíèÿ ãîëîìîðôíûõ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé â ïðà-

âîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè (à èìåííî, ðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà

èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ Γc) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïàðàìåòð ¾c¿ âûáðàòü ðàâíûì

íóëþ, òî ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå â îáëàñòè W̃3 ñîâïàä¼ò

ñ ðåøåíèåì â W̃4. Íàïîìíèì, ÷òî ¾íóëåâàÿ¿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ çàäà¼òñÿ

ïàðàìè (ξ, z) èç ïðàâîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè òàêèìè, ÷òî 0 = ze−λξ. Òàêèì

îáðàçîì α3,4(0) = β3,4(0) = 0.

3) Ôóíêöèè ïåðåõîäà Υ2,3 ïðè t→∞ è Υ4,1 ïðè t→ 0 àñèìïòîòè÷åñêè

òîæäåñòâåííû.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

Υ1,2(t, τ) = (t, τ + C)

Υ2,3(t, τ) =
(
t(1 + A2,3(t, τ)), (τ +B2,3(t, τ)) (1 + A2,3(t, τ))

−λ
2πi

)
Υ3,4(t, τ) =

(
t(1 + A3,4(τ)), τ (1 +B3,4(τ)) (1 + A3,4(τ))

−λ
2πi

)
Υ4,1(t, τ) =

(
t(1 + A4,1(t, τ)), (τ +B4,1(t, τ)) (1 + A4,1(t, τ))

−λ
2πi

) (4.1.2)

ãäå

A4,1 = A4,1(t, τ), B4,1 = B4,1(t, τ) ãîëîìîðôíû â (C2, 0),

ïðè÷¼ì A4,1(t, τ) = O(t), B4,1(t, τ) = O(t), t→ 0;

A2,3 = A2,3(t, τ), B2,3 = B2,3(t, τ) ãîëîìîðôíû â (C,∞)× (C, 0),

ïðè÷¼ì A2,3(t, τ) = O(1), B2,3(t, τ) = O(t−1), t→∞;

A3,4 = A3,4(τ), B3,4 = B3,4(τ) ãîëîìîðôíû â (C, 0),

ïðè÷¼ì A3,4(τ) = O(τ), B3,4(τ) = O(τ), τ → 0

C ∈ C.


(4.1.3)
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Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ïîñòðîåííûé âûøå íàáîð (Aj,j+1, Bj,j+1, C), j ∈ Z4

j = 2, 3, 4 áóäåì íàçûâàòü íàáîðîì ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ îòîáðà-

æåíèÿ F ∈ Fλ è îáîçíà÷àòü mF . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî íàáîð mF òàê æå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ìîäóëåì ðîñòêà

F.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííûå âûøå íàáîðû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-

þòñÿ èíâàðèàíòàìè àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè-

÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êëàññà Fλ.

Íàïîìíèì, ÷òî äâà ðîñòêà F è F̃ áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî àíàëèòè÷å-

ñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîïðÿãàþùàÿ èõ ïðåäñòàâèòåëåé ãî-

ëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò H, òàêàÿ, ÷òî

H(x, y) = (x+ o(x2), y + o(x)), x→ 0 (4.1.4)

Òåîðåìà 4.1.1 (Îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ýêâèìîäàëüíîñòè). Äëÿ ñòðîãîé àíà-

ëèòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ êëàññà Fλ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ èõ íàáîðîâ ôóíêöèîíàëüíûõ èí-

âàðèàíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü F è F̃ � ïðåäñòàâèòåëè ðîñòêîâ F è F̃ êëàññà Fλ; U è Ũ � èõ îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü F è F̃ ñòðîãî àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòû, è H : Ũ → U

� ñîïðÿãàþùàÿ èõ çàìåíà âèäà (4.1.4):

F ◦H = H ◦ F̃ , (x, y) ∈ Ũ

Ïóñòü Hj � îäíî èç ñåêòîðèàëüíûõ íîðìàëèçóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ F ,

îïðåäåëåííîå íà ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè Ωj:

F ◦Hj = Hj ◦ Fλ, (x, y) ∈ Ωj

Ìåíÿÿ, åñëè òðåáóåòñÿ, ïàðàìåòðû ñåêòîðèàëüíîãî ïîêðûòèÿ {Ωj}j∈Z4
, áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî U\{x = 0} = ∪
j∈Z4

Hj(Ωj). Òîãäà
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îòîáðàæåíèå Gj
def
= H−1 ◦Hj ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûì ñîîòâåòñòâó-

þùèì ñåêòîðèàëüíûì íîðìàëèçóþùèì àíàëèòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì äëÿ F̃ :

F̃ ◦Gj = (H−1 ◦ F ◦H) ◦ (H−1 ◦Hj) =

= H−1 ◦ F ◦Hj = H−1 ◦Hj ◦ Fλ = Gj ◦ Fλ, (x, y) ∈ Ωj (4.1.5)

ÏóñòüHj èHj+1 � äâà íîðìàëèçóþùèõ ñåêòîðèàëüíûõ îòîáðàæåíèÿ, îïðåäå-

ëåííûõ íà ñîñåäíèõ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ωj è Ωj+1, è Φj,j+1
def
= H−1

j+1 ◦Hj

� ôóíêöèÿ ïåðåõîäà îòîáðàæåíèÿ F . Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ïåðåõîäà Φ̃j,j+1

îòîáðàæåíèÿ F̃ âûïîëíåíî:

Φ̃j,j+1 = G−1
j+1 ◦Gj = H−1

j+1 ◦H ◦ (H−1 ◦Hj) = H−1
j+1 ◦Hj = Φj,j+1

Îòñþäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðîñòêàì íàáîðîâ ôóíêöèîíàëü-

íûõ èíâàðèàíòîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííûõ âûøå îòîáðàæåíèé F è F̃ çàäàíû ñèñòåìû ñåêòîðè-

àëüíûõ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé {Hj} è {Gj} ñîîòâåòñòâåííî è ïî íèì
ïîñòðîåíû íàáîðû ôóíêöèé ïåðåõîäà {Φj}, {Φ̃j}:

Φj,j+1 = H−1
j+1 ◦Hj, Φ̃j,j+1 = G−1

j+1 ◦Gj

Òàê êàê F è F̃ ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè ðîñòêîâ, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà îïðåäåëåíû íà îäíèõ è òåõ æå

ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ.

Ïóñòü íàáîðû ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì

íàáîðàì ôóíêöèé ïåðåõîäà, ñîâïàäàþò; òîãäà ñîâïàäàþò è ñàìè íàáîðû ôóíê-

öèé ïåðåõîäà:

Φj,j+1 = Φ̃j,j+1

Ïîëîæèì Dj
def
= Hj ◦G−1

j íà êàæäîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè Ωj ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ñîñåäíèõ îáëàñòåé j è j + 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Dj = Hj ◦G−1
j = Hj+1 ◦ Φj,j+1 ◦ Φ̃−1

j,j+1 ◦G−1
j+1 = Hj+1 ◦G−1

j+1 = Dj+1
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Ïîýòîìó íà îáúåäèíåíèè âñåõ ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé êîððåêòíî îïðåäåëåíî

îòîáðàæåíèå D, ñîâïàäàþùåå ñ Dj íà Ωj. Ýòî îòîáðàæåíèå ñîïðÿãàåò F è F̃ :

F̃ ◦Dj = F̃ ◦Hj ◦G−1
j = Hj ◦ Fλ ◦G−1

j = Hj ◦G−1
j ◦ F = Dj ◦ F

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå Õàðòîãñà [?] D àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæà-

åòñÿ äî ëîêàëüíîãî ãîëîìîðôèçìà D. Áîëåå òîãî, èç îöåíîê ñåêòîðèàëüíî-

ãî íîðìàëèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé íîðìèðîâêè

(4.1.4) èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî äàåò ñòðîãóþ àíàëèòè-

÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðîñòêîâ F è F̃.

4.2. Ðåàëèçàöèÿ

Ïóñòü Mλ � ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæ-

íûå íàáîðû (Aj,j+1, Bj,j+1, C), j = 2, 3, 4, óäîâëåòâîðÿþùèå (4.1.3). Â ýòîì

ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1 (î ðåàëèçàöèè). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà m ∈Mλ íàéä¼òñÿ ðîñòîê

F ∈ Fλ òàêîé, ÷òî m = mF .

Èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ñòàíäàðòíîãî ïîêðûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî Ωj è Ωj+1

ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé ñòàíäàðòíîãî ïîêðûòèÿ áóäåì íàçûâàòü

ñòàíäàðòíûì ïåðåñå÷åíèåì è îáîçíà÷àòü Ωj,j+1. Íàáîð ñòàíäàðòíûõ ïåðåñå-

÷åíèé, ñîîòâåòñòâåííî, îáîçíà÷èì {Ωj,j+1}.

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñòàíäàðòíîìó ïåðåñå÷åíèþ ìîæåò

áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíî ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð îáëàñòåé A = {Aj} âïè-
ñàí â íàáîð îáëàñòåé B = {Bj}, åñëè äëÿ ëþáîãî j îáëàñòü Aj ÿâëÿåòñÿ

ïîäîáëàñòüþ Bj.
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Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Íàáîð îáëàñòåé {Ej} (íàáîð {Ej,j+1}) áóäåì íàçûâàòü

ñåêòîðèàëüíûì ïîêðûòèåì (ñîîòâåòñòâåííî ñåêòîðèàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì),

åñëè â {Ej} ìîæíî âïèñàòü ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå è {Ej} ìîæíî âïèñàòü

â ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå (äëÿ íàáîðà {Ej,j+1} � àíàëîãè÷íî).

Ïîñòðîåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M

Ïóñòü m = (Aj,j+1, Bj,j+1, C) � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Mλ. Îïðåäåëèì ïî m

íàáîð îòîáðàæåíèé {Υj,j+1(t, τ)} ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ Θ1,2 = C2, Θ2,3 =

(C,∞)× (C, 0); Θ3,4 = C× (C, 0), Θ4,1 = (C2, 0) ïî ïðàâèëó:

Υ1,2(t, τ) = (t, τ + C)

Υj,j+1(t, τ) =
(
t(1 + Aj,j+1(t, τ)), (τ +Bj,j+1(t, τ))(1 + Aj,j+1(t, τ))−

λ
2πi

)
, j = 2, 4

Υ3,4(t, τ) =
(
t(1 + A3,4(τ)), (τ +B3,4(τ))(1 + A3,4(τ))−

λ
2πi

)
(4.2.1)

ÎáëàñòèΘj,j+1 áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèé Υj,j+1. Çàïèøåì Υj,j+1 â êîîðäèíàòàõ (x, y) ãäå (t, τ) = I(x, y) èç (3.5.12):

Φj,j+1
def
= I−1 ◦Υj,j+1 ◦ I

Áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Φj,j+1

÷àñòü ïðîîáðàçà îáëàñòè Θj,j+1 ïðè îòîáðàæåíèè I, ãäå îáå êîìïîíåíòû îòîá-

ðàæåíèÿ Φj,j+1 ãîëîìîðôíû; åñòåñòâåííûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áóäåì îáî-

çíà÷àòü domΦj,j+1. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò Aj,j+1 è Bj,j+1

âûïîëíåíî:

∀N ∈ N : Φj,j+1(x, y)−(x, y) = (o(|x|−N), o(|x|−N)), x→ 0, (x, y) ∈ domΦj,j+1

(4.2.2)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî, â ñèëó (4.2.2), â íàáîð {domΦj,j+1}
ìîæåò áûòü âïèñàíî ñòàíäàðòíîå ïåðåñå÷åíèå {Uj,j+1} òàêîå, ÷òî:

� íàáîðû {Φj,j+1(Uj,j+1)} è {Φ−1
j,j+1(Uj,j+1)} òîæå âïèñàíû â {domΦj,j+1};

� â íàáîð {Uj,j+1 ∩ Φj,j+1(Uj,j+1) ∩ Φ−1
j,j+1(Uj,j+1)} ìîæåò áûòü âïèñàíî

íåêîòîðîå ñòàíäàðòíîå ïåðåñå÷åíèå.
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Òåì ñàìûì íàáîðû

{Ej,j+1}
def
= {Φ−1

j,j+1(Uj,j+1) ∩ Uj,j+1}
{Zj,j+1}

def
= {Uj,j+1 ∩ Φj,j+1(Uj,j+1)}

ÿâëÿþòñÿ íàáîðàìè ñåêòîðèàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé. Ïðè÷¼ì

Φj,j+1(Ej,j+1) = Zj,j+1

Âûáåðåì íåêîòîðóþ ñåêòîðèàëüíóþ îáëàñòü Vj òàê, ÷òî îíà ¾ñâÿçûâàåò¿ îá-

ëàñòèEj,j+1 è Zj−1,j â îäíîñâÿçíóþ ñåêòîðèàëüíóþ îáëàñòü. Êðîìå òîãî, áóäóò

âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ çàìå÷àíèé 4.2.2 è 4.2.4 (ñì. íèæå). Âîçìîæíîñòü

ïîñòðîåíèÿ òàêîé îáëàñòè ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ñòàíäàðòíîãî ïå-

ðåñå÷åíèÿ. Ïîñòðîèì íàáîð ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé {Ωj} ïî ïðàâèëó:

Ωj
def
= Zj−1,j ∪ Vj ∪ Ej,j+1 (4.2.3)

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ïîëó÷åííîå èç {Ωj} ñêëåéêîé ïî
îòîáðàæåíèÿì Φj,j+1 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü ýëåìåíòàìè ïðîñòðàí-

ñòâà Ωj × {j} ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (x, y) × {j}. Òîãäà ∀j îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè

Φj,j+1 äåéñòâóþò èç Ej × {j} â Zj+1,j+2 × {j + 1}. ÝëåìåíòàìèM áóäóò:

òî÷êè (x, y)× {j}, åñëè (x, y) ∈ Ωj\(Zj,j+1 ∪ Ej,j+1)

ïàðû ((x, y)× {j},Φj,j+1(x, y)× {j + 1}), åñëè (x, y) ∈ Ej,j+1

Ïóñòü πj : Ωj → M � åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ; ïóñòü Wj
def
= πj(Ωj). Òîïî-

ëîãèþ íàM îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ìíîæåñòâî U ⊂ M îòêðûòî

åñëè è òîëüêî åñëè ∀j ìíîæåñòâà π−1
j (U ∩Wj) îòêðûòû. Òîãäà (Wj, π

−1
j ) �

åñòåñòâåííûå êàðòû ìíîãîîáðàçèÿM, Φj,j+1 � èõ ôóíêöèè ïåðåõîäà:

π−1
j+1 ◦ πj = Φj,j+1 (4.2.4)

Çàìå÷àíèå 4.2.2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèëó

âûáîðà îáëàñòåé Vj, ïðîñòðàíñòâî M ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì, ïîýòîìó

êàðòû (Wj, π
−1
j ) îïðåäåëÿþò íàM ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü W = {Wj} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿM.
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Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

e(x, p, q) = exp

− exp
(
−1

(q−x)2

)
(p− x)2

 , x ∈ (p, q)

å¼ ãðàôèê ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.âûøå.

Çàìå÷àíèå 4.2.3. Ôóíêöèÿ e(x, p, q) � áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ

íà çàìûêàíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.2.4. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé Ej,j+1, Zj,j+1 è âûáîðà Vj, ñó-

ùåñòâóeò ñòàíäàðòíîå ïåðåñå÷åíèå {ωj,j+1} ñ ïàðàìåòðàìè d, d̃ è R̃ òàêîå

÷òî îáëàñòè ωj,j+1 âïèñàíû â Ej ∩Zj (äëÿ ïîäõîäÿùèõ 0 < d < δ, δ̃ < d̃ < π
2 ,

R̃ > R, ãäå δ, δ̃ è R � ïàðàìåòðû ñòàíäàðòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ {Uj,j+1}).

Ïóñòü êðèâûå arg x = αj,j+1(|x|) è arg(x) = βj,j+1(|x|) çàäàþò ¾ëåâóþ¿
è ¾ïðàâóþ¿ ãðàíèöó ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè ωj,j+1 (òî åñòü ωj,j+1 = {(x, y) :

αj,j+1(|x|) ≤ arg(x) ≤ βj,j+1(|x|)}).
Ïî ñòàíäàðòíîìó ïåðåñå÷åíèþ {ωj,j+1} ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîå ïîêðûòèå

{ωj,j+1}. Îïðåäåëèì íà êàæäîì ωj ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ θj ïî ïðàâèëó:

θj =


1, (x, y) ∈ ωj\(ωj,j+1 ∪ ωj−1,j)

1− e(arg x, αj−1,j(|x|), βj−1,j(|x|)), (x, y) ∈ ωj−1,j

e(arg x, αj,j+1(|x|), βj,j+1(|x|)), (x, y) ∈ ωj,j+1

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè θj ïðîäîëæàåìû ïî òåì æå ôîðìóëàì ñ ωj íà Ωj. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî θj îïðåäåë¼íû íà Ωj.
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Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà

Îïðåäåëèì íà Wj ôóíêöèþ θj ◦ π−1
j è ïðîäîëæèì å¼ ñ Wj íà âñ¼M, ïîëàãàÿ

ðàâíîé íóëþ âíå Wj.

Ïîëîæèì

G
def
=

4∑
j=1

θj ◦ π−1
j · π−1

j

Òîãäà G äåéñòâóåò èç M â C2. Îáîçíà÷èì N0 îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè

îòîáðàæåíèè G. Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿM è îòîáðàæåíèÿ G ñëåäóåò,

÷òî, N0 = (C∗, 0)× (C, 0). Îáîçíà÷èì Gj ñóæåíèå G íà Wj.

Çàìå÷àíèå 4.2.5. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè ðàäèóñû èñõîäíûõ îáëà-

ñòåé äîñòàòî÷íî ìàëû, òî G èíúåêòèâíî íàM. À, çíà÷èò, Gj èíúåêòèâíî

íà Wj.

Èç çàìå÷àíèÿ 4.2.5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

G−1 : N0 →M è G−1
j : G(Wj)→ Wj.

Çàìå÷àíèå 4.2.6. Äèôôåîìîðôèçì G : W → N0 çàäà¼ò íà N0 ïî÷òè êîì-

ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó (ÏÊÑ) [28], èíäóöèðîâàííóþ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

M (çàìå÷àíèå 4.2.2).

Çàìå÷àíèå 4.2.7. Èç (4.2.2) è îãðàíè÷åííîñòè ñðåçàþùèõ (çàìå÷àíèå 4.2.3)

ñëåäóåò, ÷òî

∀N ∈ N : Gj ◦ πj − (x, y) =
(
o
(
xN
)
, o
(
xN
))
, x→ 0, (x, y) ∈ Ωj

∀N ∈ N : π−1
j ◦G−1

j − (x, y) =
(
o
(
xN
)
, o
(
xN
))
, x→ 0, (x, y) ∈ G(Wj)

(4.2.5)

Áîëåå òîãî, èç çàìå÷àíèÿ 4.2.3 è âèäà ñåêòîðèàëüíîãî ïîêðûòèÿ {Ωj} ñëå-
äóåò âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (4.2.5).

Îáîçíà÷èì
π−1
j ◦G−1

j = (aj, bj)

ωj1 = d(aj), ωj2 = d(bj)
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Îïðåäåëèì íà N0 äâå 1-ôîðìû ïî ïðàâèëó:

ω1 =
4∑
j=1

θj ◦ π−1
j ◦G−1

j · ω
j
1 ω2 =

4∑
j=1

θj ◦ π−1
j ◦G−1

j · ω
j
2

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, ôóíêöèè θj◦π−1
j ◦G−1

j îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü

íà G(Wj). Òàêèì îáðàçîì, 1-ôîðìû ω1 è ω2 â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ

ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ (íà ïåðåñå÷åíèè G(Wj) è G(Wj+1)) è ðîâíî îäíèì

ñëàãàåìûì âíå ïåðåñå÷åíèé.

Ïóñòü Ωh � ïðîñòðàíñòâî 1-ôîðì, ãîëîìîðôíûõ íà N0 â ñìûñëå ÏÊÑ

èç çàìå÷àíèÿ 4.2.6. Òîãäà

Ëåììà 4.2.1. Ðàäèóñû èñõîäíûõ îáëàñòåé ìîãóò áûòü âûáðàíû äîñòàòî÷-

íî ìàëûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû Ωh =< ω1, ω2 >.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé ÏÊÑ, â òî÷êàõB = G(A)

òàêèõ, ÷òî A ∈ Wj, ïðîñòðàíñòâî Ωh(B) ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ÏÊÑ íàòÿíóòî

íà äèôôåðåíöèàëû êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ G−1
j (B):

Ωh(B) =< ωj1, ω
j
2 >

Ïî îïðåäåëåíèþ 1-ôîðì ωj1, ω
j
2, òàê êàê (aj+1, bj+1) = Φj,j+1(aj, bj), òî <

ωj+1
1 , ωj+1

2 > = < ωj1, ω
j
2 > (òàì, ãäå âñå îíè îïðåäåëåíû � ò.å. íà ïåðåñå-

÷åíèè ñåêòîðîâ G(Wj) è G(Wj+1)). Ïîñêîëüêó ôîðìû ω1 è ω2 åñòü ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ôîðì ωj1 è ω
j
2, òî < ωj1, ω

j
2 >⊂ Ωh. Ñ ó÷¼òîì àñèìïòîòèêè (4.2.5) è

îïðåäåëåíèÿ ñðåçàþùèõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü 1-ôîðì

ω1 è ω2. Îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå:

∀B ∈ N0 : Ωh(B) =< ω1, ω2 >

Òàêèì îáðàçîì íà N0 çàäàíà ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà (ÏÊÑ), èí-

äóöèðîâàííàÿ äèôôåîìîðôèçìîì G.
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåàëèçàöèè

Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì íà N0 ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåò-

ñÿ èíòåãðèðóåìîé (èëè, ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè [28], ðàçðåøèìîé), òàê êàê

èíäóöèðîâàíà.

Ïðîäîëæèì ÏÊÑ ïî íåïðåðûâíîñòè ñN0 = (C∗, 0)×(C, 0) íà Int(N0) =

N = (C2, 0), ïîëàãàÿ

Ωh(0, y) =< dx, dy >, (0, y) ∈ N\N0 (4.2.6)

Èç çàìå÷àíèÿ 4.2.7 è ëåììû 4.2.1 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì

ñòðóêòóðà íà N ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî åñòü ÏÊÑ íà N . Áîëåå òîãî, òàê êàê èñ-
õîäíàÿ ÏÊÑ íà N0 áûëà èíòåãðèðóåìîé, òî ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæåííàÿ

ÏÊÑ íà N òîæå áóäåò èíòåãðèðóåìà.

Òåîðåìà 4.2.2 (Íüþëåíäåðà-Íèðåíáåðãà 5.7.4, [28]). Âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ ÏÊÑ

îïðåäåëÿåòñÿ (ëîêàëüíî) åäèíñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Èç òåîðåìû Íüþëåíäåðà-Íèðåíáåðãà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïðåäå-

ë¼ííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ñ ⊂ N òî÷êè (0, 0) ãîëîìîðôíîå â ñìûñëå

ÏÊÑ èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå P : Ñ → (C2, 0) (ò.å. òàêîå, ÷òî ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì Ωh â òî÷êàõ èç Ñ ïîðîæäåíî äèô-

ôåðåíöèàëàìè êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ P ); êðîìå òîãî, P ∈ C∞(Ñ ). Óìåíü-

øàÿ, åñëè òðåáóåòñÿ, ðàäèóñû èñõîäíûõ îáëàñòåé, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ñ = N .

Çàìå÷àíèå 4.2.8. Åñëè îòîáðàæåíèå P óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Íüþëåíäåðà-

Íèðåíáåðãà, òî äëÿ ëþáîãî ãîëîìîðôíîãî è èíúåêòèâíîãî â íåêîòîðîé äî-

ñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
(
C2, 0

)
îòîáðàæåíèÿ T êîìïîçèöèÿ T ◦ P

òàê æå óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå.

Ïóñòü Jj = P ◦Gj. Òîãäà îòîáðàæåíèå Jj äåéñòâóåò èç Wj ⊂M â C2 è

êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðóM ïåðåâîäèò â êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó C2. À, çíà-
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÷èò, Jj ãîëîìîðôíî. Îòîáðàæåíèå J = P ◦G � áèãîëîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ

M íà P (N0).

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêèΦj,j+1 êîììóòèðóþò ñ íîðìàëüíîé ôîð-

ìîé Fλ, òî íà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè M̃ ⊂ M êîððåêòíî îïðåäåëåíî ãîëî-

ìîðôíîå îòîáðàæåíèå F̃ , â åñòåñòâåííûõ êàðòàõ ñîâïàäàþùåå â Fλ.

Áèãîëîìîðôèçì J ñîïðÿãàåò F̃ ñ íåêîòîðûì ãîëîìîðôíûì îòîáðàæå-

íèåì
◦
F , îïðåäåëåííûì, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ïîäîáëàñòè N1 = P (G(M̃)).

Êàê îáû÷íî, âûáèðàÿ ïàðàìåòðû èñõîäíûõ îáëàñòåé äîñòàòî÷íî ìàëûìè, áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M̃ = M, N0 = G(M), N1 =

P (N0).

Îáîçíà÷èì N2 = Int(N 1). Îáîçíà÷èì L ÷àñòü ïðÿìîé {x = 0}, ïåðåñå-
êàþùóþñÿ ñ N . Òîãäà L = N\N0. Òîãäà

◦
F ãîëîìîðôíî âñþäó íà N2 êðîìå

P (L). Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå P íà L ãîëîìîðôíî (ýòî ñëåäóåò èç (4.2.6)), òàê

÷òî P (L) � àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è, ñîãëàñíî [30], ÿâëÿåòñÿ ¾òîíêèì ìíîæå-

ñòâîì¿. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà (ñì. òåîðåìó 2, ãë.3 §7 [30]),
◦
F ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî Ḟ , ãîëîìîðôíîãî íà N2 =

(
C2, 0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ĝj
def
= Gj ◦ πj ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (ñîãëàñíî

ïîñòðîåíèþ) è ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèå Fλ ñ íåêîòîðûì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì

F̂j, çàäàííûì íà Ω̂j = Ĝj(Ωj) ⊂ N .
Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ñåêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü Ṽj ⊂

Vj (Vj èç (4.2.3)) òàêàÿ, ÷òî ñðåçàþùàÿ θj ðàâíà 1 íà Ṽj. Òîãäà íà ýòîé

ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì Ωh ïîðîæäåíî

< dx, dy >. Òî åñòü Ĝj ãîëîìîðôíî íà Ṽj. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå P

ãîëîìîðôíî â îáðàçå Ĝj(Ṽj). Òî åñòü ðÿä Òåéëîðà îòîáðàæåíèÿ P ñ öåíòðîì

â òî÷êàõ îáëàñòè Ĝj(Ṽj) (ïîíèìàåìûé â âåùåñòâåííîì ñìûñëå) íå ñîäåðæèò

ïåðåìåííûõ x̄, ȳ. Òàê êàê (0, 0) ⊂ ∂Ṽj, òî èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë çà-

ìå÷àíèÿ 4.2.7 ñëåäóåò, ÷òî (0, 0) ∈ ∂Ĝj(Ṽj). Òîãäà, ïî íåïðåðûâíîñòè, ðÿä

Òåéëîðà îòîáðàæåíèÿ P ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò òàêæå íå ñîäåðæèò

x̄ è ȳ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Fλ ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíî Ḟ (â êîìïëåêñíîì
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ñìûñëå). Òî åñòü Ḟ � ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîé â ðàáîòå [?] òåîðåìå î ïîëóôîðìàëüíîé êëàññèôè-

êàöèè, à òàê æå ñëåäñòâèþ 1 èç íå¼, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóåò

ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò TN , ñîïðÿãàþùàÿ Fλ c ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì Ḟ ñ òî÷íîñòüþ äî íåâÿçêè
(
o
(
xN
)
, o
(
xN
))

ïðè x → 0. Òîãäà

îòîáðàæåíèå

Hj
def
= T2 ◦ Jj ◦ πj

îïðåäåë¼ííîå íà Ωj, ãîëîìîðôíî, íîðìèðîâàíî è ñîïðÿãàåò íîðìàëüíóþ ôîð-

ìó Fλ ñ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì F , èìåþùèì ñëåäóþùèé âèä:

F (x, y) = Fλ(x, y) +
(
o
(
x2
)
, o
(
x2
))
, x→ 0

Òàê ÷òî F ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíî Fλ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâè-

òåëåì ðîñòêà êëàññà Fλ.

Èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé Hj ñëåäóåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñåêòîðè-

àëüíûìè íîðìàëèçóþùèìè äëÿ F . Íî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè

ïåðåõîäà ðàâíû Φj,j+1:

H−1
j+1 ◦Hj = π−1

j+1 ◦ πj = Φj,j+1

òàê ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòðîåíèåì ìîäóëåé ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàñ-

ñèôèêàöèè èñõîäíûé íàáîð m è åñòü ìîäóëü ðîñòêà F:

m = mF

Òåì ñàìûì òåîðåìà î ðåàëèçàöèè äîêàçàíà.
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5. Ñëåäñòâèÿ

5.1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðàëü-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Êàê èçâåñòíî (òåîðåìà Àäàìàðà-Ïåððîíà [4]), êàæäîìó ãèïåðáîëè÷åñêî-

ìó ìóëüòèïëèêàòîðó Λ (|Λ| 6= 0, 1) ðîñòêà ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ F â åãî

íåïîäâèæíîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

ΓΛ: F (ΓΛ) ⊂ ΓΛ, êàñàòåëüíîãî ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó eΛ, ñîîòâåòñòâóþùåìó

Λ. Îäíàêî, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ìóëüòèïëèêàòîðà Λ (|Λ| = 1), ýòî, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå òàê. Òî÷íåå: ìîæíî íàéòè ôîðìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðà-

çèå Γ̃Λ (åãî íàçûâàþò öåíòðàëüíûì), êàñàþùååñÿ eΛ. Â âåùåñòâåííîì ãëàäêîì

ñëó÷àå îíî � ãëàäêîå. Îäíàêî îíî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì. Íèæå

ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ äëÿ ðîñòêîâ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûé â

òåðìèíàõ ïîñòðîåííûõ ðàíåå ìîäóëåé.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü (Aj,j+1(t, τ), Bj,j+1(t, τ), C), j = 2, 3, 4 � íàáîð ôóíê-

öèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðîñòêà F êëàññà Fλ. Äëÿ ðîñòêà F ñóùåñòâóåò

ãîëîìîðôíîå â (C2, 0) öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âûïîëíåíî:

B2,3(t, 0) ≡ 0, B4,1(t, 0) ≡ 0, C = 0 (5.1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ Fλ =
(

x
1−x ,Λy

)
èìå-

åò ãîëîìîðôíîå íà (C2, 0) öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå L = {y = 0}. Òåîðåìà î
ñåêòîðèàëüíîé íîðìàëèçàöèè óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðîñòêà F ∈ Fλ ñó-

ùåñòâóåò åãî ïðåäñòàâèòåëü F è ñóùåñòâóåò íàáîð ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé

{Ωj} òàêîé, ÷òî â êàæäîé Ωj ðîñòîê F àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí Fλ, ñî-

îòâåòñòâóþùåå (åäèíñòâåííîå) ñåêòîðèàëüíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå

îáîçíà÷èì Hj:

F ◦Hj = Hj ◦ Fλ, (x, y) ∈ Ωj
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Òàêèì îáðàçîì â êàæäîé ñåêòîðèàëüíîé îáëàñòè Ω̃j = Hj(Ωj) ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííî ãîëîìîðôíîå ñåêòîðèàëüíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Mj =

Hj(L ∩ Ωj). Ïðè÷¼ì â ïóíêòå 3.7 áûëî äîêàçàíî, ÷òî M3 ñîâïàäàåò ñ M4 íà

ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω̃3 ∩ Ω̃4 è îáðàçóþò åäèíñòâåííîå ãîëîìîðôíîå öåí-

òðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íà Ω̃3 ∪ Ω̃4.

Åñëè C = 0, òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäà Φ1,2 = H−1
2 ◦H1 òîæäåñòâåííà, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî H1 = H2 è ïîýòîìó M1 = M2 íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω̃1 è Ω̃2 è

îáðàçóþò åäèíñòâåííîå ãîëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íà Ω̃1 ∪ Ω̃2.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèÿ M4 è M1. Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (5.1.1)

âòîðàÿ êîìïîíåíòà ôóíêöèè ïåðåõîäà Φ4,1 = H−1
1 ◦ H4 (îòìåòèì, ÷òî Φ4,1 :

Ω1 ∩ Ω4 → Ω1 ∩ Ω4), äåëèòñÿ íà τ = ye
λ
x , îòñþäà Φ4,1(L ∩ (Ω1 ∩ Ω4)) ⊆

L ∩ (Ω1 ∩ Ω4). Òîãäà íà ïåðåñå÷åíèè Ω̃4 ∩ Ω̃1 âûïîëíåíî:

M4|Ω̃4∩Ω̃1
= H4(L ∩ (Ω1 ∩ Ω4)) =

= H1 ◦ Φ4,1(L ∩ (Ω1 ∩ Ω4)) ⊆ H1(L ∩ (Ω1 ∩ Ω4)) = M1|Ω̃4∩Ω̃1

Èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ Φ−1
4,1 ñëåäóåò, ÷òî íà M4|Ω̃4∩Ω̃1

= M1|Ω̃4∩Ω̃1
.

Àíàëîãè÷íî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.1.1) ñåêòîðèàëüíîå öåíòðàëü-

íîå ìíîãîîáðàçèå M2 íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω̃2 è Ω̃3 ñîâïàäàåò ñ M3.

Òî åñòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ F òàêîãî, ÷òî äëÿ åãî ôóíêöèîíàëüíûõ èíâà-

ðèàíòîâ âûïîëíåíî óñëîâèå (5.1.1) ñóùåñòâóþò ñåêòîðèàëüíûå öåíòðàëüíûå

ìíîãîîáðàçèÿMj, ãîëîìîðôíûå â Ω̃j òàêèå, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îíè

ñîâïàäàþò è âìåñòå îáðàçóþò ãîëîìîðôíîå â èíâàðèàíòíîå äëÿ F ìíîãî-

îáðàçèå M0 =
⋃
Mj. Èç òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå M = M0 ∪ {(0, 0)} è åñòü èñêîìîå ãîëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå

ìíîãîîáðàçèå.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ðîñòêà F ∈ Fλ â (C2, 0) ñóùåñòâóåò ãîëî-

ìîðôíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ìîæåì åãî âûïðÿìèòü è ñ÷èòàòü

ðàâíûì {y = 0}. Â ýòîì ñëó÷àå H1 = H2, ñëåäîâàòåëüíî, C = 0. Òàê êàê F è

Fλ ñîõðàíÿþò ïðÿìóþ {y = 0}, òî âñå ñåêòîðèàëüíûå íîðìàëèçóþùèå îòîá-
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ðàæåíèÿ òàêæå å¼ ñîõðàíÿþò, ÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5.1.1).

5.2. Ñâÿçü ñ îäíîìåðíîé äèíàìèêîé

Ðîñòîê êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f : (C, 0) → (C, 0) ñ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé 0 íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè îí êàñàòåëåí ê òîæäåñòâåííîìó â

íåïîäâèæíîé òî÷êå è íå ðàâåí òîæäåñòâåííîìó. Äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ðîñòêà

f è g íàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðîñòîê

ãîëîìîðôíîé çàìåíû êîîðäèíàò h : (C, 0)→ (C, 0), ñîïðÿãàþùèé èõ:

h ◦ f = g ◦ h (5.2.1)

Àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé áûëà

ïîëó÷åíà íåçàâèñèìî Ýêàëëåì [33] è Âîðîíèíûì [11] è èìååò ôóíêöèîíàëü-

íûå èíâàðèàíòû (ìîäóëè Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà).

Äâà ðîñòêà ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíî

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòèìîå ôîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå h òà-

êîå, ÷òî (5.2.1) âåðíî êàê ðàâåíñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Äâà ðîñòêà ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé áóäåì íà-

çûâàòü ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîïðÿãàþùàÿ èõ çàìåíà êîîðäèíàò h

èìååò âèä h(x) = x+ o(x2), x→ 0.

Çàìå÷àíèå 5.2.1. Åñëè ðîñòîê ïîëóãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ êëàññà

Fλ èìååò ãîëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, òî ñóæåíèå ðîñòêà íà

öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ïàðàáîëè÷åñêîãî îòîáðàæå-

íèÿ.

Íà âîïðîñ: ¾Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ìîäóëè Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà è ïî-

ñòðîåííûå âûøå ìîäóëè ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëóãèïåð-

áîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé?¿, îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.1. Ïóñòü ðîñòîê F ∈ Fλ èìååò ãîëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå

ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà íåòðèâèàëüíûå ñóæåíèÿ êîìïîíåíò ìîäóëÿ ðîñòêà F
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íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿþòñÿ ìîäóëåì Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà ñóæå-

íèÿ ðîñòêà F íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ðîñòêà F ∈ Fλ ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå öåí-

òðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, îáîçíà÷èì åãî M . Îáîçíà÷èì f ñóæåíèå ðîñòêà F íà

M . Ïóñòü F � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà F ∈ Fλ, {Ωj}� ñåêòîðèàëüíîå ïîêðûòèå,

íà êîòîðîì îïðåäåëåíû íîðìàëèçóþùèå îòîáðàæåíèÿ {Hj}.

Çàìå÷àíèå 5.2.2. Èç ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ñåêòî-

ðèàëüíûõ îáëàñòÿõ ñëåäóåò, ÷òî ∀j : Hj(L) = M , ãäå L = {y = 0} � ãî-

ëîìîðôíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íîðìàëüíîé ôîðìû Fλ. À èìåííî: äëÿ

íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé H1 è H2 ýòî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 3.4.4, äëÿ

H3 è H3 � èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.5.2.

Îáîçíà÷èì hi ñóæåíèå Hj íà ìíîãîîáðàçèå L. Îáîçíà÷èì f0 ñóæåíèå

íîðìàëüíîé ôîðìû Fλ íà L. Çàìåòèì, ÷òî ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ

f0(x) =
x

1− x

ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì.

Îáîçíà÷èì f0 êëàññ ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæå-

íèé ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ðîñòêó îòîáðàæåíèÿ f0.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.2.2, òàê êàê îòîáðàæåíèÿ Hj ñîïðÿãàþò îòîáðàæå-

íèå F ñ íîðìàëüíîé ôîðìîé Fλ â Ωj = Xj × {|y| < ε}, òî hj ñîïðÿãàþò f
ñ f0 â Xj. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñëåäóåò, ÷òî

íåòðèâèàëüíûå ñóæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðîñòêà F íà L (â êî-

îðäèíàòàõ (x, y)), à èìåííî, A4,1(x, 0) è A2,3(x, 0) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíû-

ìè èíâàðèàíòàìè ðîñòêà f â çàäà÷å î ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè

ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé (ìîäóëåì Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà).

5.3. Ïðîáëåìà âêëþ÷åíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ðîñòîê ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ F : (C2, 0)→ (C2, 0)

íàçûâàåòñÿ âêëþ÷àåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíûé â (C2, 0) ðîñòîê

âåêòîðíîãî ïîëÿ v òàêîé, ÷òî F = g1
v � ñäâèã çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü

ïîëÿ v.

Îïðåäåëåíèå 5.3.2. Äâà ãîëîìîðôíûõ â (C2, 0) ðîñòêà âåêòîðíûõ ïîëåé v

è ṽ íàçûâàþòñÿ ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ôîð-

ìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò H(x, y) = (x+o(x2), y+o(x)), x→ 0 òàêàÿ, ÷òî

ðàâåíñòâî

v ◦H = H ′ · ṽ

âåðíî êàê ðàâåíñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ =
(

x
1−x , e

λy
)
, λ ∈ R+ ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì

çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ vλ = x2 ∂
∂x + λy ∂

∂y , λ ∈ R+.

Îáîçíà÷èì Vλ êëàññ ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ â (C2, 0) âåêòîðíûõ ïîëåé,

ñòðîãî ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ðîñòêó ïîëÿ vλ.

Òåîðåìà 5.3.1 (Î âêëþ÷åíèè â ïîòîê). Ïóñòü ðîñòîê F ∈ Fλ è mF � åãî

íàáîð ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîñòîê âåêòîðíîãî

ïîëÿ v êëàññà Vλ (v ∈ Vλ) òàêîé, ÷òî ðîñòîê F = g1
v , åñëè è òîëüêî åñëè

äëÿ mF âûïîëíåíî:

A4,1 = B4,1 = A2,3 = B2,3 = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà F ∈
Fλ. Ïóñòü mF = (Aj,j+1, Bj,j+1, C) � åãî ôóíêöèîíàëüíûé ìîäóëü; {Ωj} �
ñåêòîðèàëüíûé íàáîð, íà êîòîðîì ïîñòðîåíû ôóíêöèè ïåðåõîäà îòîáðàæåíèÿ

F .

Òàê êàê ôóíêöèîíàëüíûå èíâàðèàíòû A4,1, A2,3, B4,1 è B2,3 ðàâíû íóëþ,

òî ôóíêöèè ïåðåõîäà Φ2,3 è Φ4,1, äåéñòâóþùèå íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω2∩Ω3

è Ω4 ∩Ω1 ñîîòâåòñòâåííî, òîæäåñòâåííû, òî åñòü H4 = H1, (x, y) ∈ Ω4 ∩Ω1 è

H2 = H3, (x, y) ∈ Ω2 ∩ Ω3.
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Òåì ñàìûì íà îáúåäèíåíèè ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé Ω4∪Ω1 êîððåêòíî

îïðåäåëåíî ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ

H4 íà Ω4 è ñ H1 íà Ω1, îáîçíà÷èì åãî H+; è àíàëîãè÷íî â Ω2∪Ω3 îïðåäåëåíî

ãîëîìîðôíîå íîðìàëèçóþùåå îòîáðàæåíèå H−. Òîãäà ôóíêöèÿ ïåðåõîäà íà

ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω3 è Ω4 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ∓
def
= H−1

+ ◦H− =

(
−2πi

−2πi
x + ln

(
1 + A(yeλ/x)

) , y + e−λ/xB(yeλ/x)

)
ãäå A = A3,4(τ), B = B3,4(τ).

Èç óðàâíåíèÿ

H ′+ · v+ = vλ ◦H+

íàéä¼ì âåêòîðíîå ïîëå v+. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðîñòêà Fλ, òàê êàê F

àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí Fλ â îáúåäèíåíèè ñåêòîðîâ Ω4∪Ω1, òî F ÿâëÿåòñÿ

ñäâèãîì çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü ïîëÿ v+ â Ω4 ∪ Ω1.

Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò v− òàêîå, ÷òî F = g1
v−
íà îáúåäèíåíèè ñåêòîðîâ

Ω2 ∪ Ω3 è v− ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

H ′− · v− = vλ ◦H−

Òàêèì îáðàçîì íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω3 ∩ Ω4 îïðåäåëåíû äâà âåêòîðíûõ

ïîëÿ v+ è v−. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå vλ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ïðî-

âåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè):

Φ′∓ · vλ = vλ ◦ Φ∓

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω3 ∩ Ω4 âûïîëíåíî:

v+ = (H ′+)−1 · vλ ◦H+ ◦H−1
− ◦H− = (H ′+)−1 · (H+ ◦H−1

− )′ · vλ ◦H− =

= (H ′+)−1 ·H ′+ · (H−1
− )′ ·H ′− · v− = v−

Àíàëîãè÷íî íà ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðîâ Ω1 è Ω2 ôóíêöèÿ ïåðåõîäà

Φ± = H−1
− ◦H+ = (x, y + e−λ/x)
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êîììóòèðóåò ñ âåêòîðíûì ïîëåì vλ. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

v+ = v− íà Ω1 ∩ Ω2. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå

v0:

v0 =

{
v−, x ∈ Ω2 ∪ Ω3

v+, x ∈ Ω4 ∪ Ω1

òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü ïîëÿ

v0. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v0 ÿâëÿåòñÿ ∪Ωj � ïðîèçâåäåíèå

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò {0 < |x| < ε̃} íà äèñê {|y| < ε}.
Ïîëå v0 ãîëîìîðôíî è îãðàíè÷åíî íà ∪Ωj, ïî òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåí-

íîñòè ïðîäîëæèì åãî íà x = 0. Ïðîäîëæåíèå îáîçíà÷èì v. Çàìåòèì, ÷òî èç

àñèìïòîòèêè ñåêòîðèàëüíûõ íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé Hj ñëåäóåò, ÷òî

ðîñòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ v ïðèíàäëåæèò êëàññó Vλ. Òîãäà ðîñòîê F ÿâëÿåòñÿ

ñäâèãîì çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü v íà (C2, 0).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà F ∈ Fλ è F = g1
v ,

ãäå v � ïðåäñòàâèòåëü ðîñòêà v ∈ Vλ. Òîãäà èç òåîðåìû î ñåêòîðèàëüíîé

íîðìàëèçàöèè ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé [15] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ñåêòîðèàëüíû íàáîð {Ωj} òàêîé, ÷òî íà ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòÿõ Ω+ âèäà

Ω1 ∪ Ω4 è Ω− âèäà Ω2 ∪ Ω3 ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò ïàðà ãîëîìîðôíûõ

íîðìàëèçóþùèõ îòîáðàæåíèé H+, H−, ñîïðÿãàþùèõ ïîëå v ñ ïîëåì vλ. Çíà-

÷èò, H± ñîïðÿãàåò è ñäâèãè çà åäèíè÷íîå âðåìÿ. Îòñþäà H4 = H1 = H+ íà

ïåðåñå÷åíèè ñåêòîðèàëüíûõ îáëàñòåé Ω1 ∩ Ω4 è H2 = H3 = H− íà Ω2 ∩ Ω3

ñîîòâåòñòâåííî, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè ïåðåõîäà Φ4,1 è Φ2,3 òîæäåñòâåí-

íû.

Çàìå÷àíèå 5.3.1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðîñòîê êëàññà Fλ âêëþ÷àåì, òî

èç åãî ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íåòðèâèàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàí-

òû A3,4(τ), B3,4(τ) è C. Àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðîñòêîâ ãîëîìîðô-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé êëàññà Vλ èìååò òðè ôóíêöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòà:

ìîäóëè Ìàðòèíå-Ðàìèñà [38], [39] è ìîäóëü Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå [15]. Èç

ïðèâåä¼ííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà (ðàçäåë ¾íåîáõîäèìîñòü¿) è â òåõ æå
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îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòû A3,4(τ) è C ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè

Ìàðòèíå-Ðàìèñà ðîñòêà v, à B3,4(τ) � ìîäóëü Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå ýòîãî

ðîñòêà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ñòðîãàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòåéøèõ ðîñò-

êîâ ãîëîìîðôíûõ äâóìåðíûõ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ðîñò-

êîâ òàêîãî êëàññà:

� ïîñòðîåíû ìîäóëè ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè; äîêàçàíà

òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ýêâèìîäàëüíîñòè; äîêàçàíà òåîðåìà î ðåàëè-

çàöèè;

� íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëî-

ìîðôíîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (â òåðìèíàõ ïîñòðîåííûõ ìîäóëåé);

óêàçàíà ñâÿçü ñ ìîäóëÿìè Ýêàëëÿ-Âîðîíèíà ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññè-

ôèêàöèè ïàðàáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé;

� äîêàçàíà òåîðåìà î âêëþ÷åíèè; óêàçàíà ñâÿçü ñ ìîäóëÿìè Ìàðòèíå-

Ðàìèñà è Ìåùåðÿêîâîé-Òåññüå ñòðîãîé àíàëèòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðîñò-

êîâ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ðàçðàáîòàííûé â äèññåðòàöèè ìåòîä ðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïîçâîëèò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ

ðîñòêîâ ìíîãîìåðíûõ ðåçîíàíñíûõ îòîáðàæåíèé â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (íå

òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, íî è äëÿ ëþáûõ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ, à òàê æå â ðàçìåðíîñòè âûøå 2).

Äâóìåðíûå ïîëóãèïåðáîëè÷åñêèå ðîñòêè âîçíèêàþò êàê ïðåîáðàçîâà-

íèÿ ìîíîäðîìèè òð¼õìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëü-

òàòû òàê æå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîé àíàëè-

òè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òð¼õìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
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Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ

1. Ìíîæåñòâà, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèí-

ñêîãî àëôàâèòà, ïðè ýòîì

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

R+ = {a ∈ R : a > 0};
C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

2. [a] � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a.

3. Ñèìâîë � îáîçíà÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.
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