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1. Общая характеристика работы

1.1. Актуальность темы
Изучение асимптотических свойств решений уравнений в частных про-
изводных — традиционно одна из важнейших областей теории диффе-
ренциальных уравнений, имеющая многочисленные приложения в тео-
ретической физике. В частности, системы, состоящие из гиперболиче-
ского уравнения и наложенного на него конечномерного возмущения,
которые изучены в настоящей диссертации, можно интерпретировать
как взаимодействие поля и заряженной частицы. В недавнее время в
этой области произошел существенный математический прогресс.

Уравнение движения заряженной частицы в электрическом поле
было введено Лоренцом в 1895 году [1], хотя впервые оно было на-
писано Максвеллом в одной из работ 1865 г. [2]. С другой стороны,
формулы для поля движущегося заряда были найдены Льенаром в
1898 г. и Вихертом в 1900 г. [3]. Таким образом, возникла проблема
взаимодействия заряда с создаваемым им самим полем, т.е. проблема
“самодействия” заряженной частицы.

Математически это задача исследования асимптотики решений си-
стемы, состоящей из гиперболического уравнения, содержащего источ-
ник, нелинейно зависящий от конечномерной траектории (траектории
движения частицы), а также из обыкновенного уравнения движения
частицы, правая часть которого определяется решением возмущенно-
го гиперболического уравнения (полем); например, в случае уравнения
Максвелла эта правая часть есть сила Лоренца. Ниже для краткости
будем называть такие системы системами взаимодействия поля с ча-
стицей.

Этот вопрос приобрел особенную остроту в связи с проблемой бес-
конечной массы и энергии точечного заряда, поставленной Абрагамом
[4] в 1905 г. Для преодоления этой трудности Абрагам ввел понятие
“размазанного” электрона.

Формулы Льенара-Вихерта наводят на мысль, что создаваемое ус-
коренно движущимся зарядом поле уносит энергию, в результате чего
ускорение должно стремиться к нулю, как написано в учебниках элек-
тродинамики, см., например, [5]. Однако строго доказать это удалось
впервые лишь сто лет спустя для модели Абрагама [6, 7].

С другой стороны, системы, описывающие взаимодействие поля с
частицей, трансляционно инвариантны и имеют решения типа соли-
тонов. Частица в солитонном решении движется равномерно прямо-
линейно, а поле, сосредоточенное вокруг частицы, сохраняет форму
неизменной. Стремление ускорения частицы к нулю, при определен-
ных условиях на плотность заряда, позволяет получить солитонные

1



асимптотики решений систем и построить начала теории рассеяния.
Ряд результатов в этом направлении впервые получен в рамках

настоящей диссертации.

1.2. Цель работы
В работе рассмотрен ряд систем, состоящих из двух частей. Первая
часть представляет собой гиперболическое уравнение — волновое,
Клейна-Гордона или Максвелла, — в правой части которого имеется
источник, нелинейно зависящей от конечномерной траектории. Вто-
рая часть является обыкновенным уравнением для этой траектории,
правая часть которого зависит от решения гиперболического уравне-
ния. Такие системы можно интерпретировать как системы, описыва-
ющие взаимодействие поля с заряженной частицей. Функцию взаимо-
действия, связывающую обе части системы, можно интерпретировать
как плотность заряда частицы. Более подробно, в работе рассмотре-
ны четыре системы:

1) Скалярное волновое поле, взаимодействующее с частицей.
2) Скалярное поле Клейна-Гордона, взаимодействующее с части-

цей.
3) Система Максвелла-Лоренца, описывающая заряженную части-

цу в поле Максвелла.
4) Неподвижная вращающаяся частица, взаимодействующая с по-

лем Максвелла.
Первые три системы инвариантны относительно пространственных

сдвигов и имеют решения типа солитонов. Частица в солитонном ре-
шении движется равномерно прямолинейно, поле сохраняет свою фор-
му и перемещается вместе с частицей. Четвертая система, при усло-
вии сферической симметрии функции взаимодействия, инвариантна
относительно пространственных вращений и имеет решения в виде со-
литонов вращения, в которых поле остается постоянным, а частица
вращается с постоянной угловой скоростью.

Возникает гипотеза, что решения этих систем в долговременном
пределе асимптотически приближаются к солитонным решениям. Эту
гипотезу удалось обосновать при определенных предположениях о фун-
кции взаимодействия и начальных данных задачи Коши, поставленной
для указанных систем.

Цели работы:
I. Для всех четырех систем вывести солитонные асимптотики ре-

шений в локальных энергетических полунормах, а также рассеяние
входящей волны на солитоне в глобальных энергетических нормах
для скалярных полей — волнового и Клейна-Гордона, а также для
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поля Максвелла, взаимодействующих с частицей, при условии мало-
сти функции взаимодействия, связывающей бесконечномерную (воз-
мущенное гиперболическое уравнение) и конечномерную (обыкновен-
ное уравнение движения частицы) части системы. Это условие можно
интерпретировать как слабое взаимодействие поля с частицей.
II. Для системы Максвелла-Лоренца получить солитонные асимпто-
тики решений в локальных энергетических полунормах при специаль-
ном условии Винера на функцию взаимодействия, без предположения
ее малости.
III. Для первых трех систем вывести асимптотическую устойчивость
солитонных многообразий в подходящих весовых пространствах Собо-
лева и рассеяние входящей волны на солитоне для начальных данных,
достаточно близких к солитонному многообразию, при том же условии
Винера на функцию взаимодействия.

1.3. Наиболее существенные научные результаты и
их новизна

Результаты диссертации являются новыми и заключаются в следую-
щем:

I. Впервые получены солитонные асимптотики в локальных энер-
гетических полунормах и рассеяние волны на солитоне в глобаль-
ной энергетической норме для систем, состоящих из гиперболического
уравнения (волнового, Клейна-Гордона и Максвелла), нелинейно воз-
мущенного конечномерной траекторией, и обыкновенного уравнения
для этой траектории, правая часть которого зависит от решения ги-
перболического уравнения; при условии малой (в L2(IR3)) функции
взаимодействия. Это можно интерпретировать как асимптотику взаи-
модействия поля и частицы в случае малой плотности заряда частицы.
В этом случае также впервые получена солитонная асимптотика в ло-
кальных энергетических полунормах и рассеяние волны на солитоне
в глобальной энергетической норме для системы, описывающей непо-
движную вращающуюся частицу в поле Максвелла.

II. Впервые получена орбитальная устойчивость солитонов систе-
мы Максвелла-Лоренца с релятивистской частицей, а также солитон-
ная асимптотика решений этой системы в локальных энергетических
полунормах при условии Винера на плотность заряда (без предполо-
жения малости плотности).

III. Впервые выведены асимптотическая устойчивость солитонов
в глобальной энергетической норме и рассеяние волны на солитоне
при условии Винера на плотность заряда частицы (без предположения
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малости плотности), а также условии близости начальных данных к
солитонному многообразию в подходящей весовой соболевской норме.

1.4. Методы исследования
I. В случае слабого взаимодействия поля с частицей (математически
это означает, что норма плотности заряда ρ в пространстве L2(IR3)
достаточно мала) мы применяем для вывода солитонной асимптоти-
ки решения метод интегрального неравенства. Мы покажем, что при
t→ ∞ скорость частицы стабилизируется и решение возмущенного ги-
перболического уравнения стремится к солитонному полю с центром
в точке нахождения частицы — в локальной соболевской (“энергети-
ческой”) полунорме с этим же центром.

Вывод солитонной асимптотики методом интегрального неравен-
ства состоит из нескольких шагов, которые по существу одинаковы
для всех рассматриваемых систем, отличаясь лишь техническими по-
дробностями:

1. Определяем подходящий “сопутствующий” солитон, к которому
докажем сходимость решения, т.е. покажем, что разность решения и
этого солитона со временем стремится к нулю.

2. Выводим уравнение для разности решения и сопутствующего
солитона. Записываем интегральное представление решения (интеграл
Дюамеля).

3. Выводим по отдельности временно́е убывание компонентов ин-
тегрального представления.

4. Определяем специальную мажоранту и записываем для нее ин-
тегральное неравенство. Из него следует убывание локальной нормы
разности решения и сопутствующего солитона.

5. Для доказательства рассеяния в глобальной энергетической нор-
ме применяем метод Кука теории рассеяния.

II. Для вывода солитонной асимптотики решений системы Максвел-
ла-Лоренца с в качестве первого шага мы доказываем орбитальную
устойчивость солитонов; этот результат имеет самостоятельную цен-
ность.

Для доказательства орбитальной устойчивости, ввиду закона со-
хранения энергии, возникает идея использовать энергию (гамильто-
ниан) в качестве функции Ляпунова. Однако гамильтониан системы
является инвариантным относительно сдвигов в IR3, поэтому не может
служить функцией Ляпунова непосредственно. Поэтому сначала мы
редуцируем систему при помощи канонического преобразования фа-
зового пространства. В новых координатах солитон оказывается гло-
бальным минимумом редуцированного гамильтониана, откуда выво-

4



дится орбитальная устойчивость солитонов.
При винеровском условии (оно заключается в том, что преобразо-

вание Фурье функции взаимодействия не обращается в ноль ни в одной
точке) ранее [7] было доказано стремление ускорения частицы к нулю.
Комбинируя убывание ускорения и орбитальную устойчивость солито-
нов, мы получаем существование предельных скоростей и солитонную
асимптотику решения в локальных энергетических полунормах.

III. Для вывода асимптотической устойчивости солитонных мно-
гообразий и рассеяния входящей волны на солитоне для начальных
данных, достаточно близких к солитонному многообразию при том же
винеровском условии применяется метод симплектической проекции.

1. Сначала строим симплектически ортогональную проекцию ре-
шения на солитонное многообразие. Таким образом, возникает разло-
жение решения на компоненту, лежащую на солитонном многообразии
(солитонную компоненту) и на трансверсальную компоненту, симплек-
тически ортогональную многообразию.

2. Линеаризуем динамику по трансверсальной компоненте. Разде-
ляем динамику на движение вдоль солитонного многообразия и дви-
жение в трансверсальных направлениях.

3. Движение вдоль многообразия определяется солитонной компо-
нентой, которая удовлетворяет обыкновенным модуляционным урав-
нениям. Из этих уравнений следует, что для решения, лежащего вбли-
зи солитонного многообразия, параметры симплектической проекции
изменяются “сверхмедленно”.

4. Трансверсальная компонента удовлетворяет трансверсальному
уравнению, правая часть которого включает линейный неавтономный
оператор, а также член второго порядка малости относительно транс-
версальной компоненты.

5. Замораживаем линеаризованную динамику в некоторой точке
и доказываем убывание решений линейного уравнения с постоянным
(несамосопряженным) линейным оператором. Важнейшим обстоятель-
ством является то, что убывание имеет место только для начальных
данных, симплектически ортогональных солитонному многообразию.

6. Разность неавтономного и замороженного оператора оценивается
методом мажорант. В итоге получаем временно́е убывание трансвер-
сальной компоненты.

7. Из убывания трансверсальной компоненты и модуляционных
уравнений выводятся солитонные асимптотики при помощи известной
техники теории рассеяния — метода Кука. Обратим внимание, что
скорость сходимости оказывается разной в случае уравнения Клейна-
Гордона и в случаях волнового уравнения и уравнения Максвелла, что
объясняется разной степенью пространственного убывания солитонов.
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1.5. Личный вклад автора. Публикации

Все основные результаты диссертации получены автором самостоя-
тельно. Основные результаты диссертации опубликованы в следующих
14 работах, 10 из которых входят в перечень реферируемых научных
изданий, рекомендованных ВАК РФ для опубликования основных на-
учных результатов диссертаций или входящих в международные базы
данных и системы цитирования Scopus, Web of Scienc. Полный список
публикаций приведен в конце автореферата.

В совместных работах из реферируемых изданий автору принад-
лежат следующие результаты:

Работа 3: центральная часть доказательства основной Теоремы 2.1
– доказательство оценки (3.5) из леммы 3.1, доказательство теоремы
2.2. полностью.

Работа 4: доказательство Теоремы 2 полностью, бо́льшая часть до-
казательства основной Теоремы 7 – доказательство Леммы 6 и оценки
(51), доказательство Теоремы 8 полностью.

Работа 5: центральная часть доказательства основной Теоремы 2.4
– доказательство Леммы 3.1, доказательство Теоремы 2.5 полностью.

Работа 6: пункт 3.1 полностью, пункт 3.2 от начала до формулы
(3.15) включительно, пункт 3.3 полностью, параграф 4 полностью.

Работа 7: центральная часть доказательства Теоремы 2.3. – дока-
зательство Леммы 3.1, доказательство Леммы 4.1, пункты 5 и 6 пол-
ностью.

Работа 8: параграф 3: доказательство Леммы 3.2, включая Прило-
жение А, параграфы 4,5 полностью, параграф 6: доказательство Лем-
мы 6.2, параграф 7: доказательство Леммы 7.2, параграф 11 полно-
стью, параграф 13: часть, относящаяся к Фурье-представлению, пара-
граф 15: доказательство Леммы 15.2, включая Приложение В, пара-
граф 18: доказательство Предложения 18.1.

Работа 9: параграфы 3, 4, 5 полностью, пункт 6.1, параграф 7 пол-
ностью, параграф 8: доказательство Леммы 8.2, параграф 11 полно-
стью.

Работа 10: параграфы 2, 4, 5 полностью, параграф 6: доказатель-
ство Леммы 6.2, параграф 7: часть, относящаяся к Фурье-представле-
нию, параграфы 8, 9 полностью, параграф 10: доказательство Леммы
10.2, параграф 15, Приложения А, В, полностью.

Работа 11: параграфы 3, 4, 5, 7, полностью, параграф 8: доказатель-
ство Леммы 8.6, параграфы 9, 10, 11 полностью, параграф 12: все,
кроме Леммы 12.2, параграф 13: доказательство Предложения 13.1,
Приложения А, В, С полностью.

Работа 12: параграф 2: пункт 2.2 и далее, параграф 3 полностью.
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обсуждение результатов.

1.6. Теоретическая и практическая ценность
Работа носит теоретический характер. Полученные результаты и раз-
работанные методы могут быть использованы специалистами в обла-
сти дифференциальных уравнений в частных производных и матема-
тической физики, в области теории функций, а также в спектральной
теории операторов.

Исследования рассматриваемых в диссертации задач проводились
при поддержке проектов РФФИ 01-01-04002, 07-01-0018а, 10-01-00578-
а, 13-01-0073 А, проектов Немецкого научно-исследовательского сооб-
щества DFG 436 RUS 113/615/0-1(R), 436 RUS 113/929/0-1, совмест-
ного проекта РФФИ и DFG 08-01-91950-NNIOa, грантом Wittgenstein
2000 Award и проектами Р16105-N05 и Р19138-N13 Австрийского ис-
следовательского фонда, а также Институтом Эрвина Шредингера,
Вена, Австрия.

1.7. Апробация результатов
В течение последних 15 лет результаты работы неоднократно докла-
дывались на следующих научных семинарах:

Научный семинар по актуальным проблемам математической фи-
зики математического центра Мюнхенского технического университе-
та под руководством профессора Г. Шпона (Германия);

Объединенный семинар Мюнхенского технического университета и
Мюнхенского городского университета (Германия);

Семинар математического факультета Венского университета (Ав-
стрия);

Научный семинар кафедры дифференциальных уравнений механи-
ко-математического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова под руко-
водством профессора М.И. Вишика;

Научный семинар Кафедры Фундаментальной информатики и оп-
тимального управления Института математики и информационных
технологий Волгоградского государственного университета под руко-
водством профессора А.Г. Лосева;

Семинар “Асимтотические методы в уравнениях математической
физики” механико-математического факультета МГУ под руководст-
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вом профессоров В.В. Жикова, Е.В. Радкевича, А.С. Шамаева,
Т.А. Шапошниковой;

Кафедральный семинар кафедры Высшей математики и матема-
тической физики физического факультета Санкт-Петербургского го-
сударственного университета под руководством профессора Т.А. Сус-
линой.

Семинар имени К.И. Бабенко Института прикладной математики
им. М.В. Келдыша РАН под руководством доктора физ.-мат. наук
А.Л. Афендикова.

В период с 2001 по 2016 г. содержащиеся в диссертации резуль-
таты были представлены на многочисленных научных конференциях,
включая международные:

Ежегодные конференции по различным вопросам математической
физики Института Эрвина Шредингера, Вена, Австрия, 2001-2005.

Европейский математический конгресс, Стокгольм, Швеция, 2004.
Минисимпозиум “Солитонная асимптотика и смежные вопросы ма-

тематической физики”, Математический институт в Обервольфахе,
Германия, 2008.

Международная конференция “Современные проблемы математи-
ки, механики и их приложений”, посвященная 70-летию академика
В.А. Садовничего, МГУ, Москва, 2009.

XVI Международный конгресс математической физики, Прага, Че-
хия, 2009.

Международная конференция “Современные проблемы анализа и
преподавания математики”, посвященная 105-летию академика
С.М. Никольского, МГУ, Москва, 2010.

Международный математический конгресс, Хайдерабад, Индия,
2010.

Международная конференция “Дифференциальные уравнения в ма-
тематической физике”, посвященная 65-летию А.И. Комеча, ИППИ
РАН, Москва, 2011.

Международная конференция “Дифференциальные уравнения и
смежные вопросы”, посвященная академику И.Г. Петровскому, МГУ,
Москва, 2011.

Международный симпозиум “Анализ, теория операторов и матема-
тическая физика” Икстапа, Мексика, 2012, 2014.

Международная конференция “Дифференциальные уравнения и
приложения”, посвященная 90-летию М.И. Вишика, Москва, 2012.

Международная конференция “Дифференциальные уравнения и ди-
намические системы”, Суздаль, 2014, 2016.

Тезисы всех докладов опубликованы в сборниках тезисов соответ-
ствующих конференций.
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1.8. Структура и объем работы
Диссертация состоит из Введения, основной части (Главы 2-8) и При-
ложения, а также списка литературы. Текст диссертации изложен на
195 страницах. Список литературы содержит 64 наименования. В ра-
боте имеется 2 поясняющих иллюстрации.

2. Содержание работы
Введение содержит краткий исторический обзор исследований, осно-
вные обозначения и определения. Сформулированы основные резуль-
таты, полученные в диссертации, кратко изложены методы их доказа-
тельства. Дан обзор известных к настоящему времени результатов по
теме исследования.

В Главе 2 вводятся изучаемые системы, формулируются результа-
ты о существовании динамики в соответствующих фазовых простран-
ствах и выписываются солитонные решения.

Изучаемые системы. Рассматриваются следующие системы, со-
стоящие из гиперболического уравнения, нелинейно возмущенного ко-
нечномерной траекторией, и обыкновенного уравнения для этой тра-
ектории, правая часть которого зависит от решения гиперболического
уравнения. Их можно интерпретировать как системы, описывающие
взаимодействие поля с заряженной частицей:

1) Волновое поле (т.е. гиперболическое уравнение — волновое), вза-
имодействующее с частицей.

2) Поле Клейна-Гордона (гиперболическое уравнение — Клейна-
Гордона), взаимодействующее с частицей.

3) Система Максвелла-Лоренца (гиперболическое уравнение —
Максвелла; правая часть обыкновенного уравнения — сила Лоренца),
описывающая заряженную частицу в поле Максвелла.

4) Неподвижная вращающаяся частица в поле Максвелла.
1) Рассмотрим скалярное волновое поле ψ(x, t), x ∈ IR3, t ∈ IR, вза-

имодействующее с релятивистской заряженной частицей. Пусть q(t) ∈
IR3, p(t) ∈ IR3 — координаты и импульс частицы соответственно в мо-
мент t, тогда система имеет вид:

ψ̇(x, t) = π(x, t), π̇(x, t) = ∆ψ(x, t)− ρ(x− q(t)), x ∈ IR3, t ∈ IR,

q̇(t) = p(t)/
√
1 + p2, ṗ(t) = −

∫
∇ψ(x, t) ρ(x− q(t))dx.

(2.1)

Функционал энергии (гамильтониан) для волновой системы (2.1) ра-
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вен:

H(ψ, π, q, p) =
1

2

∫ (
|π(x)|2+ |∇ψ(x)|2

)
dx+

∫
ψ(x)ρ(x−q)dx+

√
1 + p2.

2) В случае поля Клейна-Гордона система записывается аналогич-
но:

ψ̇(x, t) = π(x, t), π̇(x, t) = ∆ψ(x, t)−m2ψ(x, t)− ρ(x− q(t)),

q̇(t) = p(t)/
√
1 + p2(t), ṗ(t) = −

∫
∇ψ(x, t) ρ(x− q(t)) dx,

(2.2)

где m > 0. Заметим, что система для волнового уравнения (2.1) имеет
вид (2.2) с m = 0.

Для системы Клейна-Гордона (2.2) функционал энергии (гамиль-
тониан) имеет вид

Hm(ψ, π, q, p) = 1
2

∫ (
|π(x)|2 + |∇ψ(x)|2 +m2|ψ(x)|2

)
dx+∫

ψ(x)ρ(x− q)dx+
√
1 + p2.

3) В случае поля Максвелла система имеет вид (∧ обозначает век-
торное произведение):

Ė(x, t) = ∇∧B(x, t)− ρ(x− q(t))q̇(t), Ḃ(x, t) = −∇ ∧ E(x, t), (2.3)

q̇(t) =
p(t)√

1 + p2(t)
, ṗ(t) =

∫
(E(x, t) + q̇(t) ∧B(x, t)) ρ(x− q(t))dx,

(2.4)
кроме того, налагаются условия трансверсальности

∇ · E(x, t) = ρ(x− q(t)), ∇ ·B(x, t) = 0. (2.5)

Здесь E(x, t), B(x, t) — соответственно электрическое и магнитное по-
ля. Энергия для системы Максвелла-Лоренца имеет вид

H(E,B, q, p) =
√
1 + p2 +

1

2

∫ (
|E(x)|2 + |B(x)|2

)
dx.

4) Для неподвижной вращающейся частицы в поле Максвелла си-
стема имеет вид:

E(−x, t) = −E(x, t), B(−x, t) = B(x, t), (2.6)

Ė(x, t) = ∇∧B(x, t)− (ω(t) ∧ x)ρ(x), Ḃ(x, t) = −∇ ∧ E(x, t), (2.7)
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∇ · E(x, t) = ρ(x), ∇ ·B(x, t) = 0. (2.8)

I ω̇(t) =

∫
x ∧ [E(x, t) + (ω(t) ∧ x) ∧B(x, t)]ρ(x) dx, (2.9)

где I = (2/3)
∫
x2ρ(x)dx— момент инерции частицы. Функционал энер-

гии равен

H(E,B, ω) =
Iω2

2
+

1

2

∫ (
|E(x)|2 + |B(x)|2

)
dx.

Во всех системах механическую массу частицы, а также скорость
распространения волны мы считаем равными 1.

Будем записывать системы (2.1), (2.2), (2.3)–(2.5), (2.6)–(2.9) в виде

Ẏ (t) = G(Y (t)), t ∈ IR, (2.10)

где Y (t) := (ψ(x, t), π(x, t), q(t), p(t)) для волнового уравнения и урав-
нения Клейна-Гордона, Y (t) := (E(x, t), B(x, t), q(t), p(t)) для уравне-
ния Максвелла, Y (t) := (E(x, t), B(x, t), ω(t)) для уравнения Максвел-
ла с вращающейся частицей;G— нелинейный оператор, определяемый
правой частью соответствующей системы. Все производные понима-
ются в смысле обобщенных функций. Рассмотрим задачу Коши для
(2.10) с начальным условием

Y (0) = Y0. (2.11)

Фазовые пространства и существование динамики. Введем фа-
зовое пространство для волновой системы (2.1). Рассмотрим простран-
ство Ḣ1 — пополнение вещественного пространства C∞

0 (IR3) по норме
|||∇ψ(x)|||, где ||| · ||| — норма в L2(IR3).

Определение 2.1. 1) Ė — гильбертово пространство Ḣ1⊕L2⊕IR3⊕
IR3 с конечной нормой

∥Y ∥Ė = |||∇ψ|||+ |||π|||+ |q|+ |p|, где Y = (ψ, π, q, p) .

2) Ḟ — пространство Ḣ1 ⊕ L2 полей F = (ψ, π) с конечной нормой

∥F∥Ḟ = |||∇ψ|||+ |||π|||.

Заметим, что Ḣ1 не содержится в L2, однако Ė является пространством
состояний конечной энергии, т.е. H(Y ) <∞ при Y ∈ Ė .

Теперь введем фазовое пространство для системы (2.2). ПустьH0 =
L2 — вещественное гильбертово пространство L2(IR3) со скалярным
произведением ⟨·, ·⟩ и нормой ||| · |||, а H1 — пространство Соболева
H1 = {ψ ∈ L2 : |∇ψ| ∈ L2} с нормой ∥ψ∥H1 = |||∇ψ|||+ |||ψ|||.
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Определение 2.2. 1) Фазовое пространство E уравнения (2.2) при
m > 0 — это вещественное гильбертово пространство H1 ⊕ L2 ⊕
IR3 ⊕ IR3 состояний Y = (ψ, π, q, p) с конечной нормой

∥Y ∥E = ∥ψ∥H1 + |||π|||+ |q|+ |p|.

2) F — пространство H1 ⊕ L2 полей F = (ψ, π) с конечной нормой

∥F∥F = ∥ψ∥H1 + |||π|||.

Введем фазовое пространство для системы (2.3)–(2.5). Положим
L2 = L2(IR3, IR3). Определим пространство

L = L2⊕L2⊕IR3⊕IR3, ∥Y ∥L = |||E|||+|||B|||+|q|+|p|, где Y = (E,B, q, p).

Определение 2.3. 1) Фазовое пространство M — подпространст-
во L, состоящее из таких Y = (E,B, q, p), что выполнены условия
∇ · E = ρ(x− q), ∇ ·B = 0.

2) F — пространство полей F = (E,B), где (E,B, q, p) ∈ M;
∥F∥F = |||E|||+ |||B|||.

Заметим,что M — метрическое, но не линейное подпространство L,
метрика индуцирована вложением M ⊂ L.

Наконец, введем фазовое пространство для системы (2.6)-(2.9). По-
ложим F = L2 ⊕ L2 и L = F ⊕ IR3,

∥(E(x), B(x))∥F = |||E|||+ |||B|||, ∥Y ∥L = |||E|||+ |||B|||+ |ω|,
Y = (E(x), B(x), ω) ∈ L.

Фазовое пространство Ms — метрическое пространство состояний
(E(x), B(x), ω) ∈ L, удовлетворяющих условиям симметрии/антисим-
метрии (2.6) и связям

∇ · E(x) = ρ(x) ∇ ·B(x) = 0 x ∈ IR3.

Метрика на Ms индуцируется вложением Ms ⊂ L.
Мы накладываем следующие условия регулярности и убывания на

плотность распределения заряда: ρ — вещественная функция, принад-
лежащая пространству Соболева H1(IR3), с компактным носителем,
т.е.

ρ,∇ρ ∈ L2(IR3), ρ(x) = 0 при |x| ≥ Rρ. (C)

При условии (С) каждая из систем (2.1), (2.2), (2.3)-(2.5), (2.6)-(2.9)
определяет динамику на соответствующем фазовом пространстве.

Солитоны. Обозначим V := {v ∈ IR3 : |v| < 1}.
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Системы (2.1), (2.2), (2.3) – (2.5) инвариантны относительно сдви-
гов и допускают солитонные решения

Ya,v(t) = (ψv(x− vt− a), πv(x− vt− a), vt+ a, pv), pv =
v√

1− v2

в случае волнового уравнения и уравнения Клейна-Гордона, а также

Ya,v(t) = (Ev(x− vt− a), Bv(x− vt− a), vt+ a, pv), pv =
v√

1− v2

в случае уравнения Максвелла, для любых a ∈ IR3, v ∈ V .
В x-представлении солитоны в случае уравнения Клейна-Гордона

задаются формулами

ψv(x) = − γ

4π

∫
e−m|γ(y−x)∥+(y−x)⊥|ρ(y)dy

|γ(y − x)∥ + (y − x)⊥|
, πv(x) = −v · ∇ψv(x).

Здесь мы положили γ = 1/
√
1− v2 и x = x∥ + x⊥, где x∥∥v и x⊥⊥v,

x ∈ IR3.
В случае волнового уравнения формулы для солитонов имеют вид:

ψv(x) = − γ

4π

∫
ρ(y)dy

|γ(y − x)∥ + (y − x)⊥|
, πv(x) = −v · ∇ψv(x).

В случае уравнения Максвелла Ev, Bv задаются следующими фор-
мулами:

Ev(x) = −∇ψv(x) + v · ∇ Av(x), Bv(x) = ∇∧Av(x);

ψv(x) =
γ

4π

∫
ρ(y)dy

|γ(y − x)∥ + (y − x)⊥|
, Av(x) = vψv(x).

В случае уравнения Максвелла с вращающейся частицей мы накла-
дываем дополнительное условие сферической симметрии на плотность
заряда ρ(x):

ρ(x) = ρ1(|x|).

При этом система (2.6)–(2.9) становится инвариантной относительно
вращений в IR3 и имеет солитоны вращения (Eω(x), Bω(x), ω), ω =
const ∈ IR3. В Фурье-представлении солитонные поля имеют вид:

Êω = −ikρ̂(k)
k2

, B̂ω = − (k ∧ (ω ∧∇k))ρ̂(k)

k2
.

Заметим, что солитонные поля непрерывно зависят от параметра
v ∈ V (ω ∈ IR3 в случае вращающейся частицы).
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Основная цель диссертации — получить, в той или иной фор-
ме, солитонные асимптотики решений систем (2.1), (2.2), (2.3)–(2.5),
(2.6)-(2.9), а также построить начала теории рассеяния.

Глава 3 посвящена выводу солитонных асимптотик при условии
слабого взаимодействия поля с частицей. Это означает, что функция
взаимодействия ρ(x) достаточно мала в норме пространства L2:

δρ := ∥ρ∥L2 ≪ 1. (2.12)

1. Волновое уравнение. Введем пространство начальных условий,
достаточно быстро убывающих на бесконечности.

Определение 2.4. Eσ при 0 ≤ σ ≤ 1 — пространство состояний
(ψ(x), π(x), q, p) ∈ E, для которых∫
{R≤|x|}

(|∇ψ(x)|2 + |ψ(x)|2 + |π(x)|2) dx = O(R−2−2σ) при R→ ∞ .

Обозначим через U(t) группу свободного волнового уравнения на F .

Теорема 2.5. Пусть величина δρ достаточно мала: δρ ≤ δρ(v,Rρ).
Рассмотрим решение Y (t) = (ψ(x, t), π(x, t)), q(t), p(t)) ∈ C(IR, E)

системы (2.1), с начальным условием Y (0) ∈ Eσ при некотором σ ∈
(0, 1]. Тогда ускорение частицы стремится к нулю:

|q̈(t)| ≤ C(1 + |t|)−1−σ. (2.13)

и решение Y (t) имеет следующую долговременную асимптотику:
1) Существуют такие v± = limt→±∞ q̇(t) ∈ V , что

|q̇(t)− v±| ≤ C (1 + |t|)−σ, (2.14)
∥F (q(t) + ·, t)− Fv±(·)∥R ≤ CR(1 + |t|)−σ, ∀R > 0. (2.15)

2) Существуют такие F± ∈ F , что

∥F (·, t)− Fv±(· − q(t))− U(t)F±∥F ≤ C(1 + |t|)−σ. (2.16)

Сокращенная запись асимптотик (2.14)–(2.16) понимается так: при t >
0 справедливы оценки с предельными значениями, помеченными ин-
дексом “+”, при t < 0 — индексом “−”. То же относится к формули-
ровкам последующих теорем.

2. Уравнение Клейна-Гордона.
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Определение 2.6. Пусть 0 < σ < 1/2, α = (1 − 2σ)/3. Множество
Eσ — пространство состояний (ψ, π, q, p) ∈ E, для которых∫

R≤|x|

(R2|ψ(x)|2 + |∇ψ(x)|2) dx = O(R−(4+2σ))

и ∫
Rα≤|x|

(|ψ(x)|2 + |π(x)|2) dx = O(R−(4+2σ))

при R→ +∞.

Обозначим через U(t) группу свободного уравнения Клейна-Гордона
на F .

Теорема 2.7. Пусть выполнено условие (C) и решение Y (t) системы
(2.2) имеет начальное условие Y (0) ∈ Eσ при некотором σ ∈ (0; 1/2).
Тогда при достаточно малом γρ выполнена сходимость (2.13) и ре-
шение Y (t) имеет следующую долговременную асимптотику:

1) Существуют такие v± = limt→±∞ q̇(t) ∈ V , что

|q̇(t)− v±| ≤ C (1 + |t|)−σ,

∥F (·+ q(t), t)− Fv±∥R ≤ CR(1 + |t|)−σ, ∀R > 0.

2) Существуют такие F± ∈ F , что

∥F (·, t)− Fv±(· − q(t))− U(t)F±∥F ≤ C(1 + |t|)−σ.

3. Уравнение Максвелла.

Определение 2.8. Для 0 ≤ σ ≤ 1 положим Mσ — пространство
состояний (E(x), B(x), q, p) ∈ E, для которых при R→ ∞∫

{R≤|x|}

(|∇E(x)|2 + |E(x)|2 + |∇B(x)|2 + |B(x)|2) dx = O(R−2−2σ) .

Обозначим через U(t) группу свободного уравнения Максвелла на F .

Теорема 2.9. Пусть величина δρ достаточно мала: δρ ≤ δ(v,Rρ).
Рассмотрим решение Y (t) = (E(x, t), B(x, t), q(t), p(t)) ∈ C(IR,M),
для которого Y (0) ∈ Mσ при некотором σ ∈ (0, 1]. Тогда выполняется
сходимость (2.13) и решение Y (t) имеет следующую долговременную
асимптотику:
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1) Существуют такие v± = limt→±∞ q̇(t) ∈ V, что

|q̇(t)− v±| ≤ C (1 + |t|)−σ,

∥F (·+ q(t), t)− Fv±∥R ≤ CR(1 + |t|)−σ, ∀R > 0.

2) Существуют такие F± ∈ F , что

∥F (·, t)− Fv±(· − q(t))− U(t)F±∥F ≤ C(1 + |t|)−σ.

4. Уравнение Максвелла с вращающейся частицей
Положим Mσ, 0 ≤ σ ≤ 1 — пространство таких состояний

(E(x), B(x), ω) ∈ M, что ∇E(x),∇B(x) принадлежат L∞
loc вне шара

BR с некоторым R = R(Y ) > 0, причем

|E(x)|+ |B(x)|+ |x|
(
|∇E(x)|+ |∇B(x)|

)
≤ C|x|−1−σ при |x| > R.

Обозначим через F (x, t) = (E(x, t), B(x, t)) полевые компоненты реше-
ния. Пусть Fω(x) = (Eω(x), Bω(x)) — полевые компоненты солитона с
угловой скоростью ω; U(t) — группа свободного уравнения Максвелла.

Теорема 2.10. Пусть величина δρ достаточно мала: δρ ≤ δ(Rρ) и
Y (0) ∈ Mσ с некоторым σ ∈ (0, 1]. Рассмотрим решение Y (t) =
(E(x, t), B(x, t), ω(t)) ∈ C(IR,M) системы (2.6)–(2.9). Тогда Y (t) име-
ет следующую долговременную асимптотику:

1) Существуют такие ω± = limt→±∞ ω(t), что

|ω(t)− ω±| ≤ C (1 + |t|)−σ,

и поля сходятся в локальных энергетических полунормах:

∥F (x, t)− Fω±(x)∥R ≤ CR(1 + |t|)−σ, ∀R > 0.

2) Существуют такие F± ∈ F , что:

∥F (x, t)− Fω±(x)− U(t)F±∥F ≤ C(1 + |t|)−σ.

Вывод солитонных асимптотик в случае слабого взаимодей-
ствия поля с частицей состоит из нескольких шагов, которые по су-
ществу одинаковы для всех типов рассматриваемых систем, см. выше
“Описание методов исследования”.

Глава 4 посвящена использованию гамильтоновой структуры и ви-
неровского условия для доказательства орбитальной устойчивости со-
литонов и солитонной асимптотики решений в случае уравнения Макс-
велла. Для волнового уравнения результаты получены ранее [8]. В слу-
чае уравнения Клейна-Гордона имеется принципиальная трудность,
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связанная с отсутствием строгого принципа Гюйгенса; в итоге вопрос
остается пока открытым.

Система Максвелла-Лоренца заменой переменной приводится к га-
мильтонову виду и, с использованием гамильтоновой структуры, вы-
водится орбитальная устойчивость солитонов.

Непосредственно в виде (2.3) – (2.5) система не имеет гамильтоно-
вой формы. Однако энергия

H(E,B, q, p) =
√

1 + p2 +
1

2

∫ (
|E(x)|2 + |B(x)|2

)
dx

и полный импульс

P(E,B, q, p) = p+

∫
E(x) ∧B(x)dx (2.17)

сохраняются вдоль достаточно гладких решений системы.
Опишем замену переменных, при которой система Максвелла-Ло-

ренца преобразуется к гамильтоновой форме. При этом момент стано-
вится одной из гамильтоновых переменных, а энергия в новых пере-
менных становится гамильтонианом. Положим

Es(x, t) = E(x, t)+∇φρ(x−q(t)), где ∇φρ ∈ L2(IR3), ∆φρ(x) = −ρ(x).
(2.18)

Функция φρ определена указанными условиями однозначно. Введем
магнитный потенциал A(x, t), удовлетворяющий кулоновской калиб-
ровке:

B(x, t) = ∇∧A(x, t), ∇ ·A(x, t) = 0 (2.19)

и момент заряда в магнитном поле:

P (t) := p(t) +

∫
ρ(x− q(t))A(x, t)dx. (2.20)

Предположим, что поля E и B достаточно гладкие, достаточно
быстро убывают на бесконечности и для (E,B, q, p) выполняются урав-
нения (2.3) – (2.5). Тогда (Es, A, q, P ) удовлетворяют следующим урав-
нениям:

∇ · Es(x, t) = 0, ∇ ·A(x, t) = 0, (2.21)

Ės(x, t) = −∆A(x, t)−Πs[ρ(x− q(t))v(t)], Ȧ(x, t) = −Es(x, t), (2.22)

v(t) := q̇(t) =
P (t)− ⟨ρ(x− q(t)), A(x, t)⟩

[1 + (P (t)− ⟨ρ(x− q(t)), A(x, t)⟩)2]1/2
, (2.23)

Ṗ (t) =

3∑
k=1

vk(t)⟨∇Ak(x, t), ρ(x− q(t))⟩, (2.24)

17



где Πs — проектор на пространство соленоидальных (бездивергент-
ных) полей. В представлении Фурье проектор имеет вид

Π̂(k) a = a− a · k
k2

k.

Рассмотрим функционал

Hs(Es, A, q, P ) =
1

2

∫ (
|Es|2+|∇A|2

)
dx+

[
1 + (P − ⟨ρ(x− q), A(x)⟩)2

]1/2
.

(2.25)
Система (2.22)–(2.24) является гамильтоновой с гамильтонианом (2.25).
А именно, уравнения (2.22) – (2.24) имеют вид

Ės =
δHs

δA
, Ȧ = −δHs

δEs
,

q̇ =
∂Hs

∂P
, Ṗ = −∂Hs

∂q
.

Таким образом, переменные (Es, A, q, P ) являются гамильтоновыми.
Полный импульс (2.17) в гамильтоновых переменных имеет вид

P(Es, A, q, P ) = P +

∫
Es(x) ∧ (∇∧A(x))dx = P +

∫
Es(x) · ∇A(x)dx,

где мы обозначили E · ∇A :=
∑3

k=1Ek · ∇Ak. Легко проверить, что

P(Es, A, q, P ) = P(E,B, q, p),

Hs(Es, A, q, P ) = H(E,B, q, p)− 1

2

∫
|∇φρ(x)|2dx,

если переменные (Es, A, q, P ) и (E,B, q, p) связаны соотношениями
(2.18), (2.19), (2.20).

Введем фазовое пространство для системы (2.21)–(2.24). Положим
L2 = L2(IR3, IR3), Ḣ1 — замыкание пространства C∞

0 (IR3, IR3) по нор-
ме ∥A∥1 = |||∇A||| := ∥∇A∥L2(IR3,IR3). Обозначим L2

sol, Ḣ1
sol подпростран-

ства, образованные соленоидальными векторными полями, а именно,
замыкания в L2, Ḣ1 соответственно векторных полей из C∞

0 с нулевой
дивергенцией. Определим фазовое пространство

Mh = L2
sol ⊕ Ḣ1

sol ⊕ IR3 ⊕ IR3, ∥Y ∥E = |||E|||+ ∥A∥1 + |q|+ |P |,

где Y = (E,A, q, P ). Соответствующее пространство только для полей:

Fh = L2
sol ⊕ Ḣ1

sol, ∥(E,A)∥F = |||E|||+ ∥A∥1.

Из существования динамики для системы (2.3)–(2.5) вытекает сле-
дующее утверждение:
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Предложение 2.11. Пусть выполнено условие (С), пусть
Y 0
s = (E0

s , A
0, q0, P 0) ∈ Mh. Тогда

1) Существует и притом единственное решение Ys(t) ∈ C(IR,Mh)
системы (2.21)–(2.24) с начальным условием Ys(0) = Y 0

s .
2) Энергия и полный момент сохраняются:

Hs(Ys(t)) = Hs(Y
0
s ), P(Ys(t)) = P(Y 0

s ), t ∈ IR.

3) Рассмотрим Y (t) = (E(t), B(t), q(t), p(t)), где

E(t) = Es(t)−∇φρ(·−q(t)), B(t) = ∇∧A(t), p(t) = P (t)−⟨ρ(·−q(t)), A(t)⟩

и (Es(t), A(t), q(t), P (t)) = Ys(t) — решение системы (2.21)–(2.24) с на-
чальным условием Ys(0) = Y 0

s . Тогда Y (t) является, и притом един-
ственным в C(IR,M), решением системы (2.3)–(2.5) с начальными
данными

E0 = E0
s −∇φρ(·− q0), B0 = ∇∧A0, q0 = q0, p0 = P 0−⟨ρ(·− q0), A0⟩.

Сформулируем результат об орбитальной устойчивости солитонов.

Теорема 2.12. Пусть выполнено условие (С), пусть Y (t) =
(E(t), B(t), q(t), p(t)) ∈ C(IR,M) — решение системы (2.3)–(2.5) с на-
чальным условием Y (0) = Y0 = (E0, B0, q0, p0) ∈ M. Зафиксируем
некоторое v ∈ IR3 с |v| < 1 и положим

δ = |||E0(·)− Ev(· − q0)|||+ |||B0(·)−Bv(· − q0)|||+ |p0 − pv|1.

Тогда для любого ε > 0 существует такое δ(ε) > 0, что

|||E(q(t) + ·, t)− Ev(·)|||+ |||B(q(t) + ·)−Bv(·)|||+ |p(t)− pv| ≤ ε, ∀ t ∈ IR

при δ ≤ δ(ε).

Ввиду закона сохранения энергии возникает идея использовать
энергию (гамильтониан) в качестве функции Ляпунова для доказа-
тельства орбитальной устойчивости. Однако гамильтониан (2.25) яв-
ляется инвариантным относительно сдвигов в IR3, а значит, не мо-
жет служить функцией Ляпунова непосредственно. Поэтому сначала
мы редуцируем систему (2.21)–(2.24) при помощи канонического пре-
образования, предложенного ранее для случая системы Максвелла-
Лоренца с нерелятивистской частицей [9] и для случая волнового урав-
нения с релятивистской частицей [8]:

T (Es(x), A(x), q, P ) = (E(x),A(x),Q,P),

1Обратим внимание, что pv |v=0 = 0, вообще говоря, не равно p0
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где

E(x) = Es(x+q), A(x) = A(x+q), Q = q, P = P +

∫
Es(x) ·∇A(x)dx.

Это преобразование обратимо. Положим H(E ,A,Q,P) =
Hs(T −1(E ,A,Q,P)), т.е.

H(E ,A,Q,P) =
1

2

∫
(|E|2+ |∇A|2)dx+[1+(P−

∫
E ·∇Adx−⟨ρ,A⟩)2]1/2.

Лемма 2.13. Пусть Ys(x, t) = (Es(x, t), A(x, t), q(t), P (t)) ∈ C(IR,Mh)
— решение системы (2.21)–(2.24). Рассмотрим

(E(x, t),A(x, t),Q(t),P(t)) = T Ys =

(Es(x+ q(t), t), A(x+ q(t), t), q(t), P (t) +

∫
Es(x, t) · ∇A(x, t)dx).

Тогда 1) удовлетворяются связи

∇ · E(x, t) = 0, ∇ · A(x, t) = 0.

2) (E(x, t),A(x, t),Q(t),P(t)) — принадлежащее C(IR,Mh) решение сле-
дующей гамильтоновой системы:

Ė =
δH
δA

, Ȧ = −δH
δE

,

Q̇ =
∂H
∂P

, Ṗ = −∂H
∂Q

.

Поскольку H не зависит от Q, можно рассматривать P как параметр
и ввести редуцированный гамильтониан

HP(E ,A) =
1

2

∫
(|E|2 + |∇A|2)dx+ [1 + (P −

∫
E · ∇Adx− ⟨ρ,A⟩)2]1/2.

Тогда E и A удовлетворяют редуцированной гамильтоновой системе

Ė =
δHP

δA
, Ȧ = −δHP

δE
.

Далее мы показываем, что солитон является глобальным минимумом
редуцированного гамильтониана и, используя редуцированный гамиль-
тониана в качестве функции Ляпунова, выводим орбитальную устой-
чивость солитонов.
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Наложим на плотность ρ дополнительное условие Винера (или ви-
неровское условие):

ρ̂(k) =

∫
eikxρ(x) dx ̸= 0 ∀ k ∈ IR3. (W )

Плотности, удовлетворяющие одновременно условиям (C) и (W) суще-
ствуют [6].

При винеровском условии удается (без предположения малости ρ)
доказать убывание ускорения частицы:

q̈ → 0 при t→ ∞,

при этом винеровское условие позволяет применить для доказатель-
ства убывания Тауберову теорему Винера [7]. Отметим, что в Главе 8
при изучении линеаризованных систем вскроется также спектральный
смысл винеровского условия.

Мы показываем (для случая системы Максвелла-Лоренца), что,
комбинируя убывание ускорения и орбитальную устойчивость солито-
нов, можно получить существование предельных скоростей и солитон-
ную асимптотику решения в локальных энергетических полунормах.

Теорема 2.14. Пусть выполнены условия (С) и (W). Рассмотрим
решение Y (t) ∈ C(IR,M) системы (2.3)–(2.5) с начальным условием
Y 0 = (E0, B0, q0, p0) ∈ Mσ, с некоторым σ > 1/2. Тогда существуют
предельные значения скоростей

v± = lim
t→±∞

q̇(t) (2.26)

и для любого R > 0

lim
t→±∞

(
|||E(q(t) + ·, t)− Ev±(·)|||R + |||B(q(t) + ·, t)−Bv±(·)|||R

)
= 0.

(2.27)

Известен [7] следующий предварительный результат по асимптоти-
ке решений: в условиях теоремы 2.14 для любого R > 0

lim
t→±∞

(
|||E(q(t) + ·, t)− Ev(t)(·)|||R + |||B(q(t) + ·, t)−Bv(t)(·)|||R

)
= 0,

т.е. доказана сходимость в локальных полунорамх к переменному со-
путствующему солитону. Очевидно, что из этой сходимости и суще-
ствования предельных скоростей (2.26) следует сходимость (2.27). По-
этому остается доказать существование предельных скоростей. Доста-
точно провести доказательство только для случая t→ +∞, поскольку
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наша система обратима по времени. Введем величину колебания ско-
рости на бесконечности

osc[T ;+∞)v(t) := sup
t1,t2≥T

|v(t1)− v(t2)|.

Существование предельных скоростей следует из убывания колебания
на бесконечности:

Предложение 2.15. В условиях теоремы 2.14

osc[T ;+∞)v(t) → 0, при T → +∞. (2.28)

Для доказательства мы определенным образом модифицируем реше-
ние системы. Модифицированная траектория удовлетворяет новой си-
стеме уравнений, которая при больших t будет являться малым воз-
мущением системы (2.3)–(2.5).

Далее, мы показываем, что модифицированные поля: 1) удовлетво-
ряют некоторым неоднородным уравнениям Максвелла; 2) совпадают
с солитонными полями вне некоторого светового конуса и 3) совпада-
ют с запаздывающими полями (E(r), B(r)) внутри некоторого меньшего
светового конуса.

При достаточно большом t в шаре, где модифицированные поля не
равны в точности солитонным, они все же достаточно близки к ним.

Затем получаем выражение силы Лоренца через поля — получается
ее выражение через модифицированные поля плюс поправка. Выводим
суммируемое убывание поправки и приближенные законы сохранения
энергии и импульса для модифицированных решений.

Наконец, комбинируя эти соображения с орбитальной устойчиво-
стью, приходим к убыванию колебания скоростей на бесконечности
(2.28).

Главы 5-9 посвящены выводу солитонных асимптотик методом
симплектической проекции при винеровском условии, для решений с
начальными данными, достаточно близкими к солитонному многооб-
разию в подходящей весовой соболевской норме; в случае поля Макс-
велла рассматривается только частица без вращения.

В Главе 5 описаны методы работы, см. выше, и сформулированы
основные результаты.

Напомним обозначение V = {v ∈ IR3 : |v| < 1}.

Определение 2.16. Солитонным состоянием называется S(σ) :=
(ψv(x− b), πv(x− b), b, pv) для уравнений Клейна-Гордона и волнового,
а также S(σ) := (Ev(x− b), Av(x− b), b, Pv) для уравнения Максвелла,
где σ := (b, v) с b ∈ IR3 и v ∈ V .
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Солитонное решение имеет вид S(σ(t)), где

σ(t) = (b(t), v(t)) = (vt+ a, v). (2.29)

Определение 2.17. Солитонное многообразие — это множество
S := {S(σ) : σ ∈ Σ := IR3 × V }.

Для формулировки основных результатов введем соболевские про-
странства с весом.

1. Уравнение Клейна-Гордона.
Положим Hs

α, s = 0, 1, α ∈ IR — пространство Соболева с весовой
нормой ∥ψ∥s,α := ∥(1 + |x|)αψ∥Hs .

Определение 2.18. 1) Eα — пространство H1
α ⊕ H0

α ⊕ IR3 ⊕ IR3 с
нормой

∥Y ∥α = ∥Y ∥Eα = ∥ψ∥1,α + ∥π∥0,α + |q|+ |p|. (2.30)

2) Fα — пространство H1
α ⊕H0

α с нормой

∥F∥α = ∥F∥Fα = ∥ψ∥1,α + ∥π∥0,α.

Мы используем одни и те же обозначения для норм в пространстве
Fα и в пространстве Eα, определенном в (2.30). Из контекста всегда
будет ясно, имеем ли мы дело только с полями, т.е. с элементами про-
странства Fα, или с полями и частицами, т.е. с элементами простран-
ства Eα.

2. Волновое уравнение.
Рассмотрим пространство Ḣ1

α с нормой

∥ψ∥α = |||(1 + |x|)α∇ψ|||.

Определение 2.19. 1) Ėα — пространство Ḣ1
α ⊕ L2

α+1 ⊕ IR3 ⊕ IR3 с
нормой

∥Y ∥α = ∥Y ∥Ėα
= ∥ψ∥α + ∥π∥0,α+1 + |q|+ |p|.

2) Ḟα — пространство Ḣ1
α ⊕ L2

α+1 с нормой

∥F∥α = ∥F∥Ḟα
= ∥ψ∥α + ∥π∥0,α+1.

3. Уравнение Максвелла.
Пусть L2

sol,α, Ḣ1
sol,α — подпространства пространств L2

sol, соответ-
ственно Ḣ1

s, состоящие из всех полей E, соответственно A с конечными
нормами

∥E∥0,α = |||(1 + |x|)αE|||, ∥A∥1,α = |||(1 + |x|)α∇A|||.
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Поскольку Ḣ1
sol ⊂ L6(IR3, IR3), имеем Ḣ1

sol ⊂ L2
sol,α, α < −1. Положим

Mα = L2
sol,α+1⊕Ḣ1

sol,α⊕IR3⊕IR3, ∥Y ∥α = ∥Es∥0,α+1+∥A∥1,α+|q|+|P |.

Введем пространство полей

Fα = L2
sol,α+1 ⊕ Ḣ1

sol,α, ∥(Es, A)∥α = ∥Es∥0,α+1 + ∥A∥1,α.

Для всех трех систем мы требуем несколько более сильных свойств
регулярности и симметрии от функции взаимодействия ρ:

ρ,∇ρ,∇∇ρ ∈ L2(IR3), ρ(x) = 0 при |x| ≥ Rρ, ρ(x) = ρ1(|x|). (2.31)

Мы предполагаем также, что выполнено винеровское условие (W).
Как будет видно ниже при изучении линеаризованной системы, это
условие окажется аналогом “золотого правила Ферми” [10]-[17]: член
взаимодействия ρ(x − q) не должен быть ортогонален собственным
функциям eikx непрерывного спектра линейной части уравнения.

Кроме того, в случае волнового уравнения и уравнения Максвел-
ла мы накладываем дополнительные условия равенства нулю первых
четырех моментов плотности ρ т.е.∫

xµρ(x)dx = 0, |µ| ≤ 4. (2.32)

Эти условия обеспечивают достаточно быстрое пространственное убы-
вание солитонов. Иначе, например, в случае волнового уравнения нор-
ма солитона окажется бесконечной: |||ψv||| = ∞, если не наложено ника-
ких дополнительных условий.

В терминах преобразования Фурье условия имеют вид: ρ̂(k) ̸= 0
при k ̸= 0, но при k = 0 функция ρ̂(k) имеет ноль пятого порядка.
Физический смысл условий при µ = 0 — электрическая нейтральность
атома, которая обеспечивает его устойчивость. Плотности, удовлетво-
ряющие одновременно условиям (W) и (2.32) существуют: например,
если ρ1 удовлетворяет условиям (W), то применив к ней достаточное
число раз оператор Лапласа, получим функцию ρ, удовлетворяющую
(2.32).

Основными результатами по асимптотической устойчивости соли-
тонов являются следующие теоремы:

1. Для поля Клейна-Гордона с m > 0:

Теорема 2.20. Пусть выполнены условия (2.31) и (W). Пусть β >
3/2, а Y (t) — решение задачи Коши (2.10)–(2.11) с начальными дан-
ными Y0 ∈ Eβ, достаточно близкими к солитонному многообразию:

Y0 = S(σ0) + Z0, dβ := ∥Z0∥β ≪ 1. (2.33)
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Тогда выполняется следующая асимптотика при t→ ±∞:

q̇(t) = v± +O(|t|−3/2), q(t) = v±t+ a± +O(|t|−1);

(ψ(x, t), π(x, t)) = (ψv±(x− v±t− a±), πv±(x− v±t− a±))+
U(t)Ψ± + r±(x, t),

где U(t) — свободная группа уравнения Клейна-Гордона на F ,
Ψ± ∈ F и

∥r±(t)∥F = O(|t|−1/2).

2. Для волнового уравнения с m = 0:

Теорема 2.21. Пусть выполнены условия (2.31), (2.32) и (W). Пусть
0 < δ < 1/2, положим β := 4 + δ. Рассмотрим решение Y (t) задачи
Коши (2.10)–(2.11) с начальным условием Y0 ∈ Ėβ, достаточно близ-
ким к солитонному многообразию:

Y0 = S(σ0) + Z0, dβ := ∥Z0∥β ≪ 1.

Тогда выполняется следующая асимптотика при t→ ±∞:

q̇(t) = v± +O(|t|−1−δ), q(t) = v±t+ a± +O(|t|−2δ),

(ψ(x, t), π(x, t)) = (ψv±(x− v±t− a±), πv±(x− v±t− a±))+
U(t)Ψ± + r±(x, t),

где U(t) — свободная группа волнового уравнения на F , Ψ± ∈ F и

∥r±(t)∥F = O(|t|−δ).

3. Для поля Максвелла:

Теорема 2.22. Пусть выполнены условие (2.31), (2.32) и (W), пусть
β = 4 + δ, 0 < δ < 1/2. Предположим, что Y0 ∈ Mβ и что Y0 доста-
точно близко к солитонному многообразию:

Y0 = S(σ0) + Z0, dβ := ∥Z0∥β ≪ 1.

Пусть Y (t) ∈ C(IR, E) — решение задачи Коши (2.10)–(2.11). Тогда
выполняется следующая асимптотика при t→ ±∞:

q̇(t) = v± +O(|t|−1−δ), q(t) = v±t+ a± +O(|t|−2δ),

(E(x, t), A(x, t)) = (Ev±(x− v±t− a±), Av±(x− v±t− a±))+
U(t)Ψ± + r±(x, t),

где U(t) — свободная группа волнового уравнения на F , Ψ± ∈ F и

∥r±(t)∥F = O(|t|−δ).
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Все указанные в теоремах асимптотики достаточно доказать для
случая t→ +∞, поскольку системы (2.1), (2.2) и (2.21)–(2.24) обрати-
мы по времени.

В Главе 6 строится симплектическая проекция на солитонное мно-
гообразие и осуществляется линеаризация системы на солитонном мно-
гообразии.

Отождествим касательное пространство к E в каждой точке с са-
мим E . Рассмотрим симплектическую форму Ω, заданную на E фор-

мулой Ω =

∫
dψ(x) ∧ dπ(x) dx+ dq ∧ dp, т.е.

Ω(Y1, Y2) = ⟨ψ1, π2⟩ − ⟨ψ2, π1⟩+ q1p2 − q2p1,

где
Yj = (ψj , πj , qj , pj) ∈ E , j = 1, 2,

а ⟨ψ1, ψ2⟩ =
∫
ψ1(x)ψ2(x)dx и т.д.

Определение 2.23. i) Y1 - Y2 означает, что Y1 ∈ E, Y2 ∈ E, и Y1
симплектически ортогонален Y2, т.е. Ω(Y1, Y2) = 0.

ii) Оператор проектирования P : E → E называется симплекти-
чески ортогональным, если Y1 - Y2 для Y1 ∈ KerP и Y2 ∈ ImP .

В случае волнового уравнения все определения сохраняются с за-
меной пространства E на Ė .

В случае уравнения Максвелла-Лоренца симплектическая форма
Ω определена на E формулой

Ω(Y1, Y2) =

∫
(E1 ·A2 − E2 ·A1)dx+ q1 · P2 − q2 · P1

для Yk = (Ek, Ak, qk, Pk) ∈ E , k = 1, 2, если интеграл сходится.
Рассмотрим касательное пространство TS(σ)S к многообразию S

в точке S(σ). Векторы τj := ∂σjS(σ), где ∂σj := ∂bj и ∂σj+3 := ∂vj ,
j = 1, 2, 3, образуют базис в TσS. Подробнее, для j = 1, 2, 3

τj = τj(v) := ∂bjS(σ) = (−∂jψv(y),−∂jπv(y), ej , 0)
τj+3 = τj+3(v) := ∂vjS(σ) = (∂vjψv(y), ∂vjπv(y), 0, ∂vjpv)

, (2.34)

где y := x− b — “подвижная система координат”, e1 = (1, 0, 0) и т.д.

Лемма 2.24. Пусть выполнено условие (2.31), α ∈ IR и v < 1. Тогда
существует окрестность Oα(S) многообразия S в Eα и отображение
Π : Oα(S) → S, такое что Π равномерно непрерывно на Oα(S)∩Eα(v)
в метрике пространства Eα,

ΠY = Y при Y ∈ S, и Y − S - TSS, где S = ΠY.
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Отметим,что для доказательства существования симплектической
проекции, а также для вывода модуляционных уравнений, см. ниже,
существенной оказывается невырожденность матрицы Ω(τl(v), τj(v)).

Рассмотрим решение системы (2.2) и разложим его в сумму

Y (t) = S(σ(t)) + Z(t), (2.35)

где σ(t) = (b(t), v(t)) ∈ Σ — произвольная гладкая функция от t ∈ IR.
Подробнее, обозначим Y = (ψ, π, q, p) и Z = (Ψ,Π, Q, P ). Тогда (2.35)
означает, что

ψ(x, t) = ψv(t)(x− b(t)) + Ψ(x− b(t), t), q(t) = b(t) +Q(t)
π(x, t) = πv(t)(x− b(t)) + Π(x− b(t), t), p(t) = pv(t) + P (t)

∣∣∣∣
(2.36)

Подставим (2.36) в (2.2) и линеаризуем уравнения по Z. В результате
получим уравнение вида

Ż(t) = A(t)Z(t) + T (t) +N(t), t ∈ IR. (2.37)

Здесь оператор A(t) = Av,w зависит от двух параметров v = v(t) и
w = ḃ(t) и равен

Av,w


Ψ
Π
Q
P

 :=


w · ∇ 1 0 0

∆−m2 w · ∇ ∇ρ· 0
0 0 0 Bv

⟨·,∇ρ⟩ 0 ⟨∇ψv, ·∇ρ⟩ 0




Ψ
Π
Q
P

 ,

где Bv = ν(E − v ⊗ v).
Член A(t)Z(t) в правой части уравнения (2.37) линейный по Z(t),

а N(t) — член более высокого порядка по Z(t). Если проекция S(σ(t))
не является солитонным решением (которое определяется формулой
(2.29)), то T (t) — член нулевого порядка, который не исчезает при
Z(t) = 0. Аналогичные разложения построены для волнового уравне-
ния и уравнения Максвелла.

В конце Главы 6 изучены свойства линеаризованного уравнения,
в частности, установлена его гамильтонова форма. Рассмотрен важ-
ный для дальнейшего случай w = v, при этом оператор Av,w = Av.v

приобретает ряд дополнительных свойств, в частности, гамильтониан
линеаризованной системы становится неотрицательно определенным.

В Главе 7 мы раскладываем динамику на две компоненты: вдоль
многообразия S и в трансверсальном направлении. Уравнение (2.37)
получено без какого-либо предположения на σ(t) из (2.35). Теперь мы
положим

S(σ(t)) := ΠY (t). (2.38)
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Правда, это можно сделать для тех t, для которых проекция опреде-
лена. Она определена по крайней мере для достаточно малых t вви-
ду условия (2.33). Дальнейшие рассуждения проводятся на отрезке
0 ≤ t ≤ t∗, где t∗ — грубо говоря, верхняя грань тех t, для кото-
рых проекция определена; в итоге наших рассуждений окажется, что
t∗ = +∞.

Такой выбор разложения позволяет значительно упростить асимп-
тотический анализ динамических уравнений (2.37) для трансверсаль-
ной компоненты Z(t). Сначала мы выводим уравнения динамики вдоль
солитонного многообразия — модуляционные уравнения для парамет-
ров σ(t), это система обыкновенных дифференциальных уравнений
для вектора σ(t). Напомним, что σ(t) = (b(t), v(t)), где |v(t)| ≤ ṽ < 1,
0 ≤ t < t∗. Удобно перейти к новым параметрам (c, v) вместо σ = (b, v),
где

c(t) := b(t)−
∫ t

0

v(τ)dτ, ċ(t) = ḃ(t)− v(t) = w(t)− v(t), 0 ≤ t < t∗.

Лемма 2.25. Пусть Y (t) — решение задачи Коши (2.11), и выполне-
ны условия (2.35), (2.38). Тогда (c(t), v(t)) удовлетворяют уравнению(

ċ(t)
v̇(t)

)
= N (σ(t), Z(t)), 0 ≤ t < t∗,

где
N (σ,Z) = O(∥Z∥2−β)

при любом β ∈ IR равномерно по σ ∈ Σ(ṽ).

Далее, мы получаем следующую оценку временно́го убывания тран-
сверсальной компоненты Z(t), из которой затем выведем основную
теорему 2.20:

Предложение 2.26. Пусть выполнены все условия теоремы 2.20.
Тогда t∗ = ∞ и

∥Z(t)∥−β ≤ C(ρ, v, d0)

(1 + |t|)3/2
, t ≥ 0. (2.39)

Чтобы получить убывание (2.39), мы сначала исследуем убывание
решения замороженного уравнения. Рассмотрим задачу Коши

Ẋ(t) = AX(t), X(0) = X0 (2.40)

с A = Av,v при фиксированном v ∈ V . Напомним, что параметр β >
3/2 также фиксирован.

Обозначим Zv — пространство векторов X, симплектически орто-
гональных к касательному пространству TS(σ)S, σ = (b, v).

28



Предложение 2.27. Пусть выполнены условия (2.31) и (W), |v| ≤
ṽ < 1, и X0 ∈ E. Тогда
1) Задача Коши (2.40) имеет единственное решение eAtX0 := X(t) ∈
C(IR, E).
2) Для X0 ∈ Zv ∩ Eβ решение X(t) имеет следующее убывание:

∥eAtX0∥−β ≤ C(β, ṽ)

(1 + |t|)3/2
∥X0∥β , t ∈ IR. (2.41)

Для случая волнового уравнения оценка убывания трансверсаль-
ной компоненты формулируется следующим образом:

Предложение 2.28. Пусть выполнены все условия теоремы 2.21.
Тогда t∗ = ∞ и

∥Z(t)∥−β ≤ C(ρ, v, dδ)

(1 + |t|)1+δ
, t ≥ 0,

где β = 4 + δ.

Предложение 2.27 принимает вид

Предложение 2.29. Пусть выполнены условия (2.31), (2.32) и (W);
|v| ≤ ṽ < 1 и X0 ∈ Ė. Тогда
1) Задача Коши (2.40) имеет единственное решение eAtX0 := X(t) ∈
C(IR, Ė).
2) Если X0 = P v1Z0, Z0 ∈ Ėβ, то решение X(t) убывает следующим
образом:

∥eAtX0∥−(2+δ) ≤
Cδ(ṽ)

(1 + |t|)1+δ
∥X0∥β , t ∈ IR, β = 4 + δ.

В случае уравнения Максвелла эти утверждения модифицируются
следующим образом:

Предложение 2.30. Пусть выполнены все условия теоремы 2.22.
Тогда t∗ = ∞, и

∥Z(t)∥−β ≤ C(ρ, ṽ, dβ)

(1 + |t|)1+δ
, t ≥ 0.

Предложение 2.31. Пусть выполнены условия (2.31), (2.32) и (W);
|v| ≤ ṽ < 1 и X0 ∈ M. Тогда
1) Задача Коши (2.40) имеет единственное решение eAtX0 := X(t) ∈
Cb(IR,M).
2) При X0 ∈ Zv1 ∩Mβ имеет место следующее убывание:

∥eAtX0∥−(2+δ) ≤
C(ṽ)

(1 + |t|)1+δ
∥X0∥β , t ∈ IR.
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Зафиксируем произвольное t1 ∈ [0, t∗) и перепишем уравнение (2.37)
в “замороженном виде”

Ż(t) = A1Z(t) + (A(t)−A1)Z(t) + Ñ(t), 0 ≤ t < t∗,

где A1 = Av(t1),v(t1). Для уничтожения “плохих членов” [w(t)−v(t1)] ·∇
в операторе A(t) − A1 выполним замену переменных (y, t) 7→ (y1, t) =
(y + d1(t), t) где

d1(t) :=

∫ t

t1

(w(s)− v(t1))ds, 0 ≤ t ≤ t1.

Теперь определим

Z1(t) = (Ψ(y1 − d1(t), t),Π(y1 − d1(t), t), Q(t), P (t)).

Тогда мы получим окончательную форму “замороженного уравнения”
для трансверсальной динамики

Ż1(t) = A1Z1(t) +B1(t)Z1(t) +N1(t), 0 ≤ t ≤ t1, (2.42)

где N1(t) = Ñ(t) выражено в терминах y = y1 − d1(t), а

B1(t) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Bv(t)−Bv(t1)

0 0 ⟨∇(ψv(t)−ψv(t1)),∇ρ⟩ 0

 .

Выводятся подходящие оценки для “остаточных членов” B1(t)Z1(t) и
N1(t) в (2.42).

Уравнение (2.42) можно записать в интегральной форме:

Z1(t) = eA1tZ1(0) +

∫ t

0

eA1(t−s)[B1Z1(s) +N1(s)]ds, 0 ≤ t ≤ t1.

Применим симплектически ортогональную проекцию P 1 := P v(t1) к
обеим частям и получим

P 1Z1(t) = eA1tP 1Z1(0) +

∫ t

0

eA1(t−s)P 1[B1Z1(s) +N1(s)]ds.

При 0 ≤ t ≤ t1 справедлива оценка:

∥P 1Z1(t)∥−β ≤ C
(1+t)3/2

∥Z(0)∥β
+C

∫ t

0
1

(1+|t−s|)3/2

[
∥Z(s)∥−β

∫ t1
s

∥Z(τ)∥2−βdτ + ∥Z(s)∥2−β

]
ds .

(2.43)
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Для волнового уравнения и уравнения Максвелла также получаем
оценку типа (2.43) с β = 4 + δ.

Наконец, мы заменяем P 1Z1(t) на Z(t) в левой части (2.43). Это
можно сделать, снова используя условие dβ ≪ 1 из (2.33), ввиду сле-
дующей важной оценки:

∥Z(t)∥−β ≤ C∥P 1Z1(t)∥−β , 0 ≤ t ≤ t1,

где C зависит только от ρ и v.
Аналогичная оценка выводится для волнового уравнения и урав-

нения Максвелла.
Отсюда следует интегральное неравенство для мажоранты

m(t) := sup
s∈[0,t]

(1 + s)3/2∥Z(s)∥−β .

m(t1) ≤ C∥Z(0)∥β + CI[m3(t1) +m2(t1)].

Из этого неравенства следует, что m(t1) ограничено и, более того,

m(t1) ≤ C1∥Z(0)∥β , (2.44)

поскольку m(0) = ∥Z(0)∥β достаточно мало в силу (2.33).
Из (2.44) выводится убывание (2.39), а из него, в свою очередь,

основная теорема 2.20.

Для завершения доказательства остается установить убывание
(2.41). Это сделано в Главе 8. Применим преобразование Лапласа

ΛX = X̃(λ) =

∫ ∞

0

e−λtX(t)dt, Reλ > 0 (2.45)

к (2.40). В соответствии с предложением 2.27, мы ожидаем, что реше-
ние X(t) ограничено в норме ∥ · ∥−β . Тогда интеграл (2.45) сходится и
является аналитической функцией в области Reλ > 0, и

∥X̃(λ)∥−β ≤ C

Reλ
, Reλ > 0.

Выведем уравнение для X̃(λ), которое равносильно задаче Коши для
(2.40) с начальным условием X(0) = X0 ∈ E−β . Применяя преобразо-
вание Лапласа к (2.40), получаем уравнение

λX̃(λ) = AX̃(λ) +X0, Reλ > 0. (2.46)

Подчеркнем, что (2.46) равносильно задаче Коши для функций
X(t) ∈ Cb([0,∞); E−β). Поэтому решение X(t) задается в виде

X̃(λ) = −(A− λ)−1X0, Reλ > 0,
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если резольвента R(λ) = (A− λ)−1 существует при Reλ > 0.
Стратегия доказательства убывания (2.41) следующая. Во-первых,

мы построим резольвенту R(λ) при Reλ > 0 и докажем, что она яв-
ляется непрерывным оператором на E . Тогда X̃(λ) ∈ E−β и является
аналитической функцией при Reλ > 0. Во-вторых, мы должны обос-
новать, что существует (единственная) функция X(t) ∈ C([0,∞); E−β),
удовлетворяющая (2.45).

Аналитичность X̃(λ) и аргументы типа Пэли-Винера обеспечива-
ют существование E−β-значной обобщенной функции X(t), t ∈ IR, с
носителем в [0,∞). Формально,

Λ−1X̃ = X(t) =
1

2π

∫
IR
eiωtX̃(iω + 0)dω, t ∈ IR. (2.47)

Однако, чтобы проверить непрерывность X(t) при t ≥ 0, нам нужна
дополнительная оценка для X̃(iω + 0) при больших |ω|. Наконец, для
доказательства временно́го убывания X(t) нам нужна дополнительная
информация о гладкости и убывании X̃(iω + 0). Точнее, нам следует
доказать, что функция X̃(iω + 0)

1) гладкая вне точек ω = 0 и ω = ±µ, где µ = µ(v) > 0,
2) имеет определенное убывание при |ω| → ∞.
3) допускает разложение Пюизо в точках ω = ±µ.
4) аналитична при ω = 0, если X0 ∈ Zv := P vE и X0 ∈ Eβ .
Тогда убывание (2.41) будет следовать из представления (2.47).
Мы подробно проверим свойства 1)-4) только для двух последних

компонент Q̃(λ) и P̃ (λ) вектора X̃(λ) = (Ψ̃(λ), Π̃(λ), Q̃(λ), P̃ (λ)). Эти
свойства обеспечивают убывание (2.39) для векторных компонент Q(t)
и P (t) решения X(t).

Однако, мы не будем проверять 1)-4) для полевых компонент Ψ(x, λ)
и Π(x, λ). Мы докажем убывание (2.39) для полевых компонент непо-
средственно из неавтономных полевых уравнений системы (2.40), ис-
пользуя убывание компоненты Q(t) и версию строгого принципа Гюй-
генса для уравнения Клейна-Гордона. Соответственно, в случае волно-
вого уравнения и уравнения Максвелла, мы также установим убывание
полей на основании убывания векторных компонент с использованием
строгого принципа Гюйгенса для волнового уравнения.

В Приложении проверена невырожденность матрицы Ω(τl, τj),
выявлена структура матриц, необходимых для построения резольвент
линеаризованных систем, а также получена оценка скорости убывания
некоторых матричных элементов.
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