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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè
ìîæíî âûäåëèòü ïîãðàíè÷íûé ñëîé Ïðàíäòëÿ (ñì. [1], [2], [3], [4]) âáëè-
çè òâåðäîé ñòåíêè è ñëîé Ìàðàíãîíè (ñì. [5], [6], [7]) âáëèçè ñâîáîä-
íîé ãðàíèöû. Ïîãðàíè÷íûå ñëîè Ìàðàíãîíè íà÷àëè èçó÷àòüñÿ âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XX âåêà. ßâëåíèå ïåðåíîñà æèäêîñòè âäîëü ãðàíèöû
äâóõ ôàç, êîòîðîå âîçíèêàåò èç-çà íàëè÷èÿ ãðàäèåíòà ïîâåðõíîñòî-
íîãî íàòÿæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ êîíâåêöèåé Ìàðàíãîíè (èëè ýôôåêòîì
Ìàðàíãîíè-Ãèááñà). Ýòî ÿâëåíèå âïåðâûå áûëî êà÷åñòâåííî îïèñàíî
Äæåéìñîì Òîìñîíîì â 1855 ãîäó ïðè èññëåäîâàíèè ïðè÷èí âîçíèê-
íîâåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾ñëåç¿ â âèíå èëè ëþáîãî äðóãîãî êðåïêî-
ãî ñïèðòíîãî [8]. Ïîýòîìó ýôôåêò Ìàðàíãîíè èíîãäà íàçûâàþò ýô-
ôåêòîì Òîìïñîíà. Òîëüêî â 1865 ãîäó Êàðëî Äæóçåïïå Ìàòòåî Ìà-
ðàíãîíè ïðîâåë ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå îïèñàííîãî ýôôåêòà â ñâîåé
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè [9]. Ïîëíîå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ýôôåêòà
Ìàðàíãîíè íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è óðàâíåíèé òåðìîäè-
íàìèêè îïóáëèêîâàíî ×àíäðàñåêàðîì â 1961 ãîäó. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè, îïóáëèêîâàíûå â 1979 ãîäó,
ïðèíàäëåæàò èòàëüÿíñêîìó èíæåíåðó-ôèçèêó Ëóèäæè Äæåðàðäî Íà-
ïîëèòàíî [10].

Ñðåäè ÿâëåíèé, êîòîðûå èíèöèèðóþò äâèæåíèå æèäêîñòè âáëèçè
ñâîáîäíîé ãðàíèöû, âûäåëÿþò ñëåäóþùèå: íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû (òåðìîêàïèëëÿðíîñòü), ïîòîê ãàçà âäîëü ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè; äîáàâëåíèå ïîâåðõíîñòíî àêòèâíûõ âåùåñòâ (ñîëåíî-
ñòè ìîðñêîé âîäû, ìàñëî, æèäêîå ìûëî,...); ìàññîïåðåíîñ, êîíâåêöèÿ
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è äðóãèå òèïû ïðèíóäèòåëüíîãî òå÷åíèÿ. Âñå ýòè ýôôåêòû âûçûâàþò
íåðàâíîìåðíîñòü â ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèê-
íîâåíèþ äâèæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé
èìåííî òåðìîêàïèëëÿðíûé ýôôåêò Ìàðàíãîíè ñòàë ïðåäìåòîì áîëü-
øîãî íàó÷íîãî èíòåðåñà. ßâëåíèå òåðìîêàïèëëÿðíîãî äâèæåíèÿ ïî-
äðîáíî èçó÷åíî â ðàáîòå [11]. Ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç (ãðàíèöà ðàçäåëà
ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè èëè æèäêîñòüþ è ãàçîì) èìååò ñâîáîäíóþ
ýíåðãèþ E, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ââåäåíèåì êîýôôèöèåíòà
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ è ïëîùàäè ñâîáîäíîé ãðàíèöû S:

E = σS.

Êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû
T . Ýòà çàâèñèìîñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé

σ = σ0 − k(T − T0),

ãäå σ0, T0 è k � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû, ïîýòîìó òîíêèé
ñëîé æèäêîñòè âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èìååò òåíäåíöèþ ïåðå-
òåêàòü â íàïðàâëåíèè îáëàñòåé ñ íàèáîëüøèì ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæå-
íèåì (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðîé, òî åñòü ¾îò
ãîðÿ÷åãî ê õîëîäíîìó¿).

Ïðè îïèñàíèè â æèäêîñòè êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèé, âûçâàííûõ íåðàâ-
íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â òåìïåðàòóðíîì ïîëå, íàðÿäó ñ ÷èñëîì
Ra (÷èñëî Ðýëåÿ) ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó Ma

� ÷èñî Ìàðàíãîíè. Â ðàáîòå [12] ñðàâíèâàþòñÿ âëèÿíèå âåëè÷èí Ra
è Ma íà âîçíèêíîâåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ.
Òåìïåðàòóðíûå ãðàäèåíòû, îòâå÷àþùèå çà ãðàäèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ, òàêæå ñïîñîáíû âûçûâàòü ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, âìåñòå ñ êîíâåêöèåé Ìàðàíãîíè âîçíèêàåò ïëàâó÷åñòü (èëè
êîíâåêöèÿ Ðýëåÿ). ×èñëîMa áóäåò ïðåîáëàäàòü íàä ÷èñëîì Ra â äâóõ
ñëó÷àÿõ: åñëè óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èëè
òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ î÷åíü ìàëà (< 1 ìì). Èçó÷èòü êàðòèíó
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òå÷åíèÿ â ñëîÿõ òàêîé ìàëåíüêîé òîëùèíû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûé ñïîñîá èçó÷åíèÿ òå÷åíèé Ìàðàíãîíè
íåçàâèñèìî îò ïëàâó÷åñòè � ýòî ýêñïåðèìåíòû â óñëîâèÿõ ïîíèæåí-
íîé ãðàâèòàöèè. Ýòèì è îáúÿñíÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîåâ Ìàðàíãîíè
â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ â óñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè íà áîðòó ïîëåòà
¾Spacelab D1¿ â 1986 ãîäó áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òîì, âàæíà ëè êðè-
âèçíà ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ïðè îïðåäåëåíèè êðèòåðèåâ íåóñòîé÷èâî-
ñòè â çàäà÷å î êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè. Ýêñïåðèìåíòû äîêàçàëè, ÷òî
âàæíî ðàçëè÷àòü ìèêðî- è ìàêðîêîíâåêöèþ. Â ðàáîòå [13] èçó÷åíî
âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè Ìàðàíãîíè â æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â
ñîñòîÿíèè íåâåñîìîñòè â êîíòåéíåðå öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, ïîäîãðå-
âàåìîì ñíèçó. Àíàëîãè÷íûå ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ íåóñòîé÷èâîñòè
Ìàðàíãîíè â êîíòåéíåðàõ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [14],
[15]. Âëèÿíèå ÷èñëà Ìàðàíãîíè íà ìåæôàçíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ïîêàçà-
íî â ðàáîòå [16]. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ÷èñëîMa äîñòèãàåò íåêîòîðîãî
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òî ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ëèíåé-
íàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å î êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â óñëîâèÿõ
ñèëû òÿæåñòè ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [17], [18].

Èíåòåðåñ ê ýêñïåðèìåíòàì ïî ìèêðîãðàâèòàöèè ñ ó÷àñòèåì ýôôåê-
òîâ Ìàðàíãîíè â áîëüøåé ñòåïåíè îáóñëîâëåí æåëàíèåì âûðàùèâàòü
èäåàëüíûå êðèñòàëëû. Ýôôåêò Ìàðàíãîíè (èëè êîíâåêöèÿ Ìàðàíãî-
íè) èãðàåò áîëüøóþ ðîëü ïðè âûðàùèâàíèè æåëàåìûõ âèäîâ êðèñòàëëîâ[19].
Áûëè îòìå÷åíû ñëó÷àè, êîãäà â íåâåñîìîñòè óäàâàëîñü ïîëó÷àòü ìî-
íîêðèñòàëëû âìåñòî èõ àíàëîãîâ â íàçåìíûõ óñëîâèÿõ [20]. Âëèÿíèþ
êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè íà ðîñò êðèñòàëëîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ðàáîò (ñì. íàïðèìåð [21], [22], [23], [24], [25]).

Äâèæåíèå æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå Ìàðàíãîíè îïèñûâàåòñÿ
òåìè æå óðàâíåíèÿìè, ÷òî è äâèæåíèå æèäêîñòè â ñëîå Ïðàíäòëÿ.
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Ýòè óðàâíåíèÿ â äâóìåðíîì ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èìåþò âèä
ν
∂u2

∂y2
− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− 1

ρ

∂p

∂x
= 0,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

ãäå u(x, y), v(x, y) � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè,
ν > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, p � äàâëå-
íèå, êîòîðîå ñâÿçàíî ñî ñêîðîñòüþ âíåøíåãî òå÷åíèÿ U(x) ïðè ïîìîùè
èíòåãðàëà Áåðíóëëè U 2(x) + 2p(x) = const. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå (ñì. [26])

u
∣∣
x=0

= u0(y), ρν
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= f(x), v
∣∣
y=0

= v0(x),

u(x, y)→ U(x) ðàâíîìåðíî ïðè y →∞.

Ôóíêöèÿ f(x) õàðàêòåðèçóåò êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå âäîëü ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì òåðìîêàïèëëÿðíîãî ýô-
ôåêòà. Åñëè f(x) ≤ 0, òî íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ âäîëü
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì òîêà îñíîâíîãî îáú-
åìà æèäêîñòè, åñëè æå f(x) > 0, òî êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íàïðàâ-
ëåíî ïðîòèâ òîêà îñíîâíîãî îáúåìà òå÷åíèÿ. Èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ v0(x)
çàäàåò ðåæèì âïðûñêà (v0(x) > 0) èëè îòñîñà (v0(x) ≤ 0) æèäêîñòè è,
òåì ñàìûì, ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ïîãðàíè÷íûì ñëîåì (ñì. ðàáîòû [27],
[28], [29], [30]). Â ðàáîòå [31] èçó÷åíà çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îò ïðîôèëÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé u0(y).

Âîçìîæíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, â êîòîðîé îáëàñòü äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè èìååò òâåðäóþ è ñâîáîäíóþ ãðàíèöû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä íåêî-
òîðûì óãëîì. Âîçíèêàåò çàäà÷à ïåðåìåííîãî òèïà: ñ îäíîé ñòîðîíû ñ
óñëîâèåì ïåðâîãî ðîäà (äëÿ òâåðäîé ñòåíêè), ñ äðóãîé � âòîðîãî (äëÿ
ñâîáîäíîé ãðàíèöû). Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïåðåõîäà
ñëîÿ Ïðàíäòëÿ â ñëîé Ìàðàíãîíè è íàîáîðîò. Çàäà÷à ïåðåõîäà ñëîÿ
Ìàðàíãîíè â ñëîé Ïðàíäòëÿ (êîãäà æèäêîñòü íàáåãàåò íà òâåðäóþ
ñòåíêó) èññëåäîâàíà â ðàáîòå [32].
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Ïîãðàíè÷íûé ñëîé Ïðàíäòëÿ èçó÷åí äîñòàòî÷íî õîðîøî. Îñíîâû
òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, çàëîæåííûå Ë. Ïðàíäòëåì, ïîçæå àêòèâíî
ðàçâèâàëèñü è áûëè íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ [33], [34],
[35], [36], [37]. Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ ïðèíàäëå-
æèò Î. À. Îëåéíèê [2], [3], [38], [39], [40], [4]. Çàäà÷è î ïðîñà÷èâàíèè
æèäêîñòè ÷åðåç ïåðôîðèðîâàííóþ ïðåãðàäó ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ
[41], [42], [43], [44]. Öåëûé ðÿä òðóäîâ ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïîãðàíè÷íûõ
ñëîåâ íåëèíåéíî âÿçêèõ æèäêîñòåé. Ñðåäè ýòèõ ðàáîò, íàïðèìåð [45],
[46], [47], [48], [49], [50], [51]. Óðàâíåíèÿ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èçó÷åíû â ðàáîòàõ [52], [53], [54], [55], [56], [57], [58].
Ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äèëàòàíòíûõ ñðåä ðàññìîòðå-
íû â [59], [60]. Çàäà÷è äèôðàêöèè äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èçó÷åíû â
[61], [62], [63], [64], [65], [66].

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ è îáîáùåíèþ ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ [5], [67], [66]. Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíîâëåíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ïðîäîëæå-
íèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè íà èíòåðâàë ïðîèçâîëüíîé ïðîòÿ-
æåííîñòè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåîëîãè÷åñêàÿ ñðåäà â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå ïîä÷èíåíà çàêîíó Î. À. Ëàäûæåíñêîé (ñì. [45]). Ïðèâåäåí
ðÿä ñëåäñòâèé èç ýòîé òåîðåìû, à òàêæå óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà æèäêîñòü ñîïðÿãàåòñÿ ñ ñîñòîÿíèåì
ïîêîÿ. Âî âòîðîé ãëàâå óñòàíîâëåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ñì. [67]) â
ñëó÷àå ñëîÿ Ìàðàíãîíè äëÿ íåëèíåéíî âÿçêîé æèäêîñòè. Â òðåòüåé
ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à Ñòåôàíà (ñì. [61], [62], [66]) äëÿ ìàãíèòî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðåîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ ñðåä.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãî-
íè äëÿ ðåîëîãè÷åñêîé ñðåäû Ëàäûæåíñêîé, à òàêæå óñòàíîâëåíèå óñëî-
âèé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ñëîÿ
â ñëó÷àå ñëîÿ Ìàðàíãîíè.

Òàêæå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàäà÷è Ñòåôàíà äëÿ ìàãíèòîãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ èíúåêöèåé æèäêîñòè, ïîä÷èíåí-
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íîé çàêîíó Ëàäûæåíñêîé.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåí-

íûõ ôîí Ìèçåñà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé ñòà-
öèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ê êâàçèëèíåéíîìó ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâ-
íåíèþ ñ âûðîæäàþùèìñÿ êîýôôèöèåíòîì. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà, ñïðàâåäëèâûé äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Òàêæå
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå

íàó÷íûå ðåçóëüòàòû:

� èññëåäîâàíà êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè æèäêîñòè Î.À. Ëàäûæåíñêîé;

� îáîáùåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ òåìïåðà-
òóðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñëó÷àå ñëîÿ Ìàðàíãîíè ñ æèäêî-
ñòüþ, ïîä÷èíåííîé ðåîëîãè÷åñêîìó çàêîíó Î.À. Ëàäûæåíñêîé;

� èçó÷åí ñëó÷àé æèäêîñòè ñ ðåîëîãèåé Ëàäûæåíñêîé â çàäà÷å Ñòå-
ôàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðà-
íè÷íîãî ñëîÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëàãàåìàÿ ðà-
áîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ðàç-
ëè÷íûõ ðàçäåëàõ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äî-

êëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ×å÷êèíà Ã.À., íà ñïåöñåìèíàðå ¾Âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Å.Â. Ðàäêå-
âè÷à, Ñ.À. Ñòåïèíà, À.Â. Áîðîâñêèõ è Â.Â. Ïàëèíà, íà ñïåöñåìèíàðå
ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.È. Äàí÷åíêî âî ÂëÃÓ, íà ñåìèíàðå ¾Ïðèêëàäíàÿ
ãèäðîäèíàìèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Â. Ïóõíà÷åâà è Å.Â. Åðìàíþêà
â Èíñòèòóòå ãèäðîäèíàìèêè èì. Ëàâðåíòüåâà.



� 10 �

Òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèÿõ:

1. XXVII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ, (10-27 íîÿáðÿ 2020);

2. Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, Ìîñêîâñêèé Ïî-
ëèòåõ, Ìîñêâà (17 èþíÿ 2021 ã.);

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ âûäàþùåìóñÿ ìàòåìàòèêó È.Ã.
Ïåòðîâñêîìó (24 ñåññèÿ ñîâìåñòíûõ çàñåäàíèé ÌÌÎ è ñåìèíàðà
èì. È.Ã. Ïåòðîâñêîãî) (26-30 äåêàáðÿ 2021);

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæå-
íû â 6 ïóáëèêàöèÿõ, 4 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàí-
íûõ ÂÀÊ, 2 � â ïðî÷èõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåí-
öèé.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî
73 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 117 ñòðàíèö.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â èçäàíè-
ÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

1. Êèñàòîâ Ì.À. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè
â ñðåäå ñ ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì Î.À.Ëàäûæåíñêîé // Äîêëàäû
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû
óïðàâëåíèÿ, 2021, ò. 498, ñ. 41�44

2. Êèñàòîâ Ì.À., Ñàìîõèí Â.Í., ×å÷êèí Ã.À. Î òåìïåðàòóðíîì ïî-
ãðàíè÷íîì ñëîå â âÿçêîé íåíüþòîíîâñêîé ñðåäå // Äîêëàäû Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâ-
ëåíèÿ, 2022, ò. 502, ñ. 28�33
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3. Êèñàòîâ Ì.À. Î çàäà÷å Ñòåôàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ èíúåêöèåé ñðåäû ñ ðåî-
ëîãè÷åñêèì çàêîíîì Î.À.Ëàäûæåíñêîé // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,
2022, ò. 503, ñ. 58�62

4. Kisatov M.A., Samokhin V.N., Chechkin G.A. On Solutions to Equations
of Magnetohydrodynamic Boundary Layer with Injection of a Medium
Obeying the Ladyzhenskaya Rheological Law // Journal of Mathematical
Sciences. Plenum Publishers (United States). 2022. T. 260, � 6, P.
774-797

Îñòàëüíûå ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåð-
òàöèè

5. Êèñàòîâ Ì.À. Î ñóùåñòâîâàíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ æèäêîñòè Ëàäûæåíñêîé // Ìàòåìàòè-
êà: òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ: ìàòåðèàëû Âñå-
ðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Ìîñêâà, 17 èþíÿ
2021 ã.), Ìîñêîâñêèé Ïîëèòåõ, Ìîñêâà, ñ. 101-103

6. Êèñàòîâ Ì. À. Î çàäà÷å Ñòåôàíà äëÿ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé
ñðåäû ñ ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì Î. À. Ëàäûæåíñêîé. // Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå
âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ âûäàþùåìóñÿ ìàòåìàòèêó È. Ã. Ïåòðîâ-
ñêîìó (XXIV-å ñîâìåñòíîå çàñåäàíèå Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáùåñòâà è Ñåìèíàðà èìåíè È. Ã. Ïåòðîâñêîãî. Ìîñêâà, 26-30
äåêàáðÿ 2021 ã.): Òåçèñû äîêëàäîâ.-240,-Ì.: ËÅÍÀÍÄ, 2022- 370
ñ. ISBN 978-5-9710-9783-9.



Ãëàâà 1

Çàäà÷à äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Ìàðàíãîíè

� 1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïîãðàíè÷íîì ñëîå Ìà-
ðàíãîíè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âèäà (ñì. [54])

−ν
2∑
j=1

∂

∂xj

((
1 + kB2(u)

)
Bij(u)

)
+

2∑
j=1

uj
∂ui
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
, i = 1, 2,

∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
= 0,

Bij(u) =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

, B2(u) =
2∑

i,j=1

B2
ij(u),

(1.1.1)
ãäå ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, k � ìàëàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, p � äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü; x1, x2 � êîîðäè-
íàòû, à u1 è u2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íàïðàâëåíèÿì êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè.

Ïóñòü æèäêîñòü îáòåêàåò ïëîñêóþ îáëàñòü (ñì. ðèñ. 1.1)

{0 < x < X, −∞ < z < +∞},

12
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à íàáåãàþùèé ïîòîê èìååò ñêîðîñòü (U, 0), ãäå U(x) � ñêîðîñòü âíåø-
íåãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Äàëåå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äëÿ óäîáñòâà îáî-
çíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u1(x, y) = u(x, y), u2(x, y) = v(x, y).

Ðèñ. 1.1: Îáòåêàåìàÿ îáëàñòü

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü, ïîýòîìó ïëîò-
íîñòü ρ ïîëîæèì ðàâíîé åäèíèöå. Îñíîâíûì áåçðàçìåðíûì ïàðàìåò-
ðîì, õàðàêòåðèçóþùèì äâèæåíèå æèäêîñòè, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà

Re =
UX

ν
.

Òåîðèÿ Ïðàíäòëÿ ñïðàâåäëèâà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ òîëùèíû h ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è êîìïîíåíò ñêîðîñòè
u è v èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîðÿäêîâ:

h ∼ 1√
Re

, v ∼ u√
Re

.

×òîáû âûäåëèòü â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.1.1) íàèáîëåå ñóùåñòâåí-
íûå äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ÷ëåíû, ââîäèòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ε = 1√

Re
,

íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

x′ = x, y′ =
y

ε
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è íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

ũ(x′, y′) = u(x′, εy′), ṽ(x′, y′) =
v(x′, εy′)− v0(x

′)

ε
.

Ïåðåïèøåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ (1.1.1):

∂u

∂y
=
∂u

∂y′
∂y′

∂y
=

1

ε

∂ũ

∂y′
;

∂u

∂x
=
∂u

∂x′
∂x′

∂x
=
∂ũ

∂x′
;

∂v

∂y
=
∂v

∂y′
∂y′

∂y
= ε

1

ε

∂ṽ

∂y′
=
∂ṽ

∂y′
;

∂v

∂x
=
∂v

∂x′
∂x′

∂x
= ε

∂ṽ

∂x′
;

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

(
1

ε

∂ũ

∂y′

)
=

1

ε

∂y′

∂y

∂

∂y′

(
∂ũ

∂y′

)
=

1

ε2

∂2ũ

∂y′2
;

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂ũ

∂x′

)
=
∂x′

∂x

∂

∂x′

(
∂ũ

∂x′

)
=
∂2ũ

∂x′2
;

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
=

1

ε

∂

∂x

(
∂ũ

∂y′

)
=

1

ε

∂x′

∂x

∂

∂x′

(
∂ũ

∂y′

)
=

1

ε

∂2ũ

∂x′∂y′
;

∂2v

∂x2
=

∂

∂x

(
∂v

∂x

)
=

∂

∂x

(
ε
∂ṽ

∂x′

)
= ε

∂x′

∂x

∂

∂x′

(
∂ṽ

∂x′

)
= ε

∂2ṽ

∂x′2
;

∂2v

∂y2
=

∂

∂y

(
∂v

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂ṽ

∂y′

)
=
∂y′

∂y

∂

∂y′

(
∂ṽ

∂y′

)
=

1

ε

∂2ṽ

∂y′2
;

∂2v

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂v

∂y

)
=

∂

∂x

(
∂ṽ

∂y′

)
=
∂x′

∂x

∂

∂x′

(
∂ṽ

∂y′

)
=

∂2ṽ

∂x′∂y′
.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà âûðàæåíèå

∂

∂x
[(1 + kB2(u))Bij(u)],
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ãäå

B11(u) =
∂u

∂x
+
∂u

∂x
= 2

∂u

∂x
,

B22(u) =
∂v

∂y
+
∂v

∂y
= 2

∂v

∂y
,

B12(u) = B21(u) =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
,

B2(u) = B2
11 + 2B2

12 +B2
22 = 4

(
∂u

∂x

)2

+ 2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 4

(
∂v

∂y

)2

.

Èìååì,
∂

∂x
[(1 + kB2(u))B11(u)] =

=
∂

∂x

[(
1 + k

(
4

(
∂u

∂x

)2

+ 2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 4

(
∂v

∂y

)2))
2
∂u

∂x

]
=

=
∂

∂x

[
2
∂u

∂x
+ 4k

∂u

∂x

(
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 2

(
∂v

∂y

)2)]
=

= 2
∂2u

∂x2
+ 4k

∂2u

∂x2

(
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 2

(
∂v

∂y

)2)
+

+4k
∂u

∂x

(
4
∂u

∂x

∂2u

∂x2
+ 2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)(
∂2u

∂x∂y
+
∂2v

∂x2

)
+ 4

∂v

∂y

∂2v

∂x∂y

)
=

= 2
∂2u

∂x2
+ 4k

[
2

(
∂u

∂x

)2
∂2u

∂x2
+

(
∂u

∂y

)2
∂2u

∂x2
+

(
∂v

∂x

)2
∂2u

∂x2
+

+2
∂u

∂y

∂v

∂x

∂2u

∂x2
+ 2

(
∂v

∂y

)2
∂2u

∂x2
+ 4

(
∂u

∂x

)2
∂2u

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂u

∂y

∂2u

∂x∂y
+

+2
∂u

∂x

∂u

∂y

∂2v

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂x

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂x

∂2v

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂y

∂2v

∂x∂y

]
=

= 2
∂2u

∂x2
+ 4k

[
6

(
∂u

∂x

)2
∂2u

∂x2
+

(
∂u

∂y

)2
∂2u

∂x2
+

(
∂v

∂x

)2
∂2u

∂x2
+
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+2
∂u

∂y

∂v

∂x

∂2u

∂x2
+ 2

(
∂v

∂y

)2
∂2u

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂u

∂y

∂2u

∂x∂y
+

+2
∂u

∂x

∂u

∂y

∂2v

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂x

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂x

∂2v

∂x2
+ 2

∂u

∂x

∂v

∂y

∂2v

∂x∂y

]
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íîâûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèå ∂
∂x [(1+kB2(u))Bij(u)]

ïðèíèìàåò âèä

2
∂2ũ

∂x′2
+ 4k

[
6

(
∂ũ

∂x′

)2
∂2ũ

∂x′2
+

1

ε2

(
∂ũ

∂y′

)2
∂2ũ

∂x′2
+ ε2

(
∂ṽ

∂x′

)2
∂2ũ

∂x′2
+

+2
∂ũ

∂y′
∂ṽ

∂x′
∂2ũ

∂x′2
+ 2

(
∂ṽ

∂y′

)2
∂2ũ

∂x′2
+

2

ε2

∂ũ

∂x′
∂ũ

∂y′
∂2ũ

∂x′∂y′
+ 2

∂ũ

∂x′
∂ũ

∂y′
∂2ṽ

∂x′2
+

+2
∂ũ

∂x′
∂ṽ

∂x′
∂2ũ

∂x′∂y′
+ 2ε2 ∂ũ

∂x′
∂ṽ

∂x′
∂2ṽ

∂x′2
+
∂ũ

∂x′
∂ṽ

∂y′
∂2ṽ

∂x′∂y′

]
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê 2 ∂2ũ
∂x′2 ïðè ε→ 0, ïðè÷åì èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêîâ

ν
∂2ũ

∂x′2
∼ ε2 ∂

2ũ

∂x′2
.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå

∂

∂y
[(1 + kB2(u))B12(u)] =

=
∂

∂y

[(
1 + k

(
4

(
∂u

∂x

)2

+ 2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 4

(
∂v

∂y

)2))(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
=

=
∂

∂y

[
∂u

∂y
+
∂v

∂x
+2k

(
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+2

(
∂v

∂y

)2)(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)]
=

=
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y
+ 2k

{[
4
∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
+

+2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)(
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

)
+ 4

∂v

∂y

∂2v

∂y2

](
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+
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+

[
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2](
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y

)}
.

Â ýòîì ðàâåíñòâå íå îáðàùàþòñÿ â íóëü òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå
ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ε2 è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ñîäåðæàò ÷ëåí
∂2u
∂y2 . Ýòè ñëàãàåìûå èìåþò âèä:

∂2u

∂y2
+ 2k

{
2
∂2u

∂y2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+

+
∂2u

∂y2

(
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2)}
=

∂2u

∂y2
+ 2k

{
3
∂2u

∂y2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂y2

(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂y2

(
∂v

∂y

)2}
=

=
∂2u

∂y2
+ 2k

{
3
∂2u

∂y2

(
∂u

∂y

)2

+ 6
∂2u

∂y2

∂u

∂y

∂v

∂x
+ 3

∂2u

∂y2

(
∂v

∂x

)2

+

+2
∂2u

∂y2

(
∂u

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂y2

(
∂v

∂y

)2}
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðè ε→ 0 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

1

ε2

∂2ũ

∂y′2
+ ε2

{
3

ε2

∂2ũ

∂y′2
1

ε2

(
∂ũ

∂y′

)2

+
6

ε2

∂2ũ

∂y′2
1

ε

∂ũ

∂y′
ε
∂ṽ

∂x′
+

+
3

ε2

∂2ũ

∂y′2
ε2

(
∂ṽ

∂x′

)2

+
2

ε2

∂2ũ

∂y′2

(
∂ũ

∂x′

)2

+
2

ε2

∂2ũ

∂y′2

(
∂ṽ

∂y′

)2}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε→ 0 äàííàÿ ñóììà èìååò âèä:

∂2ũ

∂y′2

(
1 + 3k

(
∂ũ

∂y′

)2)
,

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

k ∼ ε2.
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Âòîðîå óðàâíåíèå â (1.1) ïðè çàìåíå v = εṽ, ãäå ε → 0, ïåðåõîäèò â
ðàâåíñòâî

∂p

∂y′
= 0,

îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä, ÷òî äàâëåíèå íå çàâèñèò îò y è
ðàâíî äàâëåíèþ âî âíåøíåì ïîòîêå.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì è ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó äàâ-
ëåíèåì p(x) è ñêîðîñòüþ âíåøíåãî òå÷åíèÿ U(x), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè

U 2(x) + 2p(x) = const

èëè
dp(x)

dx
= −U(x)

dU(x)

dx
,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

ν

(
1 + 3k

(
∂u

∂y

)2)
∂2u

∂y2
− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
+ U(x)

dU(x)

dx
= 0,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

(1.1.2)

êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòèD = {0 < x < X, 0 < y <∞}. Ê óðàâ-
íåíèÿì (1.1.2) ïðèñîåäèíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà

u|x=0 = u0(y), v|y=0 = v0(x),
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= Â(x),

u(x, y) ⇒ U(x) ïðè y → +∞.
(1.1.3)

Çàäàííûå ôóíêöèè u0(y), v0(x), Â(x) â óñëîâèÿõ (1.1.3) îáîçíà÷àþò,
ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíûé ïðîôèëü ñêîðîñòåé, ñêîðîñòü âñàñûâàíèÿ
(èëè âäóâà) æèäêîñòè èç ïîòîêà (â ïîòîê) ÷åðåç ñâîáîäíóþ ãðàíèöó
{y = 0} è ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû {y = 0}.

Äàäèì îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3)
íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè u(x, y), v(x, y), êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

� u(x, y), v(x, y) íåïðåðûâíû â D, èìåþò â D íåïðåðûâíûå ïðîèç-

âîäíûå, âõîäÿùèå â (1.1.2);

� u(x, y), v(x, y) óäîâëåòâîðÿþò ïîòî÷å÷íî óðàâíåíèÿì (1.1.2) è
óñëîâèÿì (1.1.3).

� 1.2. Ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì Ìèçåñà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è
(1.1.2), (1.1.3) ñâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1.2) ê îäíîìó êâàçèëèíåé-
íîìó ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íîâûå íåçà-
âèñèìûå ïåðåìåííûå (ñì. [54]):

x = x, ψ = ψ(x, y), (1.2.1)

è íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

w(x, ψ) = u2(x, y), (1.2.2)

ãäå

u =
∂ψ

∂y
, v − v0 = −∂ψ

∂x
, ψ|y=0 = 0,

u =
√
w, y =

ψ∫
0

dψ√
w(x, ψ)

.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì óêàçàííîé çàìåíû, ïåðåïèøåì ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
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íûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1.1.2)

∂u

∂y
=
∂u

∂ψ

∂ψ

∂y
=
∂(
√
w)

∂ψ

∂ψ

∂y
=

1

2
√
w

√
w
∂w

∂ψ
=

1

2

∂w

∂ψ
;

∂u

∂x
=
∂
√
w

∂x
=

1

2
√
w

(
∂w

∂x
+
∂w

∂ψ

∂ψ

∂x

)
;

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

(
1

2

∂w

∂ψ

)
=

1

2

∂ψ

∂y

∂

∂ψ

(
∂w

∂ψ

)
=

1

2

√
w
∂2w

∂ψ2
.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2.1), (1.2.2) è ïîäñòàíîâêè ïðîèç-
âîäíûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (1.1.2), ïîëó÷àåì îäíî êâàçèëèíåéíîå
ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

ν
√
w

(
1 +

3

4
k

(
∂w

∂ψ

)2)
∂2w

∂ψ2
− ∂w

∂x
− v0

∂w

∂ψ
− 2

dp(x)

dx
= 0. (1.2.3)

Â óðàâíåíèè (1.2.3) äàâëåíèå p(x) ñâÿçàíî ñî ñêîðîñòüþ âíåøíåãî òå÷å-
íèÿW (x) óðàâíåíèåì Áåðíóëëè, êîòîðûé â ïåðåìåííûõÌèçåñà (1.2.1),
(1.2.2) èìååò âèä:

W (x) + 2p(x) = const

èëè
dW (x)

dx
= −2

dp(x)

dx
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.2.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå

ν
√
w

(
1 +

3

4
k

(
∂w

∂ψ

)2)
∂2w

∂ψ2
− ∂w

∂x
− v0

∂w

∂ψ
+W ′(x) = 0. (1.2.4)

Ïîä äåéñòâèåì çàìåíû (1.2.1), (1.2.2) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.1.3) ïå-
ðåõîäÿò â óñëîâèÿ

w|x=0 = w0(ψ),
∂w

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= A(x),

w(x, ψ) ⇒ W (x) ïðè ψ → +∞,
(1.2.5)
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à ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü D � â îáëàñòü

G = {0 < x < X, 0 < ψ <∞}, X > 0

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5).

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5)
íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ w(x, ψ), êîòîðàÿ îáëàäàþò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� w(x, ψ) � íåïðåðûâíà â G, èìåþò â G íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
∂w
∂x ,

∂w
∂ψ ,

∂2w
∂ψ2 ;

� w(x, ψ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.2.4) è óñëîâèÿì (1.2.5).

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôóíêöèè Â(x) è A(x). Ñîãëàñíî
çàìåíå (1.2.1), (1.2.2), ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∂ψ

∂y
= u =

√
w.

Òîãäà
∂u

∂y
=
∂u

∂ψ

∂ψ

∂y
=
∂(
√
w)

∂ψ

√
w =

√
w

2
√
w

∂w

∂ψ
=

1

2

∂w

∂ψ
.

Ïîñêîëüêó çàìåíà Ìèçåñà ïåðåâîäèò ïðÿìóþ y = 0 â ïðÿìóþ ψ = 0,
òî

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
1

2

∂w

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî îòíîøåíèå ìåæäó Â(x) è A(x)
èìååò âèä

A(x) = 2Â(x).

� 1.3. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàí-
ãîíè â ïåðåìåííûõ Ìèçåñà

Óñòàíîâèì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðîäîëæåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè íà èíòåðâàë ïðîèçâîëü-
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íîé äëèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè

G = {0 < x < X, 0 < ψ <∞}, X > 0,

âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.2.4) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.2.5).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

A(x), W (x), v0(x) ∈ C1[0, X], w0(ψ) ∈ C2+β[0,∞),

β > 0, A(x) ≤ 0, W (x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, X],

w0(ψ) > W (0) ∀ψ ∈ [0,∞), w′0(0) = A(0),

w0(ψ)→ W (0) ïðè ψ →∞

(1.3.1)

è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0, òàêàÿ ÷òî∣∣∣∣ν√w0

(
1 +

3

4
k(w′0)

2

)
w′′0 − v0w

′
0

∣∣∣∣ ≤ C

(
w0(ψ)−W (0)

)
. (1.3.2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w(x, ψ) çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5),
òàêîå ÷òî w(x, ψ) íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åíî â G, à ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ∂w

∂ψ ,
∂2w
∂ψ2 ,

∂w
∂x íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â G.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

τ(x, ψ) = w(x, ψ)−W (x),

z(ψ) = w0(ψ)−W (0),

òî çàäà÷à (1.2.4), (1.2.5) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

τx = ν
√
τ +W (x)

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂2τ

∂ψ2
− v0

∂τ

∂ψ
, (1.3.3)

τ(0, ψ) = z(ψ),
∂τ

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= A(x),

τ → 0 ðàâíîìåðíî ïðè ψ →∞,
(1.3.4)
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à óñëîâèÿ (1.3.1), (1.3.2) ïðèìóò âèä

z ∈ C2+β[0,∞), β > 0, z(ψ) > 0, 0 ≤ ψ <∞, (1.3.5)

z′(0) = A(0), z → 0 ïðè ψ →∞, (1.3.6)∣∣∣∣ν√z +W (0)

(
1 +

3

4
k(z′)2

)
z′′ − v0z

′
∣∣∣∣ ≤ Cz. (1.3.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàç-
ðåøèìîñòü â G çàäà÷è (1.3.3), (1.3.4) ñ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííû-
ìè â çàìêíóòîé îáëàñòè G ôóíêöèÿìè τ , ∂τ

∂ψ ,
∂2τ
∂ψ2 , ∂τ∂x .

Ðåøåíèå τ(x, ψ) çàäà÷è (1.3.3), (1.3.4) ïðèáëèæàåòñÿ íåêîòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåøåíèé {τ(x, ψ, ε)} óðàâíåíèÿ (1.3.3) ïðè ε → 0
â îáëàñòè

Gε =

{
0 < x < X, 0 < ψ <

1

ε

}
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå

Γε =

{
x = 0, ψ = 0, ψ =

1

ε

}
îáëàñòè Gε ðåãóëÿðèçîâàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì

τ(0, ψ, ε) = z(ψ),

∂τ

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= A(x),

∂τ

∂ψ

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

= z′
(

1

ε

)
e−αx,

(1.3.8)

ãäå α ≥ C � íå çàâèñÿùàÿ îò ε ïîñòîÿííàÿ.
Äëÿ êàæäîãî ε àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [5], ìû

ñòðîèì ôóíêöèè f(ψ), g(ψ) ñî ñâîéñòâàìè

f(ψ), g(ψ) ∈ C2

[
0,

1

ε

]
, f(ψ) ≥ z(ψ) ≥ g(ψ) > 0,

0 ≤ ψ ≤ 1

ε
,

(1.3.9)
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g′(0) > 0, f ′(0) < − sup{|A(x)|, 0 ≤ x ≤ X}, (1.3.10)

f ′
(

1

ε

)
>

∣∣∣∣z′(1

ε

)∣∣∣∣, g′
(

1

ε

)
< z′

(
1

ε

)
. (1.3.11)

Äëÿ ôóíêöèé f è g èìåþò ìåñòî àíàëîãè ñâîéñòâà (1.3.7) ôóíêöèè
z(ψ), òî åñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿ
îò ε, òàêàÿ ÷òî∣∣∣∣ν√f +W (0)

(
1 +

3

4
k(f ′)2

)
f ′′ − v0f

′
∣∣∣∣ ≤ Cf, (1.3.12)∣∣∣∣ν√g +W (0)

(
1 +

3

4
k(g′)2

)
g′′ − v0g

′
∣∣∣∣ ≤ Cg. (1.3.13)

Ïóñòü

g(ψ) =

{
z(ψ), 1 ≤ ψ ≤ 1

ε − 1,

z(ψ)− δ(ψ + 1− 1
ε)

3, 1
ε − 1 ≤ ψ ≤ 1

ε ,

ãäå

δ =
1

2
inf

{
z(ψ),

1

ε
− 1 ≤ ψ ≤ 1

ε

}
.

Ïîëîæèâ g(0) = 1
2s(0), ìîæíî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ g íà îòðåçêå

[0, 1] îäèí ðàç äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Ñâîéñòâî (1.3.13) äëÿ g
âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïðè 1

ε − 1 ≤ ψ ≤ 1
ε áóäåò

δ′′(ψ) = z′′(ψ)− 6δ

(
ψ + 1− 1

ε

)
,

ïðè÷åì

ψ + 1− 1

ε
≤ 1, δ ≤ 1

2
z(ψ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ïîñòðîèì ôóíêöèþ l(ψ) ïî ñëåäóþùè-
ìó ïðàâèëó:

l(ψ) = z(ψ), 1 ≤ ψ ≤ 1

ε
, l(0) = 2z(0).

Äàëåå ôóíêöèÿ l(ψ) äîîïðåäåëÿåòñÿ íà îòðåçêå [0, 1] òàê, ÷òîáû

l(ψ) ≥ z(ψ),
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l′(0) = − sup{|A(x)|, 0 ≤ x ≤ X} − 1.

Ôóíêöèÿ f âûðàæàåòñÿ ÷åðåç l(ψ) ïî ôîðìóëå

f(ψ) = l(ψ) + 3

∣∣∣∣1ε
∣∣∣∣eψ− 1

ε .

Çäåñü ñâîéñòâà (1.3.9), (1.3.11) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ f .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3.1 íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ðÿä óòâåð-

æäåíèé.

1.3.1 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1.3.1. Ïóñòü â îáëàñòè Gε ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è

(1.3.3), (1.3.8), òîãäà â Gε âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

f(ψ)eαx ≥ τ(x, ψ, ε) ≥ g(ψ)e−αx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð L(s) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L(s) = ν
√
s+W

(
1 +

3

4
k

(
∂s

∂ψ

)2)
∂2s

∂ψ2
− v0

∂s

∂ψ
− ∂s

∂x
.

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì

L̃1(s) =

= ν
√
feαx

(
1 +

3

4
k(f ′eαx)2

)
∂2s

∂ψ2
+

ν√
feαx +

√
τ

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
×

× ∂2τ

∂ψ2
s+

(
3νk
√
feαx

4

(
f ′eαx +

∂τ

∂ψ

)
∂2τ

∂ψ2
− v0(x)

)
∂s

∂ψ
− ∂s

∂x
,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L̃1(fe
αx − τ) = L(feαx)− L(τ) =

= eαx
[
ν
√
feαx +W

(
1 +

3

4
k(f ′eαx)2

)
f ′′ − v0f

′ − αf
]
≤ 0,
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ îïåðàòîðà

L̃2(s) =

= ν
√
τ

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂2s

∂ψ2
+

ν√
τ +
√
ge−αx

(
1 +

3

4
k(g′e−αx)2

)
×

× g′′e−αxs+

(
3νk
√
τ

4

(
∂τ

∂ψ
+ g′e−αx

)
g′′e−αx − v0(x)

)
∂s

∂ψ
− ∂s

∂x

èìååò ìåñòî îöåíêà

L̃2(τ − ge−αx) = L(τ)− L(ge−αx) =

= −e−αx
[
ν
√
ge−αx +W

(
1 +

3

4
k(g′e−αx)2

)
g′′ − v0g

′ + αg

]
≤ 0,

åñëè âçÿòü α äîñòàòî÷íî áîëüøèì è ó÷åñòü (1.3.12) è (1.3.13).
Ïîñêîëüêó L̃1 è L̃2 � ëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå îïåðàòîðû, òî ïî

ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ôóíêöèè (feαx−τ) è (τ−ge−αx) ïðèíèìàþò ñâîè
íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå Γε îáëàñòè Gε. Íî èç (1.3.9), (1.3.11)
ñëåäóåò, ÷òî (àíàëîãè÷íî ñì. [5])

∂(feαx − τ)

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= f ′(0)eαx − A(x) ≤ f ′(0)− A(x) < 0;

∂(feαx − τ)

∂ψ

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

= f ′
(

1

ε

)
eαx − z′

(
1

ε

)
e−αx > 0;

∂(τ − ge−αx)
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= A(x)− g′(0)e−αx ≤ f ′(0)− A(x) < 0;

∂(τ − ge−αx)
∂ψ

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

= z′
(

1

ε

)
e−αx − g′

(
1

ε

)
e−αx > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (feαx − τ) è (τ − ge−αx) ìîãóò ïðèíèìàòü
ñâîè íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà ãðàíèöå x = 0. Ó÷èòûâàÿ (1.3.8)
è (1.3.9), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(feαx − τ)|x=0 ≥ 0,
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(τ − ge−αx)|x=0 ≥ 0,

à ïîñêîëüêó ýòè íåðàâåíñòâà âåðíû íà ãðàíèöå x = 0, òî ïî ïðèíöèïó
ìàêñèìóìà îíè îñòàþòñÿ âåðíûìè âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3.2. Ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìàÿ îò ε ïîñòîÿííàÿ M > 0,
òàêàÿ ÷òî â Gε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 < τ < M,

∣∣∣∣∂τ∂ψ
∣∣∣∣ < M,

∣∣∣∣∂2τ

∂ψ2

∣∣∣∣ < M,

∣∣∣∣∂τ∂x
∣∣∣∣ < M. (1.3.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ â (1.3.14) ñëåäóåò èç ëåììû
1.3.1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà óðàâíåíèå (1.3.3) äèôôå-
ðåíöèðóåòñÿ ïî ψ. Èìååì

∂2τ

∂ψ∂x
=

ν

2
√
τ +W

∂τ

∂ψ

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂2τ

∂ψ2
+

3νk
√
τ +W

2

∂τ

∂ψ
×

×
(
∂2τ

∂ψ2

)2

+ ν
√
τ +W

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂3τ

∂ψ3
− v0

∂2τ

∂ψ2
.

Ïîëàãàÿ q = ∂τ
∂ψ , ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåì â âèäå

∂q

∂x
=

νq

2
√
τ +W

(
1 +

3

4
kq2

)
∂q

∂ψ
+

3

2
kν
√
τ +Wq

(
∂q

∂ψ

)2

+

+ ν
√
τ +W

(
1 +

3

4
kq2

)
∂2q

∂ψ2
− v0

∂q

∂ψ
.

(1.3.15)

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, ââîäèì îïåðàòîð L1(q) ïî ôîðìóëå

L1(q) = ν
√
τ +W

(
1 +

3

4
kq2

)
∂2q

∂ψ2
+

3

2
kν
√
τ +Wq

(
∂q

∂ψ

)2

+

+

[
νq

2
√
τ +W

(
1 +

3

4
kq2

)
− v0

]
∂q

∂ψ
− ∂q

∂x
.

(1.3.16)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (1.3.15) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì êâàçèëèíåé-
íûì ïàðàáîëè÷åñêèì, ñëåäîâàòåëüíî q äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà è
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ìèíèìóìà íà ãðàíèöå Γε îáëàñòè Gε. Ïðè ýòîì:

q(0, ψ) = z′(ψ),

q(x, 0) = A(x),

q

(
x,

1

ε

)
= z′

(
1

ε

)
e−αx, α ≥ C = const

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü
âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (1.3.14) óñòàíîâëåíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà ∂τ
∂x < M óðàâíåíèå (1.3.3) äèôôå-

ðåíöèðóåòñÿ ïî x. Èìååì

∂2τ

∂x2
=

ν

2
√
τ +W

(
∂τ

∂x
+W ′

)(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂2τ

∂ψ2
− v0

∂2τ

∂x∂ψ
+

+ ν
√
τ +W

[(
3

2
k
∂τ

∂ψ

∂2τ

∂x∂ψ

)
∂2τ

∂ψ2
+

(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂3τ

∂x∂ψ∂ψ

]
.

Äàëåå, óðàâíåíèå (1.3.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå(
1 +

3

4
k

(
∂τ

∂ψ

)2)
∂2τ

∂ψ2
=

1

ν
√
τ +W

(
∂τ

∂x
+ v0

∂τ

∂ψ

)
.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è ïîëàãàÿ r = ∂τ
∂x , q = ∂τ

∂ψ ≤ M , ïîëó-
÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

L2(r) = ν
√
τ +W

(
1 +

3

4
kq2

)
∂2r

∂ψ2
+

[
6kq(r + v0q)

4 + 3kq2
− v0

]
∂r

∂ψ
−

− ∂r

∂x
+

(r + v0q)(r +W ′)

2(τ +W )
.

Òàêèì îáðàçîì, r äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà íà ãðàíèöå Γε îáëàñòè Gε. Ïðè
x = 0 âûðàæåíèå

r = ν
√
z +W (0)

(
1 +

3

4
(z′)2

)
z′′ − v0z

′

îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó. Èòàê, ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü äëÿ ∂τ
∂x

óñòàíîâëåíà.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ∂2τ
∂ψ2 äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü åå ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïðè ψ = 0 è ψ = 1
ε .

Äëÿ íà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ïîëîñå

Ω = {0 < x < X, 0 < ψ < 1}

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂τ

∂ψ
≥ A(x)−M ln(1 + ψ). (1.3.17)

Íåðàâåíñòâî (1.3.17) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðàíèöå {x = 0, ψ = 0, ψ = 1}
ïîëîñû Ω. Â ñàìîì äåëå, ïðè ψ = 0 âåëè÷èíà ∂τ

∂ψ = A(x) îãðàíè÷åíà
ñâåðõó è ñíèçó; ïðè ψ = 1 íåðàâåíñòâî (1.3.17) ïðèíèìàåò âèä

∂τ

∂ψ
≥ A(x)− ln 2

è âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M . Ïðè x = 0 ñïðàâåäëèâî

∂τ

∂ψ
≥

ψ∫
0

z′′(ξ)dξ + A(0) = z′′(ξ)ψ + A(0) ≥

≥ A(0)−M ln(1 + ψ),

ãäå 0 ≤ ξ ≤ 1, îòêóäà (3.16) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ (3.5), (3.6) è ôóíêöèè
z(ψ).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L1

(
A(x)−M ln(1+ψ)

)
, îïðåäåëåííûé â (1.3.16).

Èìååì

L1

(
A(x)−M ln(1 + ψ)

)
=

=
Mν
√
τ +W

(1 + ψ)2

[
1 +

3

4
k

(
A(x)−M ln(1 + ψ)

)2

+

+
3kM

2

(
A(x)−M ln(1 + ψ)

)]
− M

1 + ψ

ν(A(x)−M ln(1 + ψ))

2
√
τ +W

×

×
(

1 +
3

4
k

(
A(x)−M ln(1 + ψ)

)2)
+

M

1 + ψ
v0 − A′(x) ≥ 0,
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ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 1.3.1, èìååì τ ≥ τ0 > 0 â ïîëîñå Ω, ãäå τ0

íå çàâèñèò îò ε. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L̃1

(
∂τ

∂ψ
−A(x)+M ln(1+ψ)

)
= L1

(
∂τ

∂ψ

)
−L1(A(x)−M ln(1+ψ)) ≤ 0.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1.3.17) âûïîëíåíî âî âñåé ïîëîñå Ω. Îöåíêà ñíè-
çó äëÿ ∂2τ

∂ψ2

∣∣
ψ=0

âûòåêàåò èç (1.3.17); îöåíêà ñâåðõó äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ∂2τ
∂ψ2 ïðè ψ = 1

ε

â ïîëîñå 1
ε − 1 ≤ ψ ≤ 1

ε ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ:

z′
(

1

ε

)
e−αx+M ln

(
ψ+2− 1

ε

)
≥ ∂τ

∂ψ
≥ z′

(
1

ε

)
e−αx−M ln

(
ψ+2− 1

ε

)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3.3. Ðåøåíèå çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5), îáëàäàþùåå ñâîé-

ñòâàìè (1.3.1), (1.3.2), åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w1(x, ψ), w2(x, ψ) � äâà ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5). Òîãäà ðàçíîñòü w1−w2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂(w1 − w2)

∂x
= ν
√
w1

(
1 +

3

4
k

(
∂w1

∂ψ

)2)
∂2(w1 − w2)

∂ψ2
+

+
ν

√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2w2

∂ψ2
(w1 − w2)+

+

(
3νk
√
w1

4

(
∂w1

∂ψ
+
∂w2

∂ψ

)
∂2w2

∂ψ2
− v0(x)

)
∂(w1 − w2)

∂ψ
è óñëîâèÿì

(w1 − w2)
∣∣
x=0

= 0,
∂(w1 − w2)

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= 0,

w1 − w2 → 0 ïðè ψ →∞.
(1.3.18)

Â ñèëó ëåììû 1.3.2 è ïðåäûäóùèõ ïðåäïîëîæåíèé èìåþò ìåñòî îöåí-
êè:

1
√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2w2

∂ψ2
≤M1k1

(
1 +

1

ψ

)
, (1.3.19)
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1
√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2(w2)

∂ψ2
|w1 − w2| < k2, (1.3.20)

ãäå M1, k1, k2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî çäåñü ïðèíöèï ìàêñèìóìà íåëüçÿ, òàê

êàê êîýôôèöèåíò ïðè w1 − w2 íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì è íå
îãðàíè÷åí â îêðåñòíîñòè òî÷êè ψ = 0.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Cδ(x, ψ), îïðåäåëåííóþ ðàâåí-
ñòâàìè

Cδ(x, ψ) =
ν

√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2w2

∂ψ2
ïðè ψ ≥ δ,

Cδ(x, ψ) = 0 ïðè ψ < δ.

Ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ Φ(x, ψ) = eαxϕ(ψ), ãäå α > 0 � íåêîòîðàÿ
ïîñòîÿííàÿ, ϕ(ψ) = 2ψ − ψ

4
3 ïðè ψ ≤ 1, 1 ≤ ϕ(ψ) ≤ 2 ïðè ψ > 1,

ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå ϕ′(ψ) è ϕ′′(ψ) îãðàíè÷åíû.
Äëÿ îïåðàòîðà

Lδ(Φ) = ν
√
w1

(
1 +

3

4
k

(
∂w1

∂ψ

)2)
∂2Φ

∂ψ2
+

+

(
3νk
√
w1

4

(
∂w1

∂ψ
+
∂w2

∂ψ

)
∂2w2

∂ψ2
− v0(x)

)
∂Φ

∂ψ
+ Cδ(x, ψ)Φ(x, ψ)

è ââåäåííîé ôóíêöèè Φ(x, ψ) ïðè ψ ≤ ψ0 < 1 ïîëó÷àåì

Lδ(Φ) = ν
√
w1

(
1 +

3

4
k

(
∂w1

∂ψ

)2)(
− 4

9
ψ−

2
3

)
eαx − αeαx(2ψ − ψ

4
3 )−

−
(

3νk
√
w1

4

(
∂w1

∂ψ
+
∂w2

∂ψ

)
∂2w2

∂ψ2
− v0(x)

)
eαx
(

2ψ − 4

3
ψ

1
3

)
+

+ Cδ(x, ψ)eαx(2ψ − ψ−
4
3 ).

Ó÷èòûâàÿ (1.3.19), ïðè ψ ≤ ψ0 < 1 âûâîäèì íåðàâåíñòâî

Lδ(Φ) ≤ νM1k1

(
1 +

1

ψ

)
(2ψ − ψ

4
3 )− k3ψ

− 1
6 + k4 ≤ −k

− 1
6

5 < 0, (1.3.21)
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ãäå ψ0 � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò δ âåëè÷èíà, à k3, k4, k5 �
ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïðè ψ ≥ ψ0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ϕ(ψ) ≥ a0 > 0, è ïîýòîìó
Lδ(Φ) < 0, åñëè α > 0 äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ââåäåì ôóíêöèè

W±(x, ψ) = ε1Φ± (w1 − w2), ε1 > 0.

Ïóñòü ÷èñëîN = 1
ε äîñòàòî÷íî âåëèêî. ÒîãäàW±(x, ψ) ≥ 0 ïðè ψ ≥ N ,

ïîñêîëüêó w1 − w2 → 0 ïðè ψ → +∞.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

W+(x, ψ) ≥ 0 ïðè 0 ≤ ψ ≤ N.

Â ñàìîì äåëå, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà ãðàíèöå Γε îáëàñòè Gε.
Ôóíêöèÿ W+(x, ψ) ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî
âíóòðè îáëàñòè Gε â òåõ òî÷êàõ (x, ψ), â êîòîðûõ w1(x, ψ)−w2(x, ψ) <
0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî ýòè òî÷êè. Ïðè δ ≤ ψ0, ó÷èòûâàÿ
(1.3.20), (1.3.21), èìååì íåðàâåíñòâà

Lδ(W+) = ε1Lδ(Φ) + Lδ(w1 − w2) =

= ε1Lδ(Φ)− ν(w1 − w2)√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2w2

∂ψ2
<

< −ε1k5ψ
− 1

6 +
ν|w1 − w2|√
w1 +

√
w2

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2w2

∂ψ2
<

< −ε1k5ψ
− 1

6 + νk2 < 0,

åñëè ψ ≤ δ è δ äîñòàòî÷íî ìàëî.
Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå α òàê æå, êàê áûëî óêàçàíî âûøå,

äëÿ ψ ≥ δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Lδ(W+) = ε1Lδ(Φ) < 0.
Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî Lδ(W+) < 0 â òåõ òî÷êàõ (x, ψ) îáëàñòè Gε,

ãäå w1(x, ψ) − w2(x, ψ) < 0. Ïåðåéäÿ îò ôóíêöèè W+ ê ôóíêöèè R+

ïî ôîðìóëå R+ = W+e
−βx, ãäå β � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïîëó÷àåòñÿ
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ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Lδ(W+) = Lδ(e
βxR+) =

[
ν
√
w1

(
1 +

3

4
k

(
∂w2

∂ψ

)2)
∂2R+

∂ψ2
− ∂R+

∂x
+

+

(
3νk
√
w1

4

(
∂w1

∂ψ
+
∂w2

∂ψ

)
∂2w2

∂ψ2
− v0(x)

)
∂R+

∂ψ
+

+ (Cδ(x, ψ)− β)R+

]
eβx < 0.

(1.3.22)
Çíà÷åíèå β â (1.3.22) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî:
β > max

(x,ψ)
Cδ(x, ψ).

Â ýòîì ñëó÷àå Cδ(x, ψ)− β < 0.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà íåðàâåíñòâî (1.3.22) íå ìîæåò âû-

ïîëíÿòüñÿ â òî÷êå îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà öóíêöèè W+(x, ψ) â îá-
ëàñòèGε. Çíà÷èò, â îáëàñòèGε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîW+(x, ψ) ≥ 0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî W−(x, ψ) ≥ 0 â îáëàñòè Gε. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N = 1

ε â îáëàñòè Gε âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |w1 − w2| ≤ ε1. Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε1,
|w1 − w2| ≡ 0, òî åñòü w1 ≡ w2. Ëåììà äîêàçàíà.

1.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.1. Ëåììû 1.3.1 è 1.3.2 ïîçâîëÿþò èç ñå-
ìåéñòâà ðåøåíèé {τ(x, ψ, ε)} âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþ-
ñÿ ðàâíîìåðíî ïðè 0 ≤ ψ ≤ N , ∀N > 1. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ τ(x, ψ)
îêàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.3.3). Áîëåå òîãî, ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïåðåìåííûì x, ψ, à òàê æå âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî ψ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðè 0 ≤ ψ ≤ N , N > 1.

Âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â (1.3.4) ÿñíî èç ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ; âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ñëåäóåò èç ëåììû 1.3.1 è
ñâîéñòâ ôóíêöèè f(ψ). Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè A(x) îáåñïå÷èâàåò
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íåïðåðûâíîñòü ∂τ
∂ψ ïðè ψ = 0; îãðàíè÷åííîñòü ∂2τ

∂ψ2 ïðè ψ = 0 óñòà-

íàâëèâàåò íåïðåðûâíîñòü ∂τ
∂x ïðè ψ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììû 1.3.1 è 1.3.2 äîêàçûâàþò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåð-
æäåíèÿ òåîðåìû, à èìåííî � ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ w(x, ψ) çàäà÷è
(1.2.4), (1.2.5). Ëåììà 1.3.3 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùå-
ñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ w(x, ψ) ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìà-
ðàíãîíè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 1.4. Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèé çàäà÷ î ïîãðàíè÷-
íîì ñëîå Ìàðàíãîíè â ïåðåìåííûõ Ìèçåñà è
â äåêàðòîâûõ ïåðåìåííûõ

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü â îáëàñòè G = {0 < x < X, 0 < ψ < +∞}
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå w(x, ψ) çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5) ñî ñâîéñòâàìè,

óêàçàííûìè â òåîðåìå 1.3.1. Òîãäà â îáëàñòè

D = {0 < x < X, 0 < y < +∞}

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y), v(x, y) çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3), îáëàäàþ-
ùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� u(x, y) � íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â D,

� u(x, y) > 0 ïðè y > 0,

�
∂u
∂y ,

∂2u
∂y2 � íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â D; ∂u

∂x, v,
∂v
∂y � íåïðåðûâíû

è îãðàíè÷åíû â ëþáîé êîíå÷íîé ÷àñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (1.2.4) ïî ïåðåìåí-
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íîé ψ. Èìååì

ν

2
√
w

∂w

∂ψ

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
∂2w

∂ψ2
+

3νk

2

√
w
∂w

∂ψ

(∂2w

∂ψ2

)2

+

+ν
√
w

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
∂3w

∂ψ3
− ∂2w

∂ψ∂x
− v0(x)

∂2w

∂ψ2
= 0.

Îáîçíà÷èì s(x, ψ) = ∂w
∂ψ è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå íà s(x, ψ)

L3(s) ≡
[

ν

2
√
w

∂w

∂ψ

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
− v0(x)

]
∂s

∂ψ
+

+
3νk

2

√
w
∂w

∂ψ

∂2w

∂ψ2

∂s

∂ψ
+ ν
√
w

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
∂2s

∂ψ2
− ∂s

∂x
= 0.

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà â íåîãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè. Ïîëîæèì

a(x, ψ) = ν
√
w

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
,

b(x, ψ) =
3νk

2

√
w
∂w

∂ψ

∂2w

∂ψ2
+

ν

2
√
w

∂w

∂ψ

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
− v0(x).

Çàìåòèì, ÷òî a(x, ψ) ≥ 0 è îãðàíè÷åíî; b(x, ψ) îãðàíè÷åíî â ñèëó ïðåä-
ïîëîæåíèé ëåììû ïðè ψ ≥ ψ1 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ψ1.

Ïóñòü
S± = C1e

−C2ψ+C3x ± s(x, ψ),

ãäå C1, C2, C3 � ïîñòîÿííûå. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

L3(S±) = C1e
−C2ψ+C3x

[
C2

2ν
√
w

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
−

−C2
2

(
3νk

2

√
w
∂w

∂ψ

∂2w

∂ψ2
+

ν

2
√
w

∂w

∂ψ

(
1 +

3

4
k
(∂w
∂ψ

)2
)
− v0

)
− C3

]
< 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé C3 è ïðè ψ ≥ ψ1.



� 36 �

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà S± ≥ 0 â îáëàñòè

{0 ≤ x ≤ X, ψ1 ≤ ψ < +∞}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣∣∂w∂ψ
∣∣∣∣ ≤ C4e

−C2ψ, ψ ≥ ψ1,

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C4. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ∂u
∂x îãðàíè÷åíà â

îáëàñòè D, ïîñêîëüêó ïðè ψ ≥ ψ1∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

2
√
w

∂w

∂x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2
√
w

∂ψ

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂w∂ψ
∣∣∣∣ ≤

≤ C5 +
1

2

∣∣∣∣
ψ∫

0

w−
3
2
∂w

∂x
dψ

∣∣∣∣C4e
−C2ψ ≤ C5 + C6ψe

−C2ψ ≤ C7,

ãäå C5, C6, C7 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ∂u

∂y âûòåêàåò èç îãðàíè÷åííîñòè
∂u
∂x è óðàâ-

íåíèÿ ∂u
∂x + ∂v

∂y = 0 â (1.1.2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîèçâåäÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ (1.2.1), (1.2.2) (ýòî
âîçìîæíî â ñèëó ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5)), ïîëó÷àåì
îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1.1.2), (1.1.3) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1.

� 1.5. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæå-
íèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè â äåêàð-
òîâûõ ïåðåìåííûõ

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè â èñõîä-
íûõ ïåðåìåííûõ íà èíòåðâàë ïðîèçâîëüíîé ïðîòÿæåííîñòè.
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Òåîðåìà 1.5.1 (Ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ

Â(x), U(x), v0(x) ∈ C1[0, X], u0(y) ∈ C2+β[0,∞), β > 0,

Â(x) ≤ 0, U(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, X],

u0(y) > U(0) ∀y ∈ [0,∞), u′0(0) = Â(0),

u0(y)→ U(0) ïðè y →∞

è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî óñëî-
âèå (1.3.2). Òîãäà â îáëàñòè D = {0 < x < X, 0 < y < +∞} ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå u(x, y), v(x, y) ñèñòåìû (1.1.2) ñ óñëîâèÿìè (1.1.3),
îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� u(x, y) � íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â D,

� u(x, y) > 0 ïðè y > 0,

�
∂u
∂y ,

∂2u
∂y2 � íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â D; ∂u

∂x, v,
∂v
∂y � íåïðåðûâíû

è îãðàíè÷åíû â ëþáîé êîíå÷íîé ÷àñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1.5.1 âûòåêàåò èç ëåììû
1.4.1 è òåîðåìû 1.3.1.

� 1.6. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæå-
íèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè â äåêàð-
òîâûõ ïåðåìåííûõ

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè â èñ-
õîäíûõ ïåðåìåííûõ íà èíòåðâàë ïðîèçâîëüíîé ïðîòÿæåííîñòè.

Òåîðåìà 1.6.1 (Åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1.1.2) â îáëàñòè

D = {0 < x < X, 0 < y <∞},
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íåïðåðûâíû â D è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1.3); ïóñòü, êðîìå
òîãî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 < u < M2, ψ > 0,

M3y ≤ u ≤M4y, 0 < y < y0, (1.6.1)

∂2u

∂y2
≤M5, (x, y) ∈ D, (1.6.2)

ãäå M2, M3, M4, M5 è y0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òîãäà u, v � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3) ñ óêàçàííû-
ìè ñâîéñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà ïåðåìåííûõ Ìèçåñà

u2(x, y) = w(x, ψ), ψ(x, y) = −
x∫

x0

(v(ξ, y)− v0(ξ)) dξ + u(x0, y)

îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä ñèñòåìû (1.1.2) ê óðàâíåíèþ (1.2.4). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîèçâîäíûå ∂ψ

∂x è
∂ψ
∂y íåïðåðûâíû â D è èç (1.6.2) ñëåäóåò, ÷òî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

√
w
∂2w

∂ψ2
≤ 2M5.

Ïîñêîëüêó ψ =

y∫
0

u(x, ζ) dζ, òî èç (1.6.1) âûòåêàþò îöåíêè

M3y
2 ≤ ψ ≤M4y

2, M 2
3y

2 ≤ u2 = w ≤M 2
4y

2.

Ïîýòîìó
M 2

3

M4
ψ ≤ w(x, ψ) ≤ M 2

4

M3
ψ.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ w(x, ψ) çà-
äà÷è (1.2.4), (1.2.5), òî åñòü w1(x, ψ) ≡ w2(x, ψ) äëÿ ðåøåíèé w1(x, ψ)
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è w2(x, ψ). Ïóñòü u1, v1 è u2, v2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3).
Òàê êàê

√
w1 =

∂w1

∂y
,
√
w2 =

∂w2

∂y
,

òî y = ζ(x, ψ1) ≡ ζ(x, ψ2) è u2
1(x, y) ≡ u2

2(x, y). Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 1.7. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è äëÿ ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè

Çàäà÷à (1.2.4), (1.2.5) äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè îòëè÷àåòñÿ
îò çàäà÷è äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè (ñì. [54]) ïî-
ñòàíîâêîé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè ψ = 0. Êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè
çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â ïîãðàíè÷íîì
ñëîå Ìàðàíãîíè ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, çàäà-
âàåìîå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó äâóìÿ æèäêîñòÿìè èëè æèäêîñòüþ
è ãàçîì.

Çàäàííîå âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ âûðàæàåò òîò
ôàêò, ÷òî ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè âáëèçè ýòîé
ñòåíêè ðàâíà íóëþ. Â ïîãðàíè÷íîì ñëîå Ìàðàíãîíè âäîëü ãðàíèöû
ψ = 0 çàäàåòñÿ êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ
óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è îáòåêàíèÿ òâåðäîé ñòåíêè
ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè â ñëó÷àå ñëîÿ Ìàðàíãîíè
âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ψ = 0 íå îáðàùàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â íóëü.
Áîëåå òîãî, äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî
ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé w0(ψ) õàðàêòåðíî çàäàâàòü óáûâàþùèå ôóíêöèè.
Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû 1.3.1 î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìà-
ðàíãîíè âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè âáëèçè ãðàíèöû
ðàçäåëà ψ = 0 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èíòåíñèâíîé è óìåíüøàåòñÿ ïðè
ψ → +∞.

Äðóãîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè
îò ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåîðåìà
1.3.1 ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà â ÷àñòíîì
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ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Â
ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå w0(ψ) > 0 ∀ψ ≥ 0. Âîçíè-
êàåò âîïðîñ î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5), êîãäà

W (x) ≡ 0, w0(ψ) > 0 ïðè 0 ≤ ψ < N,

w0(ψ) = 0 ïðè ψ ≥ N,

ãäå N � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
w(x, 0) ≥ w∗ > 0, â óðàâíåíèè (1.2.4) ïðè W (x) ≡ 0

∂w

∂x
= ν
√
w

(
1 +

3

4
k

(
∂w

∂ψ

)2)
∂2w

∂ψ2
− v0

∂w

∂ψ
(1.7.1)

ìîæíî ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèçåñà. Èìååì

w = u2,
∂w

∂x
= 2u

∂u

∂x
,

∂w

∂ψ
=
∂(u2)

∂ψ
,

∂2w

∂ψ2
=
∂2(u2)

∂ψ2
. (1.7.2)

Äàëåå, óðàâíåíèå (1.7.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ çàìåí (1.7.2) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∂u

∂x
=

∂

∂ψ

[
ν

2

∂(u2)

∂ψ

(
1 +

k

4

(
∂(u2)

∂ψ

)2)
− v0

2
u

]
. (1.7.3)

Êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì ïðèíèìàþò âèä

u(0, ψ) =
√
w0(ψ),

∂(u2)

∂ψ
= 2Â(x) ≡ A(x). (1.7.4)

Îïðåäåëåíèå 1.7.1. Íåîòðèöàòåëüíóþ, íåïðåðûâíóþ è îãðàíè-

÷åííóþ â G ôóíêöèþ u íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.7.3),
(1.7.4), åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ â G îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂(u2)
∂ψ è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â G ôóíêöèè f(x, ψ),
ðàâíîé íóëþ ïðè x = X è âíå íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî∫∫
G

(
∂f

∂x
u− ∂f

∂ψ

(
ν

2

∂(u2)

∂ψ

(
1 +

k

4

(
∂(u2)

∂ψ

)2)
− v0

2
u

))
dxdψ+

+

∞∫
0

f(0, ψ)
√
w0(ψ) dψ + ν

X∫
0

f(x, 0)Â(x)(1 + kÂ2(x)) dx = 0.
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Çàìå÷àíèå 1.7.1. Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.7.3), (1.7.4) ïî-
ëó÷åíî ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñÿòì óðàâíåíèÿ (1.7.3),
óìíîæåííîãî íà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(x, ψ), à
òàê æå ñîáëþäåíèè óñëîâèé (1.7.4).

Çàìå÷àíèå 1.7.2. Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.7.3), (1.7.4) ñó-
ùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, à òàê æå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.7.3)
â îáû÷íîì ñìûñëå.

Èç òåîðåìû 1.3.1 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1.7.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1 è, êðî-
ìå òîãî,

w′0(ψ) ≤ 0 ∀ψ ∈ (0,∞).

Òîãäà âñþäó â G âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∂w

∂ψ
≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîë-
íåíèå â Gε íåðàâåíñòâà ∂v

∂ψ ≤ 0 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3.3)�(1.3.8). Íî
åãî âûïîëíåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèé A(x) ≤ 0 è u′(ψ) ≤ 0.

Ñëåäñòâèå 1.7.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1, òîãäà
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K, k > 0, çàâèñÿùèå ëèøü îò äàííûõ çà-

äà÷è (1.2.3), (1.2.5) è òàêèå, ÷òî â G âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

K[w0(ψ)−W (0)] ≥ w(x, ψ)−W (x) ≥ k[w0(ψ)−W (0)]. (1.7.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ íåðàâåíñòâ ïðîâåðÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå â îáëàñòè Gε íåðàâåíñòâ

kεu(ψ) ≥ τ(x, ψ, ε) ≥ Kεu(ψ). (1.7.6)

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3.3), (1.3.8) ñ êîíñòàíòàìè òàêèìè, ÷òîKε → K,
kε → k ïðè ε → 0, ãäå k, K > 0. Òîãäà (1.7.5) ïîëó÷àåòñÿ èç (1.7.6)
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ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ε → 0. Âûïîëíåíèå (1.7.6) ñëåäóåò èç ëåììû
1.3.1 ïðè âûáîðå êîíñòàíò Kε, kε âèäà

kε =
λ1

λ2
e−αa, Kε =

λ3

λ4
eαa,

ãäå

λ1 =
1

2
inf{g(ψ), 0 ≤ ψ ≤ 1}, λ2 = sup{u(ψ), 0 ≤ ψ ≤ 1},

λ3 = 2 sup{f(ψ), 0 ≤ ψ ≤ 1}, λ4 = inf{u(ψ), 0 ≤ ψ ≤ 1}.
Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì Kε, kε óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ñâîé-
ñòâàì.

� 1.8. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîäîëüíîé êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîäîëæåíèè ñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
íà ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñèñòåìû (1.1.2) ñ óñëîâèÿìè (1.1.3) â
îáëàñòè

D∞ = {0 < x < +∞, 0 < y < +∞}.
Ðàíåå áûëà óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1.2),

(1.1.3) ïðè ëþáîì X > 0 (ñì. òåîðåìó 1.5.1). Èññëåäóåì òåïåðü ïî-
âåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3) ïðè x → +∞. Äëÿ ýòîé öåëè
ïîëó÷èì ñïåðâà àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3).

1.8.1 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Ìàðàíãîíè

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1.2) â âèäå

Pu ≡ u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν∂

2u

∂y2

(
1 + 3k

(
∂u

∂y

)2)
− U(x)U ′(x) = 0,

v(x, y) = v0(x)−
y∫

0

∂u(x, s)

∂x
ds,

(1.8.1)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîôèëè ñêîðîñòè âäîëü îáòåêàåìîé ïëàñòè-
íû ïîäîáíû ïðè ëþáîì x, òîãäà êîìïîíåíòà u(x, y) ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1.8.1) ñîãëàñíî Áëàçèóñó èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u(x, y) = U(x)
∂σ(η, λ(x))

∂η
, η =

y

µ(x)
. (1.8.2)

Ôóíêöèè µ(x) è λ(x) áóäóò îïðåäåëåíû íèæå ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðî-
äîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u(x, y) âèäà (1.8.2) â ñèñòåìó (1.8.1).
Äëÿ êðàòêîñòè ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

σ0 ≡ σ(0, λ), σ ≡ σ
(
η, λ(x)

)
, U ≡ U(x), µ ≡ µ(x).

Èç (1.8.2) íàõîäèì

∂u

∂y
=
U

µ
σ′′,

∂2u

∂y2
=
U

µ2
σ′′′,

∂u

∂x
= U ′σ′ + Uλ′

∂σ′

∂λ
− U

µ
ηµ′σ′′,

v(x, y) = v0(x)− δU ′(σ − σ0)− Uδλ′
∂(σ − σ0)

∂λ
+ Uηδ′σ′ − Uµ′σ′.

(1.8.3)
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.8.3) â óðàâíåíèå Pu = 0 â (1.8.1), ïîëó-

÷àåì:

Pu = Uσ′
(
U ′σ′ + Uλ′

∂σ′

∂λ
− U

µ
ηµ′σ′′

)
+

+
U

µ
σ′′
(
v0 − µU ′(σ − σ0)− Uµλ′

∂(σ − σ0)

∂λ
+ Uηµ′σ′ − Uµ′σ′

)
−

−ν U
µ2
σ′′′
(

1 + 3k
U 2

µ2
σ′′2
)
− UU ′ = 0.

(1.8.4)
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Äàëåå, óðàâíåíèå (1.8.4) ïðåîáðàçóåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Pu = −νU
µ2

[(
1 + 3k

U 2

µ2
σ′′2
)
σ′′′ +

µ(µU)′

ν

(
σ − σ0 −

v0

(µU)′

)
σ′′+

+
µ2U ′

ν
(1− σ′2)

]
+ U 2λ′

(
σ′
∂σ′

∂λ
− ∂(σ − σ0)

∂λ
σ′′
)

= 0.

(1.8.5)
Ââåäåì äëÿ ðàâåíñòâà (1.8.5) ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

γ =
µ2U ′

ν
, θ =

U 2

µ2
=
νU 2

µ4U ′
γ (1.8.6)

è ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

µ(µU)′

ν
= 1, σ0 = − v0

(µU)′
. (1.8.7)

Äàëåå íàéäåì âèä ôóíêöèè µ(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ðà-
âåíñòâó â (1.8.7). Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïèñàíî â âèäå

µU(δU)′ = νU

èëè â âèäå
1

2
((µU)2)′ = νU.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îò 0 äî x, èìååì:

µ2(x)U 2(x)− µ2(0)U 2(0) = 2ν

x∫
0

U(s) ds.

Îòñþäà âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ µ(x) :

µ(x) =
1

U(x)

(
µ2(0)U 2(0) + 2ν

x∫
0

U(s) ds

) 1
2

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè µ(x),
îáîçíà÷åíèÿ (1.8.6) è ïðåäïîëîæåíèÿ (1.8.7), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
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äëÿ (1.8.5):

Pu = −νU
δ2

[
(1 + 3kσ′′2)σ′′′ + σσ′′ + γ(1− σ′2)

]
+

+U 2λ′
(
σ′
∂σ′

∂λ
− ∂(σ − σ0)

∂λ
σ′′
)

= 0.
(1.8.8)

Äàëåå λ(x) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû λ ≡ γ(x). Èç (1.8.8) âûòåêàåò,
÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè

u(x, y) = U(x)σ′
(
η, γ(x)

)
, v(x, y) = v0(x)−

y∫
0

∂u(x, s)

∂x
ds

áûëè ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3) ïðè óñëîâèÿõ

u0(y) = U(0)σ′
(
µ(0)−1y, γ(0)

)
,

∂u

∂y
(x, 0) ≡ Â(x) =

U(x)

µ(x)
σ′′
(

0, γ(x)
)
,

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

U 2(x)
dγ(x)

dx

(
σ′
∂σ′

∂γ
− ∂(σ − σ0)

∂γ
σ′′
)
≡ 0, (1.8.9)

à ôóíêöèÿ σ
(
η, γ(x)

)
äëÿ ëþáîãî x áûëà ðåøåíèåì îáûêíîâåííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1 + 3kθσ′′2)σ′′′ + σσ′′ + γ(1− σ′2) = 0, (1.8.10)

îáîáùàþùåå óðàâíåíèå Ôîëêíåðà-Ñêýí, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

σ(0) = σ0, σ′(0) = σ1 < 0, σ′(η)→ 1 ïðè η →∞, (1.8.11)

ãäå σ1 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ïðîèçâîäíàÿ ′ â
(1.8.9)�(1.8.11) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé η.

Ðåøåíèå σ(η) çàäà÷è (1.8.10), (1.8.11) îïðåäåëÿåò àâòîìîäåëüíûå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3), åñëè γ(x) ≡ const. Ïðè ýòîì ïðîôèëü
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ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû u âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîì
ñëîå èìååò âèä U(x)σ′(η) â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, η, u, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ëþáîì x èç ïðîôèëÿ σ′(η) ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ñ
êîýôôèöèåíòîì U(x).

×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (1.8.10) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñêî-
ðîñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ U(x) åñòü ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ σ(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ è òîæäå-
ñòâî (1.8.9) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, à óðàâíåíèå (1.8.10) ïðèíèìàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

(1 + 3kθσ′′2)σ′′′ + σσ′′ = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Áëàçèóñà íà ñëó-
÷àé ìîäèôèêàöèè æèäêîñòè ñ ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì Î. À. Ëàäûæåí-
ñêîé.

1.8.2 Àòòðàêòîð ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ Ìàðàíãîíè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è (1.1.2), (1.1.3) ïðè ëþáîì X > 0 âûïîë-
íÿåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Äîêàæåì,
÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìàðàíãîíè ñòðåìÿòñÿ ê àâ-
òîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé.
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ U(x) �
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 1.8.1. Ïóñòü U(x) ≡ U1 = const, w1(x, ψ), w2(x, ψ) � äâà

ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2.4), (1.2.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

w1(0, ψ) = w10(ψ) è w2(0, ψ) = w20(ψ) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

∞∫
0

∣∣∣√w10(ψ)−
√
w20(ψ)

∣∣∣ dψ <∞,
òî (√

w1(x, ψ)−
√
w2(x, ψ)

)2

≤ M6

(1 + x)
1
4
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ïðè 0 < ψ∗ ≤ ψ ≤ ψ∗ <∞, ãäå âûáîð ïîñòîÿííîé M6 çàâèñèò îò ψ∗
è ψ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ν

(
1 + 3k

(
∂u

∂y

)2)
∂2u

∂y2
− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
= 0,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

(1.8.12)

â îáëàñòè
D∞ = {0 < x < +∞, 0 < y < +∞}

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u
∣∣
x=0

= u0(y),
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= Â(x), v
∣∣
y=0

= v0(x),

u(x, y)→ U1 ïðè y → +∞.
(1.8.13)

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.8.12) èìåþò âèä:

u(x, y) = U1σ
′(η),

v(x, y) = v0(x)−
y∫

0

∂u(x, s)

∂x
ds,

(1.8.14)

ãäå

η = y

√
U1

2ν(1 + x)
,

à ôóíêöèÿ σ(η) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(
1 +

3kU3
1

2ν(1 + x)
σ′′2
)
σ′′′ + σσ′′ = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

σ(0) = 0, σ′(0) = σ1 < 0, σ′(η)→ 1 ïðè η → +∞.



� 48 �

Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.8.12), çàäàâàåìîå ôîðìóëàìè
(1.8.14), ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ðåøåíèþ w(x, ψ) óðàâíåíèÿ (1.2.4)
ñ óñëîâèÿìè

w
∣∣
x=0

= w0(ψ),
∂w

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= A(x),

w(x, ψ)→ U 2(x) ïðè η → +∞.

Ïîñêîëüêó

u(x, y) =
∂ψ

∂y
= U1σ

′(η),

òî

ψ = U1

y∫
0

σ′
(
η(s)

)
ds = U1

y∫
0

σ′
(
η(s)

)
η′(s)

√
2ν(1 + x)

√
U1

ds =

=
√

2νU1(1 + x)σ(η).

Ñëåäîâàòåëüíî,

η = σ−1

(
ψ√

2νU1(1 + x)

)
,

òî åñòü

w(x, ψ) = U 2
1

(
σ′(η)

)2

= U 2
1

(
σ′
(
σ−1
( ψ√

2νU1(1 + x)

)))2

.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [47] âûòåêàåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x
è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ψ ðåøåíèÿ w(x, ψ) óðàâíåíèÿ (1.2.4), ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì ïðîôèëÿì ñêîðîñòåé w0(ψ), ìîãóò áûòü
îöåíåíû ñâåðõó è ñíèçó ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà

C8
ψ√

1 + x
≤ w(x, ψ) ≤ C9

ψ√
1 + x

, (1.8.15)

ãäå C8 è C9 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî U(x) = const è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå
2p(x) + U 2(x) = const, ïîëó÷àåì p(x) = const. Òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [31] âûòåêàåò îöåíêà

∞∫
0

∣∣∣√w1(x, ψ)−
√
w2(x, ψ)

∣∣∣ dψ ≤ P1 = const.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ψ ≥ ψ∗ > 0 è X > 0(√
w1(X,ψ∗)−

√
w2(X,ψ∗)

)2

=

= −
∞∫

ψ∗

∂

∂ψ

(√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)

)2
∣∣∣∣
x=X

dψ ≤

≤ max
x=X,ψ≥ψ∗

(
1√

w1(x, ψ)

∣∣∣∣∂w1(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣+
1√

w2(x, ψ)

∣∣∣∣∂w2(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣)×
×
∞∫

ψ∗

∣∣∣√w1(x, ψ)−
√
w2(x, ψ)

∣∣∣ dψ ≤
≤ P1 max

ψ≥ψ∗

(
1√

w1(x, ψ)

∣∣∣∣∂w1(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣+
1√

w2(x, ψ)

∣∣∣∣∂w2(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣).
(1.8.16)

Â ñèëó îöåíîê (1.8.15) èìååì∣∣∣∣∂w1,2

∂ψ

∣∣∣∣ ≤ C10√
1 + x

ïðè ψ ≥ ψ∗ > 0. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (1.8.16) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
ψ ≥ ψ∗ > 0 èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ(√

w1(x, ψ)−
√
w2(x, ψ)

)2

≤

≤ P1

(
C10(1 + x)

1
4√

C8ψ∗(1 + x)
+

C10(1 + x)
1
4√

C9ψ∗(1 + x)

)
≤ M6

(1 + x)
1
4

.
(1.8.17)

Òåðåìà äîêàçàíà.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé òåìïåðàòóðíîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

� 2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ìà-
ðàíãîíè íà èíòåðâàë ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ
òåïëîâîé ïîãðàíè÷íûé ñëîé â ñëó÷àå ñëîÿ Ìàðàíãîíè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé òåìïåðàòóðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñ ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì
Ëàäûæåíñêîé

ν

(
1 + 3k

(∂u
∂y

)2
)
∂2u

∂y2
− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
= −UUx,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (2.1.1)

a
∂2T

∂y2
− u∂T

∂x
− v∂T

∂y
= −ν

c

(∂u
∂y

)2

. (2.1.2)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1.1), (2.1.2) âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè

D = {0 < x < X, 0 < y <∞}, X > 0.

Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (2.1.1), (2.1.2) ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

50
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âèäà:

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= Â(x), u|x=0 = u0(y), v|y=0 = v0(x),

u(x, y)→ U(x) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, X] ïðè y → +∞,
(2.1.3)

T |y=0 = Tw(x),

T (x, y)→ T∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, X] ïðè y → +∞.
(2.1.4)

Â çàäà÷å (2.1.1)�(2.1.4) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíàÿ è ïîïå-
ðå÷íàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u(x, y), v(x, y) òå÷åíèÿ â òî÷êå (x, y), à
òàêæå òåìïåðàòóðà T (x, y) ñðåäû â ýòîé òî÷êå. Ïîñòîÿííûå ν, k, a è c,
ÿâëÿþùèåñÿ ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè,
ñ÷èòàþòñÿ çàðàíåå èçâåñòíûìè. Ïîñòîÿííàÿ T∞ ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòó-
ðîé âíåøíåãî ïîòîêà. Òàêæå çàðàíåå èçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöèè
U(x), Â(x), v0(x), Tw(x), êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî, îáîçíà÷àþò ñêî-
ðîñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íà ãðà-
íèöå {y = 0}, ñêîðîñòü âïðûñêà (îòñîñà) æèäêîñòè â ïîòîê (èç ïîòîêà)
â òî÷êå x íèæíåé ñòåíêè îáëàñòè, òåìïåðàòóðó ñòåíêè â òî÷êå x.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) â çàäà÷å (2.1.1), (2.1.3) íå çà-
âèñÿò îò òåìïåðàòóðû T (x, y), òî çàäà÷à (2.1.1), (2.1.3) ìîæåò áûòü
ðåøåíà îòäåëüíî.

Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ u(x, y), v(x, y) ñèñòåìû (2.1.1),
(2.1.3), êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé Ìàðàíãî-
íè, óæå óñòàíîâëåíî (ñì. [68]). Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ Ìàðàíãîíè ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ T (x, y) ∈ C2(D) ∪ C(D) çàäà-
÷è (2.1.2), (2.1.4) äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
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� 2.2. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ òåì-
ïåðàòóðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ íåëèíåé-
íî âÿçêîé æèäêîñòè

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò a
â óðàâíåíèè (2.1.2) ðàâåí åäèíèöå. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1.2) ÷åðåç f(x, y), ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) ïðåäïîëàãà-
åòñÿ çàäàííîé â îáëàñòè D.

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) ∈ C(D) óäîâëåòâî-
ðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.1.1), óñëîâèÿì (2.1.3) è óñëîâèÿì òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïóñòü, êðîìå òîãî,

ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ C(D) ëîêàëüíî Ãåëüäåðîâà â D ñ íåêîòîðûì ïîêà-

çàòåëåì Ãåëüäåðà 0 < γ ≤ 1, ôóíêöèÿ Tw ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîé íà [0, X] è åå ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà íà [0, X]. Ïóñòü òàêæå∫ +∞

0

exp
(∫ t

0

β(τ)dτ
)
dt <∞,

ãäå β(y) = max
0≤x≤X

v(x, y), à äëÿ ôóíêöèè g(y) = max
0≤x≤X

|f(x, y)| âûïîë-
íåíî ∫ +∞

0

g(τ) exp
(
−
∫ τ

0

β(s)ds
)
dτ <∞.

Òîãäà çàäà÷à (2.1.2), (2.1.4) èìååò â D åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå

îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå T (x, y).

2.2.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû

x = x, η = 1− 1

1 + y
(2.2.1)

îáëàñòü D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < X, 0 < y < ∞} ïåðåõîäèò â
îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê D = {(x, η) ∈ R2 : 0 < x < X, 0 < η < 1}.
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Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2.1.2), (2.1.4) â òåðìèíàõ çàìåíû (2.2.1). Äëÿ ýòîãî
âûïèøåì ÷àñòíûå ïðîâçîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (2.1.2):

∂η

∂y
=

1

(1 + y)2
= (1− η)2,

∂2η

∂y2
= − 2

(1 + y)3
= −2(1− η)3,

∂T

∂y
=
∂T

∂η

∂η

∂y
= (1− η)2∂T

∂η
,

∂2T

∂y2
=
(∂η
∂y

)2∂2T

∂η2
+
∂2η

∂y2

∂T

∂η
= (1− η)4∂

2T

∂η2
− 2(1− η)3∂T

∂η
.

Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u = u(x, y(η)), v = v(x, y(η)),
f = f(x, y(η)). Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ âû÷èñëåíèé è çàìåíû (2.2.1) óðàâ-
íåíèå (2.1.2) ïðèíèìàåò âèä:

L(T ) ≡
(

(1− η)4∂
2T

∂η2
− 2(1− η)3∂T

∂η

)
− u∂T

∂x
− v(1− η)2∂T

∂η
= f.

Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìû â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè, èìååì îêîí÷àòåëüíî çà-
äà÷ó â òåðìèíàõ çàìåíû (2.2.1):

L(T ) ≡ c(η)
∂2T

∂η2
− u∂T

∂x
+ b(x, η)

∂T

∂η
= f, (2.2.2)

T |η=0 = Tw, T |η=1 = T∞. (2.2.3)

Çäåñü

c(η) = (1− η)4, b(x, η) = −(1− η)2
(

2(1− η) + v
)
.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.2),
(2.2.3). Ïóñòü T1(x, η), T2(x, η) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.2), (2.2.3).
Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ýòèõ ðåøåíèé çà T (x, η) = T1(x, η)− T2(x, η).

Ïî ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 âûáåðåì δ = δ(ε) > 0 òàê, ÷òîáû ïðè
x ∈ [0, X], η = 1− δ(ε) áûëî âûïîëíåíî |T (x, η)| ≤ ε . Òîãäà ôóíêöèÿ
V (x, η) = T (x, η)− ε óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L(V ) = 0 â îáëàñòè D,
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è íåðàâåíñòâó V (x, η) ≤ 0 ïðè x ∈ [0, X], η = 0, η = 1−δ(ε). Ïîêàæåì,
÷òî V ≤ 0 â ïðÿìîóãîëüíèêå

Dε = {(x, η) ∈ R2 : 0 < x < X, 0 < η < 1− δ(ε)}.

Ïîëîæèì
V (x, η) = H(η)R(x, η),

ãäå ôóíêöèÿH(η) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è èç êëàññà C1([0, 1−
δ(ε)]). Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü H = H(η), R = R(x, η). Ðàññìîòðèì
îïåðàòîð L(V ). Âûïèøåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûé, âõîäÿùèå â óðàâíå-
íèå L(v) = 0.

∂V

∂η
= H ′R +H

∂R

∂η

∂2V

∂η2
= H ′′R + 2H ′

∂R

∂η
+H

∂2R

∂η2
,

∂V

∂x
= H

∂R

∂x
.

Ñ ó÷åòîì âû÷èñëåííûõ ïðîèçâîäíûõ èìååì ñëåäóþùèé âèä îïåðàòîðà
L(V ):

L(V ) ≡ c
(
H ′′R + 2H ′

∂R

∂η
+H

∂2R

∂η2

)
− uH∂R

∂x
+ b
(
H ′R +H

∂R

∂η

)
= 0.

Ïðåîáðàçîâàâ ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè, èìååì:

L(V ) ≡ cH
∂2R

∂η2
+
(

2cH ′ + bH
)∂R
∂η
− uH∂R

∂x
+
(
bH ′ + cH ′′

)
R = 0.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ L(V ) = 0 íà ôóíêöèþ H(η), ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

L1(R) ≡ c
∂2R

∂η2
− u∂R

∂x
+B

∂R

∂η
+ FR = 0,

ãäå

B(x, η) =
2cH ′

H
+ b, F (x, η) =

bH ′ + cH ′′

H
.



� 55 �

Ôóíêöèÿ H(η) > 0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé F0 < 0 ïðè âñåõ η ∈ [0, 1 − δ(ε)] âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
F (x, η) ≤ F0.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ôóíêöèÿ

Φ(x) =

X∫
x

dt

U(t)
, 0 < x < X.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèèΦ(x) è óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà u(x, y(η)),
èìååì â Dε íåðàâåíñòâî

L1(Φ) = F (x, η)Φ(x) +
u(x, y(η))

U(x)
≤ F0Φ(x) + 1.

Òàê êàê F0 < 0 è Φ(x) → +∞ ïðè x → 0 + 0, òî íàéäåòñÿ ÷èñëî
0 < x0 < X òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ 0 < x ≤ x0, 0 < η < 1 − δ(ε)
áóäåò âûïîëíåíî L1(Φ) ≤ 0. Òîãäà ïðè ëþáîì λ > 0 äëÿ ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà L1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

L1

(
λΦ(x)−R(x, η)

)
=

= L1

(
λΦ(x)

)
− L1

(
R(x, η)

)
≤ 0, 0 < x ≤ x0, 0 < η < 1− δ(ε).

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî λ > 0 íàõîäèòñÿ ÷èñëî 0 < x1(λ) < x0 òàêîå,
÷òîáû λΦ(x) − R(x, η) ≥ 0 ïðè 0 ≤ η ≤ 1 − δ(ε), 0 < x ≤ x1. Êðîìå
òîãî, λΦ(x) − R(x, η) ≥ 0 ïðè η = 0, 0 < x ≤ X è ïðè η = 1 − δ(ε),
0 < x ≤ X. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà λΦ(x) − R(x, η) ≥ 0 ïðè 0 <
x ≤ x0, 0 ≤ η ≤ 1 − δ(ε). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ > 0 ïîëó÷àåì
R(x, η) ≤ 0 ïðè 0 ≤ x ≤ x0, 0 ≤ η ≤ 1−δ(ε). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì R(x, η) ≤ 0 â Dε. Çíà÷èò T (x, η) ≤ ε â Dε. Â
ñèëó ñèììåòðèè ìåæäó T1 è T2 ïîëó÷èì |T (x, η)| ≤ ε â Dε. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì T1 = T2 â D. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
óñòàíîâëåíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2.2.2), (2.2.3).
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Ïðè êàæäîì 0 < δ < 1
4 óðàâíåíèå (2.2.2) ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëü-

íèêå
Dδ = {(x, η) ∈ R2 : δ < x ≤ X, δ < η < 1− δ}

ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

T |η=δ = Tw(x), T |η=1−δ = T∞, T |x=δ = T δ1 (η), (2.2.4)

ãäå íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [δ, 1 − δ] ôóíêöèÿ T δ1 (η) óäîâëåòâîðÿåò
ñâîéñòâàì

T δ1 (η) = Tw(δ) ïðè η ≤ 1

3
, T δ1 (η) = T∞ ïðè η ≥ 2

3
,

|T δ1 (η)| ≤M = max{|T∞|, max
0≤x≤X

|Tw(x)|} ïðè δ ≤ η ≤ 1− δ.

Ðåøåíèå T δ(x, η) çàäà÷è (2.2.2), (2.2.4) ñóùåñòâóåò è, ñîãëàñíî ïðèí-
öèïó ìàêñèìóìà äëÿ íåâûðîæäåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [69]

|T δ(x, η)| ≤M, (2.2.5)

ãäåM íå çàâèñèò îò δ. Â ñèëó îöåíîê òèïà Øàóäåðà [69] â ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì ïðÿìîóãîëüíèêå Dδ ïðè êàæäîì 0 < δ < 1

4 Ãåëüäåðîâñêèå

íîðìû ðåøåíèÿ T δ è ïðîèçâîäíûõ ∂T δ

∂η ,
∂2T δ

∂η2 ,
∂T δ

∂x óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå:

‖T δ‖2+α ≤ K
(
‖ψ‖2+α + ‖f‖α

)
, K = const, (2.2.6)

ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ïî Ãåëüäåðó ôóíêöèè ϕ(x, η) íîð-
ìû ‖ϕ‖α è ‖ϕ‖2+α â (2.2.6) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [69]:

‖ϕ‖α = sup
(x,η)∈Dδ

|ϕ|+ sup
P1,P2∈Dδ, P1 6=P2

|ϕ(P1)− ϕ(P2)|
|P1 − P2|α

,

P1 = (x, η), P2 = (x, η),

‖ϕ‖2+α = ‖ϕ‖α +

∥∥∥∥∂ϕ∂x
∥∥∥∥
α

+

∥∥∥∥∂ϕ∂η
∥∥∥∥
α

+

∥∥∥∥∂2ϕ

∂η2

∥∥∥∥
α

.

Ôóíêöèÿ ψ â (2.2.6) îáîçíà÷àåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2.4).
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Íà îñíîâàíèè îöåíîê (2.2.6) âûäåëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü T δm,
m = 1, 2, ..., ñõîäÿùàÿñÿ ïðè m → ∞ ðàâíîìåðíî âìåñòå ñ ïðîèçâîä-
íûìè, âõîäÿùèìè â óðàâíåíèå (2.2.2), â êàæäîé çàìêíóòîé îáëàñòè,
ëåæàùåé ñòðîãî âíóòðè D. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè äëÿ T δm

ïðè m→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ T (x, η) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ (2.2.2) â ïðÿìîóãîëüíèêå D.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ T (x, 0) = Tw(x) îöåíèâà-
åòñÿ ðàçíîñòü

Sδ(x, η) = T δ(x, η)− Tw(x)

ïðè ìàëûõ η. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè

D′δ = {δ ≤ x ≤ X, δ < η <
1

3
}

óðàâíåíèå
L(Sδ) = f(x, η) + u(x, η)T ′w(x),

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ Sδ(x, η). Ïóñòü â îáëàñòè D′δ âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|f(x, η)| ≤M1, u(x, η)|T ′w(x)| ≤M2.

Äàëåå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Y (η) = K(1−e−Nη). Ïî-
ñòîÿííàÿ N > 0 âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ c(η)N ≥ |b(x, η)| + 1. Ýòî
âîçìîæíî, òàê êàê êîýôôèöèåíò v(x, y) îãðàíè÷åí ïðè îãðàíè÷åííûõ
y èëè, ñîãëàñíî çàìåíå (2.2.1) ïðè η ≤ η0 < 1. Ïîñòîÿííàÿ K > 0
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

K ≥ max
{ 2M

1− e−N3
,
M1 +M2

Ne−N

}
, (2.2.7)

ãäå M � òî æå, ÷òî â íåðàâåíñòâå (2.2.5). Ïî âûáðàííîìó N > 0 âû-
÷èñëèì L(Y ):

L(Y ) = −KN
(
c(η)N − b(x, η)

)
e−Nη ≤ −KNe−N < 0.
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Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ ôóíêöèÿ Y ± Sδ(x, η). Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå (2.2.7), âû÷èñëèì L(Y ± Sδ) â D′δ:

L(Y ± Sδ) ≤ −KNe−N ± f(x, η)± u(x, η)T ′w(x) ≤
≤ −KNe−N +M1 +M2 ≤ 0.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2.4) è íåðàâåíñòâ (2.2.5), (2.2.7) âûòåêàåò,
÷òî ôóíêöèÿ Y ± Sδ ≥ 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè D′δ, ëåæàùåé íà ïðÿìûõ
x = δ, η = δ, η = 1

3 . Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
Y ± Sδ ≥ 0 âñþäó â D′δ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Sδ(x, η)| ≤ Y (η),

ðàâíîìåðíàÿ ïî δ è x. Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè δ → 0 è η → 0,
ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå T (x, 0) = Tw(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â
(2.2.3) îöåíèâàåòñÿ ðàçíîñòü

Jδ(x, η) = T δ(x, η)− T∞

ïðè ìàëûõ 1− η. Óðàâíåíèå L(J δ) = f(x, η), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ôóíêöèÿ J δ(x, η), ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè

D′′δ =
{
δ < x ≤ X,

2

3
≤ η < 1− δ

}
.

Äàëåå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ ôóíêöèÿ

Z(η) = K1

1∫
η

G(t)G1(t) dt, (2.2.8)

ãäå

G(t) =
1

(1− t)2
exp

{ t∫
0

β(τ) dτ

(1− τ)2

}
, G1(t) = 1 +

t∫
0

g(τ) dτ

(1− τ)4G(τ)
,
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à ôóíêöèè β(τ), g(τ) � òå æå, ÷òî è â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Èíòåãðàë
(2.2.8) ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îïðåäåëÿåò ïîëîæèòåëü-
íóþ ôóíêöèþ ïðè η < 1. Ïîñòîÿííàÿ K1 ≥ 1 âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ
Z(2

3) ≥ 2M , ãäå M � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà (2.2.5). Âû÷èñëèì
ôóíêöèþ L(Z):

L(Z) = −K1G1(η)
[
c(η)G′(η) + b(x, η)G(η)

]
−K1g(η). (2.2.9)

Òàê êàê

c(η)G′(η) + b(x, η)G(η) = exp

{ η∫
0

β(τ) dτ

(1− τ)2

}[
β(η)− v(x, η)

]
≥ 0

ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè β(η), òî èç (2.2.9) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

L(Z) ≤ −K1g(η).

Íà ãðàíèöå D′′δ , ëåæàùåé íà ïðÿìûõ x = δ, η = 2
3 , η = 1 − δ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Z(η)± J δ(x, η) ≥ 0.

Âíóòðè D′′δ , â ñèëó âûáîðà K1 ≥ 1, èìååì

L(Z ± J δ) ≤ −K1g(η)± f(x, η) ≤ −K1g(η) + g(η) ≤ 0.

Îòñþäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî
Z ± J δ ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â îáëàñòè D′′δ , èëè |J δ(x, η)| ≤ Z(η) â
ýòîé îáëàñòè. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè δ → 0 â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå
ïîëó÷èì, ÷òî T (x, η)→ T∞ ïðè η → 1 ðàâíîìåðíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

2.2.2 Çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2.1.2), (2.1.4) ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî òåìïåðàòóðà âíåøíåãî ïîòîêà T∞ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî â ïîëîñå D ðåøåíèÿ T (x, y)
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óðàâíåíèÿ (2.1.2) íåëüçÿ çàäàâàòü íà áåñêîíå÷íîñòè çíà÷åíèå, îòëè÷-
íîå îò ïîñòîÿííîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå T (x, y) çàäà÷è (2.1.2),
(2.1.4) òàêîâî, ÷òî lim

y→∞
T (x, y) = T∞(x). Â ñèëó çàìåíû (2.2.1) ýòî

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ T (x, η)|η=1 = T∞(x). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ(ε), ÷òî áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|T (x, 1− δ)− T∞(x)| < ε.

Ïîëîæèì Jδ(x, η) = T δ(x, η)−T∞(δ). Óðàâíåíèå (2.2.2), êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ Jδ(x, η), ðàññìîòðèì â îáëàñòè

D′′δ =
{
δ < x ≤ X,

2

3
≤ η < 1− δ(ε)

}
.

Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ íîâóþ ôóíêöèþ Z(η) + ε ± J δ(x, η), ãäå Z(η)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.2.8), è ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî âåñü õîä ðàññóæ-
äåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ
èç (2.1.4), ïîëó÷èì â îáëàñòè D

′′
δ ðàâíîìåðíóþ ïî δ è x îöåíêó:

|Jδ(x, η)| ≤ ε+ Z(η).

Îòñþäà, óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ è çàìå÷àÿ, ÷òî Z(η) → 0 ïðè η → 1,
èìååì:

|T (x, 1)− T∞(0)| ≤ ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε ïîëó÷èì T (x, 1) ≡ T∞(0), ò.å. T∞(x) ≡
T∞(0) = const.

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Åñëè çàäàòü òîëüêî ïåðâîå óñëîâèå â (2.1.4), à
âòîðîå óñëîâèå îïóñòèòü, òî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.2)
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì T |y=0 = T0(x), ãäå T0(x) � çàäàííàÿ â 0 ≤ x ≤
X íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèíñòâåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèþ (2.1.2) ïðè a = 1, u = xk, v = λy, f ≡ 0
(k ≥ 1, λ = const < 0) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ T |y=0 = 0 óäîâëåòâîðÿåò
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îãðàíè÷åííàÿ è îòëè÷íàÿ îò íóëÿ â ïîëîñå D ôóíêöèÿ

T (y) =

y∫
0

exp

{
λ

2
t2
}
dt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.1.2), (2.1.4) ïðè ðàññìîòðåí-
íûõ óñëîâèÿõ íååäèíñòâåííî.



Ãëàâà 3

Çàäà÷à Ñòåôàíà äëÿ

ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

� 3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ñòåôàíà

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ëàìèíàðíîãî ìàã-
íèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïðîíèöàåìîé òâåðäîé
ïîâåðõíîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîèçâîäèòñÿ èíúåêöèÿ â ïîãðàíè÷íûé
ñëîé æèäêîñòè, ïîä÷èíåííîé ðåîëîãè÷åñêîìó çàêîíó Ëàäûæåíñêîé.
Ïðè ýòîì âîçíèêàåò çàäà÷à òèïà Ñòåôàíà ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé (ñì.
[70]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D = {0 < x < X, 0 < y <∞} ðàçäå-
ëåíà íåïðåðûâíîé êðèâîé γ = {(x, y) : y = y∗(x) > 0, 0 ≤ x ≤ X} íà
îáëàñòè

D1 = {0 < x < X, 0 < y < y∗(x)}
è

D2 = {0 < x < X, y∗(x) < y <∞}.

62
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Â îáëàñòè D1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ν1

(
1 + 3k

(∂u1

∂y

)2
)
∂2u1

∂y2
− u1

∂u1

∂x
− v1

∂u1

∂y
− 1

ρ1

dp(x)

dx
−

−σ1

ρ1
B(x)

(
u1B(x) + E(x)

)
= 0,

∂u1

∂x
+
∂v1

∂y
= 0,

(3.1.1)

îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ýëåêòðîïðîâîäíîé æèä-
êîñòè ñ ðåîëîãèåé, ïðåäëîæåííîé Î. À. Ëàäûæåíñêîé, à â îáëàñòè D2

� ñèñòåìà óðàâíåíèé

ν2
∂2u2

∂y2
− u2

∂u2

∂x
− v2

∂u2

∂y
− 1

ρ2

dp(x)

dx
− σ2

ρ2
B(x)

(
u2B(x) + E(x)

)
= 0,

∂u2

∂x
+
∂v2

∂y
= 0.

(3.1.2)

Â óðàâíåíèÿõ (3.1.1) k � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííà, ν1 > 0
� âÿçêîñòü, ρ1 > 0 � ïëîòíîñòü, σ1 > 0 � ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ñðåäû
ñ ðåîëîãèåé Ëàäûæåíñêîé, B(x) � y-êîìïîíåíòà âåêòîðà ìàãíèòíîé
èíäóêöèè, E(x) � êîìïîíåíòà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ïëîñêîñòè XOY , p(x) � äàâëåíèå. Â óðàâíåíèÿõ
(3.1.2) ν2 > 0, ρ2 > 0, σ2 > 0 � ñîîòâåòñòâåííî âÿçêîñòü, ïëîòíîñòü è
ïðîâîäèìîñòü íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Çíà÷åíèå y∗(0) ïðåäïîëàãàåòñÿ
çàäàííûì.

Âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (3.1.1), (3.1.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

u1(0, y) = u10(y) ïðè 0 ≤ y ≤ y∗(0); u1(x, 0) = 0, v1(x, 0) = v0(x),

u2(0, y) = u20(y) ïðè y∗(0) ≤ y <∞; u2(x, y)→ U(x) ïðè y →∞,
(3.1.3)

ãäå çàðàíåå èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ U(x) > 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü
âíåøíåãî òå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì p(x) ñîîòíîøåíèåì

−dp(x)

dx
− σ2B(x)E(x) = ρ2U(x)

dU(x)

dx
+ σ2B

2(x)U(x).
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Ôóíêöèè u10(y), u20(y), v0(x) â óñëîâèÿõ (3.1.3) òàêæå ñ÷èòàþòñÿ çà-
äàííûìè, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ui0(y) ≤ U(0), i = 1, 2.

Çàäàäèì íà êðèâîé γ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, âûðàæàþùèå íåïðåðûâ-
íîñòü ñêîðîñòåé è âÿçêèõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ êîí-
òàêòèðóþùèõ ñðåä:

u1(x, y∗(x)) = u2(x, y∗(x)), (3.1.4)

ν1ρ1
∂u1(x, y∗(x))

∂y

(
1+k

(∂u1(x, y∗(x))

∂y

)2
)

= ν2ρ2
∂u2(x, y∗(x))

∂y
. (3.1.5)

Êðèâóþ γ, ðàçäåëÿþùóþ îáëàñòè D1 è D2, áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêîé
ëèíèåé òîêà. Â ñèëó ýòîãî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

dy∗(x)

dx
=
v1(x, y∗(x))

u1(x, y∗(x))
=
v2(x, y∗(x))

u2(x, y∗(x))
. (3.1.6)

Â çàäà÷å (3.1.1)�(3.1.6) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ui(x, y),
vi(x, y), y∗(x), i = 1, 2. Ãðàíèöà

γ = {(x, y) : y = y∗(x) > 0, 0 ≤ x ≤ X}

ñ÷èòàåòñÿ íåèçâåñòíîé, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷åé òèïà Ñòåôàíà.

Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè

u0(y) =

{
u10(y), 0 ≤ y ≤ y∗(0)

u20(y), y∗(0) < y <∞
, ν(y) =

{
ν1, 0 < y ≤ y∗(x)

ν2, y∗(x) < y <∞

è ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.6).

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.6)
â îáëàñòè D íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè u(x, y), v(x, y), y∗(x), (x, y) ∈ D,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1) u(x, y) ïîëîæèòåëüíà ïðè y > 0, íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëà-

ñòè D, îãðàíè÷åíà; v(x, y) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lloc2 (D)
è íåïðåðûâíà ïî y ïðè y = 0;

2) ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ∂u
∂x,

∂u
∂y ,

∂v
∂y , ïðîèçâîäíàÿ

∂u
∂y îãðàíè÷åíà, ïðîèçâîäíûå

∂u
∂x è

∂v
∂y ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

Lloc2 (D);

3) u(0, y) = u0(y), u(x, 0) = 0, u(x, y)→ U(x) ïðè y →∞, v(x, 0) =
v0(x);

4) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ(x, y), èìåþùåé íåïðåðûâíóþ

ïðîèçâîäíóþ
∂ϕ(x,y)
∂y è ðàâíîé íóëþ ïðè y = 0 è ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ y, ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëü-

íîìó òîæäåñòâó∫∫
D

[(
u
∂u

∂x
+v

∂u

∂y
+

1

ρ(x, y)

dp(x)

dx
+
σ(x, y)

ρ(x, y)
B(x)

(
uB(x)+E(x)

))
ϕ+

+ν(y)

(
1 + k

(∂u
∂y

)2
)
∂u

∂y

∂ϕ

∂y

]
dxdy = 0,

ãäå ρ(x, y) ≡ ρi, σ(x, y) ≡ σi ïðè (x, y) ∈ Di, i = 1, 2;

5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dy∗(x)

dx
=
v(x, y∗(x))

u(x, y∗(x))
;

6) ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.
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� 3.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé ê
çàäà÷å äèôðàêöèè. Çàìåíà Ìèçåñà

Ñâåäåì çàäà÷ó (3.1.1)�(3.1.6) ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé ê çàäà÷å äè-
ôðàêöèè. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ Ìèçåñà:

x = x, ψ = ψ(x, y), (3.2.1)

∂ψ

∂y
= u(x, y),

∂ψ

∂x
= v0(x)− v(x, y), ψ(x, 0) = 0, (3.2.2)

wi(x, ψ) = u2
i (x, y), i = 1, 2, (3.2.3)

ãäå u(x, y), v(x, y), y∗(x) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.6).
Ïîä äåéñòâèåì çàìåíû (3.2.1), (3.2.2) îáëàñòü D ïåðåõîäèò â îáëàñòü

Ω = {(x, ψ) : 0 < x < X, 0 < ψ <∞},

à íåèçâåñòíàÿ ãðàíèöà γ � â ãðàíèöó

Γ = {(x, y) : ψ = ψ∗(x) ≡ ψ(x, y∗(x)), 0 ≤ x ≤ X}.

Íàéäåì âèä ôóíêöèè ψ∗(x). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ
ýòîé ôóíêöèè:

dψ∗(x)

dx
=
∂ψ(x, y∗(x))

∂x
+
∂ψ(x, y∗(x))

∂y

dy∗(x)

dx
=

= v0(x)− v1(x, y∗(x)) + u1(x, y∗(x))
v1(x, y∗(x))

u1(x, y∗(x))
= v0(x).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

ψ∗(x) = ψ∗(0) +

x∫
0

v0(s) ds, ψ∗(0) =

y∗(0)∫
0

u10(τ) dτ, 0 ≤ x ≤ X.

(3.2.4)
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà Ìèçåñà (3.2.1), (3.2.2) ïîçâîëèëà ïåðåâåñòè íåèç-
âåñòíóþ ãðàíèöó γ â èçâåñòíóþ ãðàíèöó Γ. Åñëè ôóíêöèè wi(x, ψ),



� 67 �

i = 1, 2 îáëàäàþò íóæíûìè ñâîéñòâàìè, òî âîçìîæíà îáðàòíàÿ ê
(3.2.1)�(3.2.3) çàìåíà:

y =


ψ∫
0

ds√
w1(x,s)

, 0 ≤ ψ ≤ ψ∗(x),

ψ∗(x)∫
0

ds√
w1(x,s)

+
ψ∫

ψ∗(x)

ds√
w2(x,s)

, ψ∗(x) ≤ ψ <∞.
(3.2.5)

Èñõîäíàÿ çàäà÷à â ïåðåìåííûõ Ìèçåñà (3.2.1)�(3.2.3) ïåðåõîäèò â
çàäà÷ó äèôðàêöèè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ν1

(
1 +

3

4
k
(∂w1

∂ψ

)2
)
√
w1
∂2w1

∂ψ2
− ∂w1

∂x
− v0(x)

∂w1

∂ψ
− 2σ1B

2(x)

ρ1

√
w1−

− 2

ρ1

(
dp(x)

dx
+ σ1B(x)E(x)

)
= 0

(3.2.6)

â îáëàñòè Ω1 = {0 < x < X, 0 < ψ < ψ∗(x)} è

ν2
√
w2
∂2w2

∂ψ2
− ∂w2

∂x
− v0(x)

∂w2

∂ψ
− 2σ2B

2(x)

ρ2

√
w2−

− 2

ρ2

(
dp(x)

dx
+ σ2B(x)E(x)

)
= 0

(3.2.7)

â îáëàñòè Ω2 = {0 < x < X, ψ∗(x) < ψ <∞}. Ïîä äåéñòâèåì çàìåíû
Ìèçåñà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.1.3) ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ

w1(0, ψ) = w10(ψ), 0 ≤ ψ ≤ ψ∗(0); w1(x, 0) = 0,

w2(0, ψ) = w20(ψ), ψ∗(0) ≤ ψ <∞, w2(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞,
(3.2.8)

à óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (3.1.4), (3.1.5) ïåðåõîäÿò ïðè ψ = ψ∗(x), 0 ≤
x ≤ X â óñëîâèÿ

w1(x, ψ∗(x)) = w2(x, ψ∗(x)),

ν1ρ1
∂w1(x, y∗(x))

∂ψ

(
1 +

k

4

(∂w1(x, ψ∗(x))

∂ψ

)2
)

= ν2ρ2
∂w2(x, ψ∗(x))

∂ψ
.

(3.2.9)
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Θ
(
x, ψ,

∂w

∂ψ

)
=

{
ν1

∂w
∂ψ

(
1 + k

4

(
∂w
∂ψ

)2
)
, 0 < ψ ≤ ψ∗(x),

ν2
∂w
∂ψ , ψ∗(x) < ψ <∞,

ρ ≡ ρ(x, ψ) =

{
ρ1, 0 < ψ ≤ ψ∗(x),

ρ2, ψ∗(x) < ψ <∞,

σ ≡ σ(x, ψ) =

{
σ1, 0 < ψ ≤ ψ∗(x),

σ2, ψ∗(x) < ψ <∞,
è ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9) â
ïåðåìåííûõ Ìèçåñà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9)
íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, íåïðåðûâíàÿ â Ω ôóíê-

öèÿ w(x, ψ), èìåþùàÿ îãðàíè÷åííóþ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ∂w
∂ψ , ïðî-

èçâîäíóþ ∂w
∂x ∈ L

loc
2 (Ω), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(0, ψ) = w0(ψ), w(x, 0) = 0, w(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞,
(3.2.10)

ãäå

w0

( y∫
0

u0(s) ds

)
≡ u2

0(y),

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫∫
Ω

[(
1√
w

∂w

∂x
+
v0(x)√
w

∂w

∂ψ
+

2

ρ
√
w

dp(x)

dx
+

2σB(x)

ρ

(E(x)√
w

+B(x)
))

ϕ+

+Θ
(
x, ψ,

∂w

∂ψ

)∂ϕ
∂ψ

]
dxdψ = 0

(3.2.11)

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ(x, ψ), èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ ïðî-

èçâîäíóþ ∂ϕ
∂ψ è ðàâíîé íóëþ ïðè ψ = 0 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ψ.
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� 3.3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è â òåðìèíàõ çàìåí Ìèçåñà

Ðåøåíèå w(x, ψ) çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9) ïîëó÷èì êàê ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðåøåíèé ñåìåéñòâà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ââåäåì ôóíêöèþ

Λε(s) =

{
ν1

(
1 + k

4s
2
)
, s > 2ε,

ν1

(
1 + k

4ε
2
)
, s < ε,

êîòîðàÿ ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ ïðè ε ≤ |s| ≤ 2ε òàê, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé îòíîñèòåëüíî ε è èìååò ïðîèçâîäíóþ
âòîðîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ââåäåì òàêæå
ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ s è τ = ψ − ψ∗(x), ε < ψ∗(0),

Φε(τ, s) =

{
Λε(s), τ ≤ −ε,
ν2, τ ≥ ε,

êîòîðàÿ ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ ïðè |τ | < ε òàê, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíîé è èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç wε
0(ψ), 0 ≤ ψ <∞, ñåìåéñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� wε
0(ψ) èìåþò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-

âèþ Ãåëüäåðà;

� wε
0(ψ) ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèåé w0(ψ) â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ψ = 0

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ψ;

� wε
0(ψ) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê w0(ψ) ïðè ε→∞;

�

∂wε0(ψ)
∂ψ è

√
wε

0Φε

(
ψ−ψ∗(0), ∂w

ε
0

∂ψ

)
∂2wε0
∂ψ2 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû îòíî-

ñèòåëüíî ε, 0 < ε ≤ ε0 < 1.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè áîëüøèõ ψ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî wε
0(ψ) ≡ w0(ψ). Îáî-

çíà÷èì çà ρε è σε ãëàäêèå, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ïî ε ôóíêöèè,
êîòîðûå ñîâïàäàþò ïðè |τ | ≥ ε ñîîòâåòñòâåííî ñ ρ è σ.

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â ïåðåìåííûõ Ìèçåñà ïîëó÷èì êàê
ïðåäåë ïðè ε→ 0 ðåøåíèé óðàâíåíèé

√
wεΦε

(
τ,
∂wε
∂ψ

)∂2wε
∂ψ2

− ∂wε
∂x
− v0(x)

∂wε
∂ψ
− 2σεB2(x)

ρε
√
wε−

− 2

ρε

(
dp(x)

dx
+ σεB(x)E(x)

)
= 0, 0 < ε ≤ ε0,

(3.3.1)

â îáëàñòè Ωε = {0 < x < X, 0 < ψ < 1
ε} ñ óñëîâèÿìè

wε(0, ψ) = wε
0(ε+ ψ), wε(x, 0) = wε

0(ε) exp
{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}
,

wε

(
x,

1

ε

)
= wε

0

(
ε+

1

ε

)
exp

{µε(ε+ 1
ε)

wε
0(ε+ 1

ε)
x
}
,

(3.3.2)

ãäå

µε(ψ) ≡
√
wε

0Φε

(
ψ − ψ∗(0),

dwε
0

dψ

)d2wε
0

dψ2
− v0(0)

dwε
0

dψ
−

−2σε(0, ψ)B2(0)

ρε(0, ψ)

√
wε

0 −
2

ρε(0, ψ)

(dp(0)

dx
+ σε(0, ψ)B(0)E(0)

)
.

(3.3.3)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâÿçü ìåæäó ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ãðàäè-
åíòîì ñêîðîñòè âíåøíåãî òå÷åíèÿ, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíûé âèä óðàâ-
íåíèÿ (3.3.1):

√
wεΦε

(
τ,
∂wε
∂ψ

)∂2wε
∂ψ2

− ∂wε
∂x
− v0(x)

∂wε
∂ψ
− 2σεB2(x)

ρε
√
wε+

+2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
= 0, 0 < ε ≤ ε0.

Ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.3), êîòîðûå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íèæå, äëÿ
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ôóíêöèè w0(ψ) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ â ïåðå-
ìåííûõ Ìèçåñà:

ν1
√
w0

(
1 +

3

4
k
(
w′0
)2
)
w′′0 − v0(0)w′0 −

2σ1B
2(0)

ρ1

√
w0−

− 2

ρ1

(dp(0)

dx
+ σ1B(0)E(0)

)
= O(ψ) ïðè ψ → 0.

(3.3.4)

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.3) è êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà ðå-
øåíèé {wε(x, ψ)} ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ
â ðàáîòàõ [65], [48]. Óñòàíîâèì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

3.3.1 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè p′(x), v0(x), B(x), E(x)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [0, X], ui0(y), u′i0(y), u′′i0(y),
i = 1, 2, îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, u′10(0) > 0,
u20(y)→ U(0) ïðè y →∞, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

u10(y∗(0)) = u20(y∗(0)),

ν1ρ1u
′
10

(
y∗(0)

)(
1 + k

(
u′10

(
y∗(0)

))2
)

= ν2ρ2u
′
20

(
y∗(0)

)
è óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ â òî÷êå (0, 0)

ν1

(
1 +

3

4
k
(
u′10(y)

)2
)
u′′10(y)− v0(0)u′10(y)− p′(0)

ρ1
− σ1

ρ1
B2(0)u10(y)−

−σ1

ρ1
B(0)E(0) = O(y2) ïðè y → 0.

(3.3.5)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(ψ) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè 0 ≤
ψ <∞ è f(ψ) = A1ψ

4
3 + A2ψ ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ0, 0 < ψ0 ≤ ψ∗(0)

2 , f(ψ0) ≤
f(ψ) ≤ A3, |f ′(ψ)| ≤ A4, |f ′′(ψ)| ≤ A5 ïðè ψ ≥ ψ0, f(ψ) ≡ const

ïðè ψ ≥ ψ∗(0)
2 , ïîñòîÿííûå Ai, i = 1, ..., 5, ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà åñëè

wε(x, ψ) � ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.1)�(3.3.3), à ïîñòîÿííûå A1,
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A2, A3 è ε äîñòàòî÷íî ìàëû, òî íàéäóòñÿ òàêèå X > 0 è ε0 > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε > ε0 â îáëàñòè Ωε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

wε(x, ψ) ≥ wε(x, 0) + f(ψ)(1 + e−αx), α = const > 0.

Åñëè, êðîìå òîãî, p′(x) + σB(x)E(x) ≤ −β0 < 0, ãäå β0 = const, òî

wε(x, ψ) ≥ wε(x, 0) + f(ψ), ∀X > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Sε(x, ψ) = wε(x, 0) + f(ψ)(1 + e−αx).

Òîãäà íà îñíîâàíèè óñëîâèé (3.3.2)

Sε(x, 0) = wε(x, 0),

Sε

(
x,

1

ε

)
= wε(x, 0) + f

(1

ε

)
(1 + +e−αx) = wε

0 exp
{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}

+

+f
(1

ε

)
(1 + e−αx) ≤ wε

0(ε) exp
{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}

+ 2A3.

Â ñèëó óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ Ìèçåñà, ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ε, èìååì µε(ε) ≤ C1ε. Òàêèì îáðàçîì,

µε(ε)

wε
0(ε)

x ≤ C1ε

C2ε
x ≤ Cx,

îòêóäà ñëåäóåò

Sε

(
x,

1

ε

)
≤ C3εe

Cx + 2A3 ≤ C3εe
CX + 2A3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε

wε

(
x,

1

ε

)
= wε

0

(
ε+

1

ε

)
exp

{µε(ε+ 1
ε)

wε
0(ε+ 1

ε)
x
}
≥

≥ wε
0

(
ε+

1

ε

)
>
U 2(0)

2
.
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Äàëåå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé A3 è ïàðàìåòðà ε âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëàñü öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

Sε

(
x,

1

ε

)
< wε

0

(
ε+

1

ε

)
≤ wε

(
x,

1

ε

)
. (3.3.6)

Ââèäó âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè wε
0(ψ) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ψ, èìååì äëÿ

ìàëûõ ïàðàìåòðîâ A1 è A2 íåðàâåíñòâî

Sε(0, ψ) = wε(0, 0)+2f(ε) = wε
0(ε)+2A1ε

4
3 +2A2ε < wε

0(ε+ψ). (3.3.7)

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì, íàëîæåííûì íà íà÷àëüíûå äàííûå, èìååì

wε
0(ψ)→ U 2(0) > 0ψ →∞.

Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ψ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

wε
0(ε+ ψ) > wε

0(ε).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðè ψ ≤ ψ∗ ñëåäóþùèé îïåðàòîð

L(wε) ≡
√
wεΦε

(
ψ − ψ∗,

∂wε
∂ψ

)∂2wε
∂ψ2

− ∂wε
∂x
− v0(x)

∂wε
∂ψ
− 2σεB2(x)

ρε
√
wε.

Ðàññìîòðèì

L(Sε) =
√
SεΦε

(
ψ − ψ∗,

∂Sε
∂ψ

)
f ′′(ψ)(1 + e−αx)− ∂wε(x, 0)

∂x
+

+αf(ψ)e−αx − v0(x)f ′(ψ)(1 + e−αx)− 2σεB2(x)

ρε

√
Sε.
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Ïðè ψ ≤ ψ∗ èìååì

L(Sε) =

√
wε(x, 0) + (A1ψ

4
3 + A2ψ)(1 + e−αx)Φε

(
ψ − ψ∗,

∂Sε
∂ψ

)
×

×
(4

9
A1ψ

− 2
3

)
(1 + e−αx)− µε(ε) exp

{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}

+ α(A1ψ
4
3 + A2ψ)e−αx−

−v0(x)
(4

3
A1ψ

1
3 + A2

)
(1 + e−αx)−

−2σεB2(x)

ρε

√
wε(x, 0) + (A1ψ

4
3 + A2ψ)(1 + e−αx) ≥

≥ 4

9
ν1

√
A2A1ψ

− 1
6 − µε(ε) exp

{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}

+ α(A1ψ
4
3 + A2ψ)e−αx−

−v0(x)
(4

3
A1ψ

1
3 + A2

)
(1 + e−αx)−

−2σεB2(x)

ρε

√
wε(x, 0) + (A1ψ

4
3 + A2ψ)(1 + e−αx).

Â ñèëó òîãî, ÷òî µε(ε)
wε0(ε)x ≤ Cx, ïîëó÷àåì èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äëÿ

îïåðàòîðà L(Sε) íåðàâåíñòâî

L(Sε) ≥
4

9
ν1

√
A2A1ψ

− 1
6 − g(x),

ãäå

g(x) = |µε(ε)|eCx + 2|v0(x)|
(4

3
A1 + A2

)
+

+
2σεB2(x)

ρε

√
wε(x, 0) + 2(A1 + A2).

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè âíåøíåãî òå÷åíèÿ,
èìååì ïðè 0 < x < X

g(x) + 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣ ≤ C4.

Ïîñêîëüêó ψ−
1
6 → +∞ ïðè ψ → 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ψ1 > 0, ÷òî

ïðè âñåõ ψ ∈ (0, ψ1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

4

9
ν1

√
A2A1ψ

− 1
6 > g(x) + 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò îöåíêà ñíèçó äëÿ îïåðàòîðà L(Sε)

L(Sε) ≥ 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣
ïðè âñåõ ψ ∈ (0, ψ1).

Ïðè ψ ≥ ψ1 èìååì f(ψ) ≥ δ > 0. Åñëè α äîñòàòî÷íî âåëèêî è
çíà÷åíèå X çàäàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü e−αX ≥ 1

2 , òî
èìååì íåðàâåíñòâî

L(Sε) ≥ ν1

√
Sεf

′′(ψ)(1 + e−αx)− µε(ε) exp

{
µε(ε)

wε
0(ε)

x

}
+
αδ

2
−

−v0(x)f ′(ψ)(1 + e−αx)− 2
σε

ρε
B2
√
Sε ≥

αδ

2
− C5 ≥ 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣.
Èç (3.3.6), (3.3.7) ñëåäóåò, ÷òî íà ãðàíèöå

∂Ωε = {0 < x < X, ψ = 0}∪

∪
{
x = 0, 0 < ψ <

1

ε

}
∪
{

0 < x < X, ψ =
1

ε

}
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

wε(x, ψ) ≥ Sε(x, ψ)

è

L(wε)− L(Sε) ≤ −2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)
− 2 ≤ 0.

Îòñþäà, â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà,

wε(x, ψ)− Sε(x, ψ) ≥ 0

âñþäó â Ωε. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç óòâåð-
æäåíèÿ ëåììû.

Åñëè p′x(x) + σB(x)E(x) ≤ −β0 < 0, òî ïîñòîÿííûå A1,...,A5 è ïà-
ðàìåòð ε0 âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâà

L
(
wε(x, 0) + f(ψ)

)
≥ −β0
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â Ωε è
wε(x, ψ) ≥ wε(x, 0) + f(ψ)

íà ãðàíèöå ∂Ωε âûïîëíÿëèñü ïðè ε < ε0. Òîãäà ïîëó÷èì

L
(
wε

)
− L

(
wε(x, 0) + f(ψ)

)
≤ 0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â îáëàñòè Ωε óñòàíàâëèâàåì
âòîðîå íåðàâåíñòâî â óòâåðæäåíèè ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç àïðèîðíûõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ëåììå 3.3.1, âûòåêàåò ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3.2. Â îáëàñòè Ωε, 0 < ε ≤ ε0, ãäå ïàðàìåòðû ε0 è X
îïðåäåëÿþòñÿ ëåììîé 1, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå wε(x, ψ) çàäà÷è (3.3.1)�

(3.3.3) â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà C
1+β

2 ,2+β

x,ψ (Ωε) ñ íåêîòîðûì β ∈ (0, 1).
Âíóòðè îáëàñòè Ωε óðàâíåíèå (3.3.1) ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü äâà-

æäû ïî ψ è îäèí ðàç ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.3.1 äëÿ ðåøåíèÿ wε(x, ψ) â îáëà-
ñòè Ωε âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

wε(x, ψ) ≥ wε(x, 0) + f(ψ)(1 + e−αx) ≥ wε
0(ε) exp

{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}
≥ ω(ε) > 0,

ãäå ω(ε) > 0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåò-
ðà ε. Â óðàâíåíèè (3.3.1) ïðè wε ≤ ω(ε) âìåñòî ìíîæèòåëÿ

√
wε âîçü-

ìåì ãëàäêóþ, îãðàíè÷åííóþ, ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ (ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì ε > 0). Â ðåçóüòàòå ïðè êàæäîì ε > 0 ïîëó÷èì ðàâíî-
ìåðíî ïàðàáîëè÷åñêîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè (3.3.2), ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå wε(x, ψ). Â ñèëó àïðèîðíûõ
îöåíîê ëåììû 1 âûïîëíåíî wε ≥ ω(ε), ñëåäîâàòåëüíî äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ

√
wε â ãëàâíîé ÷àñòè.

Â ñèëó äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè Φε óðàâíåíèå (3.3.1) âíóòðè
îáëàñòè Ωε ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü äâà ðàçà ïî ψ è îäèí ðàç ïî x.
Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó âíóòðè
Ωε. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 3.3.3. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 3.3.1, òî
äëÿ ðåøåíèÿ wε(x, ψ) çàäà÷è (3.3.1)�(3.3.3) â îáëàñòè Ωε ðàâíîìåðíî

ïî ε èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

0 < wε(x, ψ) ≤M1, (3.3.8)

M2 <
∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

< M3, (3.3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñïåðâà îöåíêó (3.3.8). Ïóñòü wε(x, ψ) =
eαxwε(x, ψ), ãäå α > 0 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà

eαx
√
wεΦε

∂2wε

∂ψ2
− eαx∂wε

∂x
− αeαxwε − v0(x)eαx

∂wε

∂ψ
=

= 2
σε

ρε
B2√wε − 2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)
.

Ïóñòü (x0, ψ0) � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè wε(x, ψ) = e−αxwε(x, ψ).
Åñëè (x0, ψ0) ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Ωε, òî

∂wε

∂x

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

= 0,
∂wε

∂ψ

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

= 0,
∂2wε

∂ψ2

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

αeαxwε|(x0,ψ0) = 2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣
(x0,ψ0)

+ ν(ψ)eαx
√
wε
∂2wε

∂ψ2

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

+

+2
σε

ρε
B2√wε

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

≤ 2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)
+ 2

σε

ρε
B2√wε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ wε(x, ψ) îãðàíè÷åíà âíóòðè îáëàñòè Ωε.
Òàê êàê îíà îãðàíè÷åíà è íà ãðàíèöå ∂Ωε, òî wε(x, ψ) îãðàíè÷åíà âî
âñåé îáëàñòè Ωε, à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ wε îãðàíè÷åíà â Ωε. Íåðàâåíñòâî
(3.3.8) äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâ (3.3.9). Çàìåòèì, ÷òî
â ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â óòâåðæäåíèè ëåììû 3.3.1, èìååì

∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= lim
ψ→0

wε(x, ψ)− wε(x, 0)

ψ
≥ lim

ψ→0

f(ψ)(1 + e−αx)

ψ
=
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= lim
ψ→0

A1ψ
4
3 + A2ψ

ψ
> M2 > 0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ M2 íå çàâèñèò îò ε. Èòàê, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
(3.3.9) óñòàíîâëåíà.

Äîêàæåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.3.9). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ñëåäóþùå îáîçíà÷åíèÿ

L0(wε) =
√
wεΦε

∂2wε
∂ψ2

− ∂wε
∂x
− v0(x)

∂wε
∂ψ
− 2

σε

ρε
B2√wε;

Fε(x, ψ) = wε(x, 0) +
(

2ψ − ψ
4
3

)
eα(x+1), 0 ≤ ψ ≤ ψ0,

ãäå ψ0 � çíà÷åíèå èç ëåììû 3.3.1. Èìååì

L0

(
Fε(x, ψ)

)
= −4

9
eα(x+1)ψ−

2
3Φε

√
Fε − v0(x)

(
2− 4

3
ψ

1
3

)
eα(x+1)−

−2
σε

ρε
B2eα(x+1)

√
Fε −

(
µε(ε) exp

{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}

+ α
(

2ψ − ψ
4
3

)
eα(x+1)

)
→ −∞ ïðè ψ → 0 + 0.

Òî åñòü äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x, 0 ≤ x ≤ X, ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α

L0

(
Fε(x, ψ)

)
< C < 0.

Âåëè÷èíà U
(
dU
dx + σε

ρεB
2
)
îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ X, ïîýòîìó

íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α, äëÿ êîòîðîãî ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ0

áóäåò âûïîëíåíî

L0(Fε) < −2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2
)∣∣∣∣.

Ïðè ψ = ψ0 èìååì

Fε(x, ψ0) = wε(x, 0) +
(

2ψ0 − ψ
4
3
0

)
eα(x+1) ≥ eα.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âåëè÷èíàõ α è 0 ≤ x ≤ X
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Fε(x, ψ0)− wε(x, 0) ≥ 0,

òàê êàê ôóíêöèÿ wε(x, ψ0) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ X.
Ïðè ψ = 0 èìååì Fε(x, 0) = wε(x, 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Fε(x, 0) −

wε(x, 0) = 0 ïðè 0 ≤ x ≤ X.
Ïðè x = 0 èìååì

Fε(0, ψ) = wε(0, ψ) +
(

2ψ − ψ
4
3

)
eα,

ñëåäîâàòåëüíî,

Fε(0, ψ) ≥ wε(0, ψ) = wε
0(ε+ ψ),

ïîñêîëüêó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε è ψ

wε
0(ε+ ψ) ≤ C(ε+ ψ)

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ α

Fε(0, ψ) = wε
0(ε) + eα

(
2ψ − ψ

4
3

)
= Cε+ eα

(
2ψ − ψ

4
3

)
≥ C(ε+ ψ).

Â èòîãå èìååì ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ0 îöåíêó

Fε(0, ψ)− wε(0, ψ) ≥ 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îáëàñòè 0 < x < X, 0 < ψ < ψ0,
íàõîäèì

Fε(x, ψ) ≥ wε(x, ψ) ≥ 0

ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ0, 0 ≤ x ≤ X. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáîñíîâûâàåòñÿ
òåì, ÷òî â îáëàñòè 0 < x < X, 0 < ψ < ψ0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L0(Fε) < −2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2
)∣∣∣∣ ≤ −2U

(dU
dx

+
σε

ρε
B2
)

= L0(wε).
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Òàêèì îáðàçîì,(
2ψ − ψ

4
3

)
eα(x+1) ≥ wε(x, ψ)− wε(x, 0)

ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ0, 0 ≤ x ≤ X. Òîãäà

∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

= lim
ψ→0

wε(x, ψ)− wε(x, 0)

ψ
≤ lim

ψ→0

(
2− ψ

1
3

)
eα(x+1) ≤

≤ 2eα(X+1) < M3

ïðè 0 ≤ x ≤ X. Îöåíêà (3.3.9) äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ëåììà 3.3.4. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 3.3.1, òî

ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿM4 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ wε(x, ψ) çàäà÷è
(3.3.1)�(3.3.3) â îáëàñòè Ωε; ðàâíîìåðíî ïî ε ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∂wε(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣ ≤M4. (3.3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (3.3.1) ïî ψ è ïîëî-
æèì zε(x, ψ) ≡ ∂wε(x,ψ)

∂ψ . Èìååì

√
wεΦε

∂2zε
∂ψ2

− ∂zε
∂x
− v0(x)

∂zε
∂ψ
− σεB2(x)

ρε
√
wε

zε +
Φε

2
√
wε
zε
∂zε
∂ψ

+

+
√
wε
∂Φε

∂η

∂zε
∂ψ

+
√
wε
∂Φε

∂zε

(
∂zε
∂ψ

)2

− 2

(
σε

ρε

)′
ψ

B2(x)
√
wε−

−2

(
1

ρε

)′
ψ

dp(x)

dx
− 2

(
σε

ρε

)′
ψ

B(x)E(x) = 0.

Ôóíêöèÿ zε îãðàíè÷åíà íà ∂Ωε: ðàâíîìåðíàÿ ïî ε îãðàíè÷åííîñòü
zε ïðè ψ = 0 âûòåêàåò èç ëåììû 3.3.3; ïðè x = 0 ôóíêöèÿ zε(0, ψ) =
∂wε0(ψ+ε)

∂ψ îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî ε ñîãëàñíî óñëîâèÿì íà ôóíêöèþ
wε

0(ψ).
Îñòàåòñÿ îöåíèòü ïðîèçâîäíóþ ∂wε

∂ψ ïðè ψ = 1
ε . Ïóñòü

Λ(wε) =
√
wεΦε

∂2wε
∂ψ2

− ∂wε
∂x
− v0(x)

∂wε
∂ψ

.
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Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Φ1(x, ψ) = wε

(
x,

1

ε

)
+ A1

(
1− eA2(ψ− 1

ε )
)
,

ãäå A1, A2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå; 1
ε − 1 ≤ ψ ≤ 1

ε è
ε äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ A1 è A2

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

Λ(Φ1) = −A1A
2
2e
A2(ψ− 1

ε )√wεΦε + v0(x)A1A2e
A2(ψ− 1

ε )−

−µε
(
ε+

1

ε

)
exp

{
µε(ε+ 1

ε)

wε
0(ε+ 1

ε)
x

}
< −2

∣∣∣∣σερεB2

(
√
wε − U

)
− U dU

dx

∣∣∣∣.
Çíà÷èò,

Λ(wε)− Λ(Φ1) > −2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)
+ 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣ ≥ 0.

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (3.3.8) çíà÷åíèå A1 ìîæíî óâåëè÷èòü
ïðè íåîáõîäèìîñòè òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

Φ1(0, ψ) = wε
0

(
ε+

1

ε

)
+ A1

(
1− eA2(ψ− 1

ε )
)
≥ wε(0, ψ).

Äàëåå,

Φ1

(
x,

1

ε

)
= wε

(
x,

1

ε

)
,

Φ1

(
x,

1

ε
− 1

)
= wε

(
x,

1

ε

)
+ A1(1− e−A2) ≥M1 ≥ wε

(
x,

1

ε
− 1

)
,

ãäå çíà÷åíèÿ A1 âûáðàíû äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. Îòñþäà è èç ïðèíöè-
ïà ìàêñèìóìà âûòåêàåò, ÷òî

wε(x, ψ) ≤ Φ1(x, ψ)
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ïðè 1
ε − 1 ≤ ψ ≤ 1

ε . Ñëåäîâàòåëüíî,

∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

= lim
ψ→ 1

ε−0

wε(x, ψ)− wε(x, 1
ε)

ψ − 1
ε

=

= lim
ψ→ 1

ε−0

wε(x, ψ)− Φ1(x, ψ) + A1(1− eA2(ψ− 1
ε ))

ψ − 1
ε

≥

≥ lim
ψ→ 1

ε−0

A1(1− eA2(ψ− 1
ε ))

ψ − 1
ε

= −A1A2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ2(x, ψ) = wε

(
x,

1

ε

)
− A3

(
1− eA4(ψ− 1

ε )
)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ ïîñòîÿííûõ A3 è A4 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Λ(wε)− Λ(Φ2) < −2U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2

)
+ 2

∣∣∣∣U(dUdx +
σε

ρε
B2

)∣∣∣∣ ≤ 0;

Φ2(0, ψ) ≤ wε(0, ψ); Φ2

(
x,

1

ε

)
= wε

(
x,

1

ε

)
;

Φ2

(
x,

1

ε
− 1

)
≤ wε

(
x,

1

ε
− 1

)
,

òî åñòü ïðè 1
ε − 1 ≤ ψ ≤ 1

ε èìååì

wε(x, ψ) ≥ Φ2(x, ψ).

Îòñþäà
∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

≤ A3A4.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂wε
∂ψ îãðàíè÷åíà íà ∂Ωε. Îòñþäà è

èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè zε = ∂wε
∂ψ ñëåäóåò, ÷òî |zε| ðàâíî-

ìåðíî ïî ε îãðàíè÷åíî â îáëàñòè Ωε. Ëåììà äîêàçàíà.
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Èç îáùèõ òåîðåì î ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ è ëåììû 3.3.1 âû-
òåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3.5. Â îáëàñòè Ωε1 = {0 < x < X, ψε(x) + ∆ < ψ < 1
ε},

ãäå ∆ > ε0, ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3.1)�(3.3.3) èìåþò ïðîèçâîäíûå ∂wε
∂ψ ,

∂2wε
∂ψ2 ,

∂wε
∂x , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ïðè÷åì ìàêñèìóì ìî-

äóëåé ýòèõ ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åí ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò ε è
∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.3.1 ïðè ψ > ψ∗(x) + ε0 èìååì

wε ≥ α > 0,

ãäå ïàðàìåòð α íå çàâèñèò îò ε è ∆. Ïîýòîìó ïðè ψ > ψ∗(x) + ε0 > 0
óðàâíåíèå (3.3.1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî (îòíîñèòåëüíî ε) ïàðàáîëè÷å-
ñêèì. Ïî ëåììå 3.3.4 ïðîèçâîäíûå ∂wε

∂ψ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ïðè-
ìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (3.3.1) ëåììó 6 èç ðàáîòû Îëåéíèê è Êðóæêî-
âà (ñì. [71]), ïîëó÷èì, ÷òî wε óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî
x ñ ïîêàçàòåëåì è ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùèìè îò ε è ∆, òàê êàê ïðè
ψ > ψ∗(x)+ε0 êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ïî ψ ñ ïîñòîÿííîé, âñëåäñòâèå ëåììû 3.3.4 íå çàâèñÿùåé îò ε è
∆. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì. [72], § 2) ôóíêöèè
wε ïðè ψ > ψ∗(x) + ε0 èìåþò ïðîèçâîäíûå

∂wε
∂ψ ,

∂2wε
∂ψ2 ,

∂wε
∂x , óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà, ïðè÷åì ìàêñèìóì ìîäóëåé ýòèõ ïðîèçâîäíûõ
îãðàíè÷åí ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò ε è ∆.

Èç ëåìì 3.3.1, 3.3.3, 3.3.4 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.3.6. Ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè η(x, ψ) ∈ C1(Ωε),
ðàâíîé íóëþ ïðè ψ > A5 > 0, äëÿ âñåõ ε < 1

A5
ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà ∫∫
Ωε

√
wεΦε

(
∂2wε
∂ψ2

)2

η2(x, ψ) dxdψ < M5, (3.3.11)

∫∫
Ωε

(
∂wε
∂x

)2

η2(x, ψ) dxdψ < M6. (3.3.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå (3.3.1) íà ∂2wε
∂ψ2 η

2(x, ψ) è ïðîèí-
òåãðèðóåì ïî Ωε. Ïîëó÷èì ∫∫

Ωε

√
wεΦε

(
∂2wε
∂ψ2

)2

η2(x, ψ) dxdψ =

=

∫∫
Ωε

∂wε
∂x

∂2wε
∂ψ2

η2(x, ψ) dxdψ +

∫∫
Ωε

v0(x)
∂wε
∂ψ

∂2wε
∂ψ2

η2(x, ψ) dxdψ+

+2

∫∫
Ωε

σε

ρε
B2(x)

√
wε
∂2wε
∂ψ2

η2(x, ψ) dxdψ−

−2

∫∫
Ωε

U

(
dU

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
∂2wε
∂ψ2

η2(x, ψ) dxdψ.

Ïðåîáðàçóÿ êàæäîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè
ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, à òàê æå âîñïîëüçîâàâøèñü ðå-
çóëüòàòàìè ëåìì 3.3.1, 3.3.3 è 3.3.4, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.3.11).
Âûðàçèâ

(
∂wε
∂x

)2
èç óðàâíåíèÿ (3.3.1), óìíîæèâ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæå-

íèå íà η2(x, ψ) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî Ωε, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà
(3.3.11) íåðàâåíñòâî (3.3.12).

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ïîñòîÿííûå M5 è M6 â ëåììå 3.3.6 çàâèñÿò

ëèøü îò äàííûõ çàäà÷è è ôóíêöèè η(x, ψ).

Ëåììà 3.3.7. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå íå çàâèñÿùèå îò ε
ïîñòîÿííûå M7 è M8 òàêèå, ÷òî â îáëàñòè Ωε äëÿ ðåøåíèé wε(x, ψ)
çàäà÷è (3.3.1)�(3.3.3) ðàâíîìåðíî ïî ε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∂wε
∂x
≥ −M7,

√
wεΦε

∂2wε
∂ψ2

≥ −M8. (3.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (3.3.1) ïî ïåðåìåí-
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íîé x â îáëàñòè Ωε:

1

2
√
wε

Φε
∂wε
∂x

∂2wε
∂ψ2

+
√
wε
∂Φε

∂x

∂2wε
∂ψ2

+
√
wεΦε

∂2

∂ψ2

(
∂wε
∂x

)
−

−∂
2wε
∂x2

− dv0(x)

dx

∂wε
∂ψ
− v0(x)

∂

∂ψ

(
∂wε
∂x

)
−

− d

dx

(
2σε

ρε
B2(x)

)
√
wε −

1
√
wε

σε

ρε
B2(x)

∂wε
∂x

+

+2
dU(x)

dx

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
+ 2U(x)

(
d2U(x)

dx2
+

d

dx

(σε
ρε
B2(x)

))
= 0.

Îáîçíà÷èì rε = ∂wε
∂x , ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà rε:

1

2
√
wε

Φε
∂2wε
∂ψ2

rε +
√
wε
∂Φε

∂x

∂2wε
∂ψ2

+
√
wεΦε

∂2rε
∂ψ2
−

−∂rε
∂x
− dv0(x)

dx

∂wε
∂ψ
− v0(x)

∂rε
∂ψ
−

− d

dx

(
2σε

ρε
B2(x)

)
√
wε −

1
√
wε

σε

ρε
B2(x)rε+

+2
dU(x)

dx

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
+ 2U(x)

(
d2U(x)

dx2
+

d

dx

(σε
ρε
B2(x)

))
= 0.

Ïîñêîëüêó â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.3.1) èìååì

Φε
∂2wε
∂ψ2

=
1
√
wε

[
∂wε
∂x

+ v0(x)
∂wε
∂ψ

+
2σεB2(x)

ρε
√
wε−

−2U
(dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)]
= 0,
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ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

1

2wε
r2
ε +

v0(x)

2wε

∂wε
∂ψ

rε −
1

wε
U(x)

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
rε+

+
√
wε
∂Φε

∂x

∂2wε
∂ψ2

+
√
wεΦε

∂2rε
∂ψ2
− ∂rε
∂x
−

−dv0(x)

dx

∂wε
∂ψ
− v0(x)

∂rε
∂ψ
− d

dx

(
2σε

ρε
B2(x)

)
√
wε+

+2
dU(x)

dx

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
+ 2U(x)

(
d2U(x)

dx2
+

d

dx

(σε
ρε
B2(x)

))
= 0.

Ïóñòü (x0, ψ0) � òî÷êà îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè rε â îá-
ëàñòè Ωε. Òîãäà

∂rε
∂ψ

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

=
∂rε
∂x

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

= 0,

∂2rε
∂ψ2

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

≥ 0, rε(x0, ψ0) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå (x0, ψ0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

1

2wε
r2
ε +

v0(x)

2wε

∂wε
∂ψ

rε −
U(x)

wε

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
rε−

−dv0(x)

dx

∂wε
∂ψ
− d

dx

(
2σε

ρε
B2(x)

)
√
wε+

+2
dU(x)

dx

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
+ 2U(x)

(
d2U(x)

dx2
+

d

dx

(σε
ρε
B2(x)

))
≤ 0,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

r2
ε + v0(x)

∂wε
∂ψ

rε − 2U(x)

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
rε ≤

≤ 2wε

[
dv0(x)

dx

∂wε
∂ψ

+
d

dx

(
2σε

ρε
B2(x)

)
√
wε−

−2
dU(x)

dx

(
dU(x)

dx
+
σε

ρε
B2(x)

)
− 2U(x)

(
d2U(x)

dx2
+

d

dx

(σε
ρε
B2(x)

))]
.



� 87 �

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè wε è
∂wε
∂ψ îãðàíè÷åíû â îáëàñòè Ωε (ñì. ëåììû

3.3.3 è 3.3.4), ïîëó÷àåì, ÷òî rε ≥ −M7 âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ Ωε,
ïðè÷åì çíà÷åíèå êîíñòàíòû M7 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ rε íà ãðàíèöå ∂Ωε îáëàñòè Ωε. Åñëè çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

∂wε
∂x

∣∣∣∣
ψ=0

= µε(ε) exp

{
µε(ε)

wε
0(ε)

x

}
≥ −M7,

ïîñêîëüêó µε(ε) = O(ε) ïðè ε→ 0;

µε(ε)

wε
0(ε)

x ≤ Cx

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3.1);

∂wε
∂x

∣∣∣∣
ψ= 1

ε

= µε

(
ε+

1

ε

)
exp

{
µε(ε+ 1

ε)

wε
0(ε+ 1

ε)
x

}
≥ −M7,

òàê êàê µε(ψ)→ const ïðè ψ → +∞;

∂wε
∂x

∣∣∣∣
x=0

= µε(ε+ ψ) ≥ −M7.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

rε =
∂wε
∂x
≥ −M7

â îáëàñòè Ωε, îòêóäà ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (3.3.1) ïîëó÷àåì, ÷òî

√
wεΦε

∂2wε
∂ψ2

≥ −M8

â Ωε.

Ëåììà 3.3.8. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå íå çàâèñÿùèå îò ε
ïîñòîÿííûå M9, M10 è M11 òàêèå, ÷òî â îáëàñòè Ωε äëÿ ðåøåíèé
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wε(x, ψ) çàäà÷è (3.3.1)�(3.3.3) ðàâíîìåðíî ïî ε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà

∂wε
∂x
≤M9,

√
wεΦε

∂2wε
∂ψ2

≤M10. (3.3.14)

∂wε
∂ψ

> M11, 0 ≤ ψ ≤ ψ1, (3.3.15)

äëÿ íåêîòîðîãî ψ1 > 0, òàêîãî ÷òî ψ1 < ψ∗(0)− ε0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.3.5 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ψ1 > 0, ψ1 < ψ∗(0)−ε0, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.3.14),
(3.3.15) âûïîëíÿþòñÿ â îáëàñòè Ωε ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ1.

Óñòàíîâèì ñïåðâà, ÷òî ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ1, ãäå ψ1 äîñòàòî÷íî ìàëî,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3.15). Èìååì

∂wε(x, ψ)

∂ψ
=
∂wε
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=0

+

ψ∫
0

∂2wε
∂ψ2

dψ.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, èç ëåìì 3.3.3 è 3.3.7 âûòåêàåò íåðà-
âåíñòâî

∂wε
∂ψ
≥M2 −

ψ∫
0

M8√
A6ψ

dψ ≥M11,

äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ψ1 > 0 è ïîñòîÿííîé A6. Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3.3.15).

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâà (3.3.14). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíå-
íèå (3.3.1) ïî ïåðåìåííîé ψ. Èìååì

Φε

2
√
wε

∂wε
∂ψ

∂2wε
∂ψ2

+
√
wε
∂Φε

∂ψ

∂2wε
∂ψ2

+
√
wεΦε

∂3wε
∂ψ3
−

− ∂2wε
∂x∂ψ

− v0(x)
∂2wε
∂ψ2

− 2

(
σε

ρε

)′
ψ

B2√wε−

− σε

ρε
B2

√
wε

∂wε
∂ψ

+ 2

(
σε

ρε

)′
ψ

UB2 = 0.
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Îáîçíà÷èì r1ε = ∂wε
∂ψ . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Φε

2
√
wε
r1ε
∂r1ε

∂ψ
+
√
wε
∂Φε

∂ψ

∂r1ε

∂ψ
+
√
wεΦε

∂2r1ε

∂ψ2
−

− ∂r1ε

∂x
− v0(x)

∂r1ε

∂ψ
− 2

(
σε

ρε

)′
ψ

B2√wε−

− σε

ρε
B2

√
wε
r1ε + 2

(
σε

ρε

)′
ψ

UB2 = 0.

(3.3.16)

Îáîçíà÷èì r1ε = h(Zε). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.3.16) ñëåäóåò

√
wεΦε

∂2Zε
∂ψ2

+
√
wεΦε

h′′

h′

(
∂Zε
∂ψ

)2

+
Φεh

2
√
wε

∂Zε
∂ψ

+

+
√
wε
∂Φε

∂ψ

∂Zε
∂ψ
− ∂Zε

∂x
− v0(x)

∂Zε
∂ψ
− 2

h′

(
σε

ρε

)′
ψ

B2√wε−

− σε

ρε
B2

√
wε

h

h′
+

2

h′

(
σε

ρε

)′
ψ

UB2 = 0.

(3.3.17)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü ðàâåíñòâî (3.3.17) ïî ïåðåìåííîé ψ,
ïîëîæèâ r2ε = ∂Zε

∂ψ , è ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà r2ε:

√
wεΦε

∂2r2ε

∂ψ2
+

[
hΦε√
wε

+ 2
√
wε
∂Φε

∂ψ
− v0(x)

]
∂r2ε

∂ψ
+

+ 2
√
wεΦε

h′′

h′
r2ε
∂r2ε

∂ψ
− ∂r2ε

∂x
+
√
wεΦε

(h′′
h′

)′
r3

2ε+

+

[
hΦε

2
√
wε

h′′

h′
+
√
wε
h′′

h′
∂Φε

∂ψ
+

Φεh
′

2
√
wε

]
r2

2ε+

+

[
h
√
wε

∂Φε

∂ψ
+
√
wε
∂2Φε

∂ψ2
− Φεh

2

4
w
− 3

2
ε

]
r2ε − r̂ε = 0,

ãäå

r̂ε =
∂

∂ψ

[
2

h′

(
σε

ρε

)′
ψ

B2√wε +
σε

ρε
B2

√
wε

h

h′
− 2

h′

(
σε

ρε

)′
ψ

UB2

]
.
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Ïîëîæèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå r3ε =
√
wεr2ε è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

íà r3ε:

Φε
∂2r3ε

∂ψ2
+

[
hΦε

wε
+ 2

∂Φε

∂ψ
− v0(x)
√
wε

]
∂r3ε

∂ψ
+

+
2Φε√
wε

h′′

h′
r3ε
∂r3ε

∂ψ
− 1
√
wε

∂r3ε

∂x
+

Φε

wε

(h′′
h′

)′
r3

3ε+

+

[
hΦε

2

h′′

h′
w
− 3

2
ε +

1
√
wε

h′′

h′
∂Φε

∂ψ
+

Φεh
′

2
w
− 3

2
ε

]
r2

3ε+

+

[
h

wε

∂Φε

∂ψ
+
∂2Φε

∂ψ2
− Φεh

2

4w2
ε

]
r3ε − r̂ε = 0.

(3.3.18)

Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ìàêñèìóì r3ε ïðèíèìàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷-
êå (x0, ψ0) îáëàñòè Ωε, òî â ýòîé òî÷êå

∂r3ε

∂x

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

=
∂r3ε

∂ψ

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

= 0;

∂2r3ε

∂ψ2

∣∣∣∣
(x0,ψ0)

≤ 0, r3ε(x0, ψ0) > 0.

è â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.3.18) â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Φε

wε

(h′′
h′

)′
r3

3ε +

[
hΦε

2

h′′

h′
w
− 3

2
ε +

1
√
wε

h′′

h′
∂Φε

∂ψ
+

Φεh
′

2
w
− 3

2
ε

]
r2

3ε+

+

[
h

wε

∂Φε

∂ψ
+
∂2Φε

∂ψ2
− Φεh

2

4w2
ε

]
r3ε − r̂ε ≥ 0.

(3.3.19)

Ïîëîæèì

h(Zε) ≡
M11

2
(eZε + 1).

Òàê êàê

M4 >
∂wε
∂ψ

= h(Zε) ≥M11 > 0

â Ωε, òî çàìåíà ∂wε
∂ψ = h(Zε) â óðàâíåíèè (3.3.16) âîçìîæíà è 0 <

Zε < A7 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A7. Ïðè òàêîé ôóíêöèè h(Zε) èç
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íåðàâåíñòâà (3.3.19) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå ìàêñèìóìà r3ε, åñëè îí äîñòè-
ãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå (x0, ψ0) îáëàñòè Ωε, ôóíêöèÿ r3ε äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó r3ε ≤ A8 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A8.

Îöåíèì òåïåðü r3ε íà ãðàíèöå îáëàñòè Ωε. Èìååì

r3ε(x, ψ) =
√
wε
∂Zε
∂ψ

=

√
wε

h′(Zε)

∂2wε
∂ψ2

,

r3ε(0, ψ) =

√
wε

0(ε+ ψ)

h′(Zε)

d2wε
0(ε+ ψ)

dψ2
,

r3ε(x, 0) =
1

Φεh′(Zε)

[
∂wε
∂x

+ v0(x)
∂wε
∂ψ

+ 2
σε

ρε
B2(x)

√
wε+

+
2

ρε

(dp
dx

+ σεB(x)E(x)
)]∣∣∣∣

ψ=0

=
1

Φεh′(Zε)

[
µε(ε) exp

{
µε(ε)

wε
0(ε)

x

}
+

+

(
v0(x)

∂wε
∂ψ

+ 2
σε

ρε
B2(x)

√
wε +

2

ρε

(dp
dx

+ σεB(x)E(x)

)∣∣∣∣
ψ=0

]
.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîé ôóíêöèé wε
0(ψ), v0(x), B(x),

E(x) è p(x) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r3ε ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî ε ïðè
ψ = 0 è ïðè x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, r3ε ≤ A9 â Ωε, è ïîýòîìó

√
wε
∂2wε
∂ψ2

= h′(Zε)r3ε ≤M10.

Èç óðàâíåíèÿ (3.3.1) íàõîäèì, ÷òî

∂wε
∂x
≤M9.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.3.9. Â îáëàñòè Ωε äëÿ ðåøåíèé wε(x, ψ) çàäà÷è (3.3.1)�
(3.3.3) ðàâíîìåðíî ïî ε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣wβ1−1

ε

∂wε
∂x

∣∣∣∣ ≤M12, 0 < β1 <
1

2
. (3.3.20)



� 92 �

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 3.3.5 ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣wβ1−1
ε

∂wε
∂x

∣∣∣∣ ≤ A10

ïðè ψ ≥ A11, ãäå A10, A11 � ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó îöåíêó (3.3.20)
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ïðè 0 ≤ ψ ≤ A11, ãäå A11 äîñòàòî÷íî ìàëî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A11 < ψ1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂wε
∂ψ
≥M11 > 0

ïðè ψ ≤ A11. Ïîëîæèì qε = wβ
ε . Òîãäà

∂qε
∂x

= βwβ−1
ε

∂wε
∂x

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé îöåíêè äîñòàòî÷íî îöåíèòü

|∂qε∂x |. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ qε. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî wε = q
1
β
ε , è îáîçíà÷èâ

1
β ÷åðåç b, èç (3.3.1) ïîëó÷àåì

Φε

(
b(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+ bq
3
2b−1
ε

∂2qε
∂ψ2

)
−

−bqb−1
ε

(∂qε
∂x

+ v0(x)
∂qε
∂ψ

)
− 2

σε

ρε
B2q

b
2
ε + 2U

(dU
dx

+
σε

ρε
B2
)

= 0.

(3.3.21)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (3.3.21) ïî ïåðåìåííîé x. Èìååì

∂Φε

∂x

(
b(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+ bq
3
2b−1
ε

∂2qε
∂ψ2

)
+

+Φε

(
b(b− 1)

(3

2
b− 2

)
q

3
2b−3
ε

∂qε
∂x

(∂qε
∂ψ

)2

+

+2b(b− 1)q
3
2b−2
ε

∂qε
∂ψ

∂2qε
∂x∂ψ

+ b
(3

2
b− 1

)
q

3
2b−2
ε

∂qε
∂x

∂2qε
∂ψ2

+

+bq
3
2b−1 ∂3qε

∂x∂ψ2

)
− b(b− 1)qb−2

ε

∂qε
∂x

(∂qε
∂x

+ v0(x)
∂qε
∂ψ

)
−

−bqb−1
ε

(∂2qε
∂x2

+
dv0(x)

dx

∂qε
∂ψ

+ v0(x)
∂2qε
∂x∂ψ

)
−

−bσ
ε

ρε
B2q

b
2−1
ε

∂qε
∂x
− 2q

b
2
ε
d

dx

(σε
ρε
B2
)

+
d

dx

(
2U
(dU
dx

+
σε

ρε
B2
))

= 0.

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå hε = ∂qε
∂x , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå:

∂Φε

∂x

(
b(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+ bq
3
2b−1
ε

∂2qε
∂ψ2

)
+

+Φε

(
b(b− 1)

(3

2
b− 2

)
q

3
2b−3
ε hε

(∂qε
∂ψ

)2

+

+2b(b− 1)q
3
2b−2
ε

∂qε
∂ψ

∂hε
∂ψ

+ b
(3

2
b− 1

)
q

3
2b−2
ε hε

∂2qε
∂ψ2

+

+bq
3
2b−1∂

2hε
∂ψ2

)
− b(b− 1)qb−2

ε hε

(
hε + v0(x)

∂qε
∂ψ

)
−

−bqb−1
ε

(∂hε
∂x

+
dv0(x)

dx

∂qε
∂ψ

+ v0(x)
∂hε
∂ψ

)
−

−bσ
ε

ρε
B2q

b
2−1
ε hε − 2q

b
2
ε
d

dx

(σε
ρε
B2
)

+
d

dx

(
2U
(dU
dx

+
σε

ρε
B2
))

= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âìåñòî ∂2qε
∂ψ2 åãî çíà÷åíèå èç óðàâíåíèÿ (3.3.21), ïîëó-
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÷èì äëÿ hε óðàâíåíèå âèäà(
∂Φε

∂x
Φ−1
ε +

(3

2
b− 1

) hε
Φεqε

)[
− Φεb(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+

+bqb−1
ε

(
hε + v0(x)

∂qε
∂ψ

)
+ 2

σε

ρε
B2q

b
2
ε − 2U

(dU
dx

+
σε

ρε
B2
)]

+

+
∂Φε

∂x
b(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+ Φε

(
b(b− 1)

(3

2
b− 2

)
q

3
2b−3
ε hε

(∂qε
∂ψ

)2

+

+2b(b− 1)q
3
2b−2
ε

∂qε
∂ψ

∂hε
∂ψ

+ bq
3
2b−1∂

2hε
∂ψ2

)
−

−b(b− 1)qb−2
ε hε

(
hε + v0(x)

∂qε
∂ψ

)
−

−bqb−1
ε

(∂hε
∂x

+
dv0(x)

dx

∂qε
∂ψ

+ v0(x)
∂hε
∂ψ

)
−

−bσ
ε

ρε
B2q

b
2−1
ε hε − 2q

b
2
ε
d

dx

(σε
ρε
B2
)

+
d

dx

(
2U
(dU
dx

+
σε

ρε
B2
))

= 0.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ, êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò hε ïðè 0 ≤ ψ ≤ A11, ãäå A11 äîñòàòî÷íî ìàëî. Ñ
ýòîé öåëüþ ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü è âûïèøåì
êîýôôèöèåíò K ïðè hε. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî K < 0 ïðè ψ ≤ A11, åñëè
A11 äîñòàòî÷íî ìàëî. Èìååì

K =
1

Φεqε

(3

2
b− 1

)[
− Φεb(b− 1)q

3
2b−2
ε

(∂qε
∂ψ

)2

+

+bqb−1
ε

(
hε + v0(x)

∂qε
∂ψ

)
+ 2

σε

ρε
B2q

b
2
ε − 2U

(dU
dx

+
σε

ρε
B2
)]

+

+bqb−1
ε

∂Φε

∂x
Φ−1
ε + Φεb(b− 1)

(3

2
b− 2

)
q

3
2b−3
ε

(∂qε
∂ψ

)2

−

−b(b− 1)qb−2
ε

(
hε + v0(x)

∂qε
∂ψ

)
− bσ

ε

ρε
B2q

b
2−1
ε .

×òîáû îöåíèòü K, ïåðåéäåì îáðàòíî ê ôóíêöèè wε â ïðàâîé ÷àñòè
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ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì

K =
1

Φε
w
− 1
b

ε

(3

2
b− 1

)[
− Φε

b− 1

b
w
− 1

2
ε

(∂wε
∂ψ

)2

+

+bw
1− 1

b
ε

(
hε +

v0(x)

b
w

1
b−1
ε

∂wε
∂ψ

)
+ 2

σε

ρε
B2w

1
2
ε − 2U

(dU
dx

+
σε

ρε
B2
)]

+

+bw
1− 1

b
ε

∂Φε

∂x
Φ−1
ε + Φε

b− 1

b

(3

2
b− 2

)
w
− 1

2−
1
b

ε

(∂wε
∂ψ

)2

−

−b(b− 1)w
1− 2

b
ε

(
hε +

v0(x)

b
w

1
b−1
ε

∂wε
∂ψ

)
− bσ

ε

ρε
B2w

1
2−

1
b

ε .

Â ëåììàõ 3.3.7, 3.3.8 óñòàíîâëåíî, ÷òî∣∣∣∣∂wε∂x

∣∣∣∣ ≤ A12,

ãäå A12 � ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ψ ≤ ψ1 èìååì

∂wε
∂ψ

> M11 > 0, b > 2.

Òàê êàê wε ≤ A13ψ, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

K < −w−β−
1
2

ε A14

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ψ, ãäå A13, A14 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïî-
ýòîìó åñëè |hε| äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çà÷åíèÿ âíóòðè îáëàñòè

{0 < x < X, 0 < ψ < A11},

òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A15 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |hε| ≤ A15.
Åñëè |hε| äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè ψ = 0, òî åãî ðàâíî-

ìåðíàÿ (îòíîñèòåëüíî ε) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

∂qε
∂x

∣∣∣∣
ψ=0

= βwβ−1
ε

∂wε
∂x

=

= β

[
wε

0(ε) exp
{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}]β−1

µε(ε) exp
{µε(ε)
wε

0(ε)
x
}
.
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Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäíàÿ ∂qε
∂x ïðè ψ = 0 ðàâíîìåðíî (îòíîñèòåëüíî

ε) îãðàíè÷åíî, òàê êàê îãðàíè÷åíî îòíîøåíèå µε(ε)
wε0(ε) .

Åñëè |hε| ïðèíèìàåò ñâîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè x = 0, òî îíî íå
ïðåâîñõîäèò

max
∣∣∣∂qε
∂x

∣∣∣∣∣∣∣
x=0

= max β
[
wε

0(ε+ ψ)
]β−1∣∣∣∂wε

∂x

∣∣∣ =

= max
∣∣∣βwε

0
β−1(ε+ ψ)µε(ε+ ψ)

∣∣∣.
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî ε â ñèëó óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ (3.3.5) è óñëîâèé íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ u0(y). Ïðè
ψ = A11 ìû óæå îöåíèëè max |∂qε∂x | â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.3.5.

Ëåììà 3.3.10. Äëÿ âñåõ ψ òàêèõ, ÷òî max
0≤x≤X

ψ∗(x) + ε0 < ψ2 ≤

ψ ≤ 1
ε , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|wε(x, ψ)− U 2(x)| < δ(ψ2) +M13e
−ψ+α1x, (3.3.22)

ãäå α1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à δ(ψ2)→ 0 ïðè ψ2 →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

P (x, ψ) = wε(x, ψ)− U 2(x)

è ðàññìîòðèì îïåðàòîð

L1ε(P ) ≡
√
wεΦε

∂2P

∂ψ2
− ∂P

∂x
− v0(x)

∂P

∂ψ
− 2σεB2

ρε
√
wε +

2UσεB2

ρε
= 0.

Ïðåîáðàçóåì äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå:

2UσεB2

ρε
− 2σεB2

ρε
√
wε =

=
2σεB2

ρε
(U −

√
wε) = −2σεB2(wε − U 2)

ρε(
√
wε + U)

= − 2σεB2

ρε(
√
wε + U)

P.
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Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîð L1ε(P ) ïðèíèìàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

L1ε(P ) ≡
√
wεΦε

∂2P

∂ψ2
− ∂P

∂x
− v0(x)

∂P

∂ψ
− 2σεB2

ρε(
√
wε + U)

P = 0. (3.3.23)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

V±(x, ψ) = ±P (x, ψ) + δ(ψ2) +M13e
−ψ+α1x,

ãäå α1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, δ(ψ2) � íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî,
ψ2 ≥ 0.

Òàê êàê wε
0(ψ) → U 2(0) ïðè ψ → ∞, òî ïðè x = 0 è ψ ≥ ψ2

ôóíêöèÿ P (x, ψ) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðè âûáîðå
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ψ2. Ïóñòü ÷èñëî δ(ψ2)
âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ψ ≥ ψ2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|wε
0(ψ)− U 2(0)| < δ(ψ2).

Ïðè ψ = ψ2 è ψ = 1
ε èìååì V± > 0, åñëè M13 è α1 äîñòàòî÷íî âåëè-

êè, òàê êàê |P (x, ψ)| < M14 è â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè µε(ψ). Òàêèì
îáðàçîì, ïîñòîÿííûå α1, M13 è ψ2 ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî

V±(0, ψ) > 0, ψ ≥ ψ2,

V±(x, ψ2) > 0, V±

(
x,

1

ε

)
> 0.

Êðîìå òîãî, L1ε(V±) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì α1. Â ñèëó ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.3.23) èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî V±(x, ψ) > 0 â îáëàñòè Ωε ïðè ψ ≥ ψ2. Çíà÷èò,

±P (x, ψ) + δ(ψ2) +M13e
−ψ+α1x > 0,

ãäå δ(ψ2)→ 0 ïðè ψ2 →∞, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.3.22).
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� 3.4. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííî-
ãî ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è â ïåðåìåííûõ
Ìèçåñà

Íèæå áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ w(x, ψ) çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9).

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 3.3.1.
Òîãäà îáîùåííîå ðåøåíèå w(x, ψ) çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9) ñóùåñòâóåò,
ïðè÷åì w(x, ψ)→ U 2(x) ïðè ψ →∞ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤
X, à ïðè 0 ≤ ψ ≤ ψ1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣wβ1−1∂w

∂x

∣∣∣∣ ≤M12, 0 < β1 <
1

2
. (3.4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 3.3.3, 3.3.4 è 3.3.6 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ
wε(x, ψ) çàäà÷ (3.3.1)�(3.3.3) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó W 1,1

2,∞
(
Ω 1

N

)
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N . Íà îñíîâàíèè òåîðåì âëîæåíèÿ èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà âëîæåíèé (ñì. [73])

W 1,1
2,∞
(
Ω 1

N

)
⊂ H1,1

2,∞
(
Ω 1

N

)
⊂ H

1
3 ,1∞
(
Ω 1

N

)
.

Òàê êàê ôóíêöèè wε(x, ψ) èìåþò êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, òî wε(x, ψ) ∈ C

1
3

(
Ω 1

N

)
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N è

êîíñòàíòû Ãåëüäåðà íå çàâèñÿò îò ε. Ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {wε(x, ψ)} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wεk(x, ψ)},
k = 1, 2, ..., εk → 0 ïðè k → ∞, êîòîðàÿ ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì N

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω 1
N
. Òàê êàê ôóíêöèè wεk(x, ψ) íåïðå-

ðûâíû â Ω 1
N
, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wεk(x, ψ)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà êàæäîì Ω 1
N
, N = 1, 2, ...

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè ôóíêöèé wε(x, ψ), äàííûå â ëåììàõ,
è ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âûäåëèì
òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wεk(x, ψ)}, ÷òî äëÿ ëþáîãî N = 1, 2...

wεk → w â C
(
Ω 1

N

)
,

∂wεk
∂ψ
→ ∂w

∂ψ
ñëàáî â L2

(
Ω 1

N

)
,
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Θ

(
x, ψ,

∂wεk
∂ψ

)
→ ξ ñëàáî â L2

(
Ω 1

N

)
,

∂wεk
∂x
→ ∂w

∂x
ñëàáî â L2

(
Ω 1

N

)
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

H(x, ψ, s) =

s∫
0

Φε(ψ − ψ∗(x), t) dt.

Òîãäà

Φε

(
ψ − ψ∗(x),

∂wε
∂ψ

)
∂2wε
∂ψ2

=
d

dψ
Hε

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
− ∂

∂ψ
Hε

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
.

Èç (3.3.1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(x, ψ), óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè
3.2.1, è âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé {wεk(x, ψ)} (äàëåå äëÿ
êðàòêîñòè èíäåêñ k áóäåì îïóñêàòü) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà∫∫

Ω

[
Hε
∂ϕ

∂ψ
+
∂Hε

∂ψ
ϕ+

1
√
wε

∂wε
∂x

ϕ+
v0(x)
√
wε

∂wε
∂ψ

ϕ+

+
2σεB2(x)

ρε
ϕ+

2

ρε
√
wε

dp(x)

dx
ϕ+

2σεB(x)E(x)

ρε
√
wε

ϕ

]
dxdψ = 0,∫∫

Ω

[
Θ
∂ϕ

∂ψ
+

1
√
wε

∂wε
∂x

ϕ+
v0(x)
√
wε

∂wε
∂ψ

ϕ+

+
2σεB2(x)

ρε
ϕ+

2

ρε
√
wε

dp(x)

dx
ϕ+

2σεB(x)E(x)

ρε
√
wε

ϕ

]
dxdψ+

+

∫∫
Ω

[
Hε

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)]
∂ϕ

∂ψ
dxdψ+

+

∫∫
Ω

ϕ(x, ψ)
∂Hε

∂ψ
dxdψ ≡ J1 + J2 + J3 = 0. (3.4.2)
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Θ(x, ψ, s) è Hε(x, ψ, s) âûòåêàåò îöåíêà

|J2| =
∣∣∣∣
ψ∗(x)+ε∫

0

X∫
0

[
Hε

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)]
∂ϕ

∂ψ
dxdψ

∣∣∣∣ ≤M13ε
2.

Äàëåå,

J3 =

X∫
0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

[
d

dψ

( ∂w∗
∂ψ∫

0

Φε(ψ − ψ∗(x), t) dt

)
−

−Φε

(
ψ − ψε(x),

∂wε
∂ψ

)
∂2wε
∂ψ2

)]
ϕ dψdx =

= −
X∫

0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

∂ϕ(x, ψ)

∂ψ

( ∂wε
∂ψ∫

0

Φε(ψ − ψ∗(x), t) dt

)
dψdx+

+

X∫
0

(
ϕ(x, ψ)

∂wε
∂ψ∫

0

Φε(x, t) dt

)∣∣∣∣ψ=ψ∗(x)+ε

ψ=ψ∗(x)−ε
dx−

−
X∫

0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

ϕ(x, ψ)Φε

(
ψ − ψ∗(x),

∂wε
∂ψ

)
∂2wε
∂ψ2

dψdx =

= −
X∫

0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

ϕ(x, ψ)Φε

(
ψ − ψ∗(x),

∂wε
∂ψ

)
∂2wε
∂ψ2

dψdx+O(1) ≡ I +O(1)

ïðè ε→ 0 â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà è íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè ϕ(x, ψ) èç îïðåäåëåíèÿ 3.2.1. Èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâ-
íîñòè èíòåãðàëà è ëåììû 3.3.6 ïîëó÷àåì

|I| ≤ 1

2

X∫
0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

Φε

(
ψ − ψ∗(x),

∂wε
∂ψ

)
ϕ2(x, ψ) dψdx+
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+
1

2

X∫
0

ψ∗(x)+ε∫
ψ∗(x)−ε

Φε

(
ψ − ψ∗(x),

∂wε
∂ψ

)(
∂2wε
∂ψ2

)2

dψdx = O(1), ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, I3 = O(1) ïðè ε→ 0.
Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (3.4.2) ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì∫∫

Ω

(
ξ
∂ϕ

∂ψ
+

1√
w

∂w

∂x
ϕ+

v0(x)√
w

∂w

∂ψ
ϕ+

2σB2(x)

ρ
ϕ+

+
2

ρ
√
w

dp(x)

dx
ϕ+

2σB(x)E(x)ϕ

ρ
√
w

)
dxdψ = 0.

(3.4.3)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî∫∫
Ω

[
Θ

(
x, ψ,

∂w

∂ψ

)
− ξ
]
∂ϕ

∂ψ
dxdψ = 0.

Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ôóíêöèþ ζR(ψ) ∈ C∞ òàêóþ, ÷òî ζR(ψ) = 1
ïðè 0 ≤ ψ ≤ R − 1, ζR(ψ) = 0 ïðè ψ ≥ R, 0 ≤ ζR(ψ) ≤ 1, |dζRdψ | ≤ 2

ïðè âñåõ ψ. Äëÿ ε < 1
R è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè W (x, ψ), èìåþùåé

îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ ∂W
∂ψ è ðàâíîé íóëþ ïðè ψ = 0, ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó (ñì. [60], òåîðåìà 1)∫∫
Ω

[
Θ

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂W

∂ψ

)]
∂

∂ψ

(
ζ2
R(ψ)(wε −W )

)
dxdψ ≥

≥ −M14

R∫
0

X∫
0

|wε −W |2 dxdψ.

(3.4.4)

Èç óðàâíåíèÿ (3.3.1) è ðàâåíñòâà (3.4.2), ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ

R > max
0≤x≤X

ψ∗(x) + 1,
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âûâîäèì ðàâåíñòâî

R∫
0

X∫
0

Θ

(
x, ψ,

∂wε
∂ψ

)
∂

∂ψ

(
ζ2
R(ψ)wε

)
dxdψ =

=

R∫
0

X∫
0

ζ2
R(ψ)

[
−
√
wε
∂wε
∂x
−v0(x)

√
wε
∂wε
∂ψ
− 2σB2(x)

ρ
wε−

2

ρ

dp(x)

dx

√
wε−

−2σB(x)E(x)

ρ

√
wε

]
dxdψ +O(1), ε→ 0.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (3.4.4) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0.
Èìååì

R∫
0

X∫
0

ζ2
R(ψ)

[
−
√
w
∂w

∂x
− v0(x)

√
w
∂w

∂ψ
− 2σB2(x)

ρ
w−

−2

ρ

dp(x)

dx

√
w − 2σB(x)E(x)

ρ

√
w

]
dxdψ+

R∫
0

X∫
0

[
Θ

(
x, ψ,

∂W

∂ψ

)
∂

∂ψ

(
ζ2
R(ψ)(W − w)

)
− ξ ∂

∂ψ

(
ζ2
RW

)]
dxdψ ≥

≥ −M14

R∫
0

X∫
0

|w −W |2 dxdψ.

(3.4.5)

Ïðè ψ = 0 ïîëó÷èì, ÷òî w = 0, òàê êàê

wε
0(ψ) exp

{
µε(ε)

wε
0(ε)

x

}
→ 0 ïðè ε→ 0.

Ïîýòîìó â (3.4.3) ìîæíî ïîëîæèòü

ϕ(x, ψ) = ζ2
R(ψ)w(x, ψ).
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Âñëåäñòâèå ýòîãî ïîëó÷èì

R∫
0

X∫
0

ξ
∂

∂ψ

(
ζ2
R(ψ)w

)
dxdψ =

=

R∫
0

X∫
0

ζ2
R(ψ)

[
−
√
w
∂w

∂x
− v0(x)

√
w
∂w

∂ψ
− 2σB2(x)

ρ
w−

−2

ρ

dp(x)

dx

√
w − 2σB(x)E(x)

ρ

√
w

]
dxdψ.

Ñîâìåñòíî ñ (3.4.5) ýòî äàåò íåðàâåíñòâî

R∫
0

X∫
0

[
Θ

(
x, ψ,

∂W

∂ψ

)
− ξ
]
∂

∂ψ

(
ζ2
R(ψ)(W − w)

)
dxdψ ≥

≥ −M14

R∫
0

X∫
0

|w −W |2 dxdψ.

Âûáåðåì R íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

ϕ(x, ψ) = ζ2
R(ψ)ϕ(x, ψ).

Äëÿ
W (x, ψ) = w(x, ψ) + λϕ(x, ψ), λ > 0,

èìååì
R∫

0

X∫
0

[
Θ

(
x, ψ,

∂w

∂ψ
+λ

∂ϕ

∂ψ

)
−ξ
]
∂ϕ

∂ψ
dxdψ ≥ −λM14

R∫
0

X∫
0

ϕ2(x, ψ) dxdψ.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðè λ→ 0, ïîëó÷àåì
íåçàâèñèìî îò çíàêà ôóíêöèè ϕ(x, ψ)

R∫
0

X∫
0

[
Θ

(
x, ψ,

∂w

∂ψ

)
− ξ
]
∂ϕ

∂ψ
dxdψ ≥ 0.



� 104 �

Ýòî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Èòàê, ôóíêöèÿ w(x, ψ) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

(3.2.11). Âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.2.10) ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè wεk ê w è íåðàâåíñòâà (3.3.22). Èç ëåìì âûòåêàþò òàêæå è äðó-
ãèå ñâîéñòâà ôóíêöèè w(x, ψ), êîòîðûìè ïî îïðåäåëåíèþ 3.2.1 äîëæíî
îáëàäàòü îáîáùåííîå ðåøåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.3.5, ïîëó÷åííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå w(x, ψ) ïðè
ψ > ψ∗(x) + ∆ èìååò îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå ∂w

∂x ,
∂w
∂ψ ,

∂2w
∂ψ2 , êîòîðûå îãðà-

íè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ w(x, ψ)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2.7) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 3.4.2. Åñëè

v0(x) ≥ 0 è
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x) ≤ 0,

òî ðåøåíèå w(x, ψ), ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 3.4.1, åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w1 è w2 � äâà îáîáùåííûõ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (3.2.6)�(3.2.9) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.1. Òîãäà èç èíòå-
ãðàëüíîãî òîæäåñòâà (3.2.11) âûòåêàåò ðàâåíñòâî∫∫

Ω

[(
Θ
(
x, ψ,

∂w1

∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂w2

∂ψ

))∂ϕ
∂ψ

+ 2
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
ϕ+

+2v0(x)
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂ψ
ϕ− 2

ρ

dp(x)

dx

√
w1 −

√
w2√

w1w2
ϕ−

−2σB(x)E(x)

ρ

√
w1 −

√
w2√

w1w2
ϕ

]
dxdψ = 0.

(3.4.6)

Ââåäåì ôóíêöèþ

χ(λ) =

{
0, λ ≤ 0,

1, λ > 0.
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Äàëåå, îïðåäåëèì äëÿ ε > 0 ôóíêöèþ

χε(λ) =

{
0, λ ≤ 0,

1, λ ≥ ε

è ïðîäîëæèì χε(λ) íà èíòåðâàë 0 < λ < ε òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû χε(λ)
ñòàëà ãëàäêîé è ìîíîòîííîé ôóíêöèåé. Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (3.4.6)
ôóíêöèþ

ϕ(x, ψ) = χε

(
w1(x, ψ)− w2(x, ψ)

)
ζR(ψ),

ãäå ζR(ψ) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
3.4.1. Äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê 0 ≤ x0 ≤ X èìååì

∞∫
0

x0∫
0

[(
Θ
(
x, ψ,

∂w1

∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂w2

∂ψ

))∂(χε(w1 − w2

)
ζR(ψ)

)
∂ψ

+

+2

(
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
+ v0(x)

∂(
√
w1 −

√
w2)

∂ψ

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)−

−2

ρ

√
w1 −

√
w2√

w1w2

(
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x)

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)

]
dxdψ = 0.

Ó÷òåì, ÷òî ζR(ψ) ≡ 0 ïðè ψ > R, è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

R∫
0

x0∫
0

[(
Θ
(
x, ψ,

∂w1

∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂w2

∂ψ

))
×

×
∂
(
χε
(
w1 − w2

))
∂λ

(
∂w1

∂ψ
− ∂w2

∂ψ

)
ζR(ψ)+

+

(
Θ
(
x, ψ,

∂w1

∂ψ

)
−Θ

(
x, ψ,

∂w2

∂ψ

))
χε(w1 − w2)

∂ζR(ψ)

∂ψ
+

+2

(
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
+ v0(x)

∂(
√
w1 −

√
w2)

∂ψ

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)−

−2

ρ

√
w1 −

√
w2√

w1w2

(
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x)

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)

]
dxdψ = 0.
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Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â ñèëó ìîíîòîí-
íîñòè Θ(x, ψ, s) ïî s, s ≥ 0, íåîòðèöàòåëüíî è ìîæíî âûáðàòü

R > max
0≤x≤X

ψ∗(x) + 1,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

R∫
R−1

x0∫
0

ν

(
∂w1

∂ψ
− ∂w2

∂ψ

)
χε(w1 − w2)

∂ζR(ψ)

∂ψ
dxdψ+

+2

R∫
0

x0∫
0

[(
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
+ v0(x)

∂(
√
w1 −

√
w2)

∂ψ

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)−

−1

ρ

√
w1 −

√
w2√

w1w2

(
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x)

)
χε
(
w1 − w2

)
ζR(ψ)

]
dxdψ ≤ 0.

Ïåðåéäåì â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ê ïðåäåëó ïðè ε → 0.
Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä âîçìîæåí ïî òåîðåìå Ëåáåãà. Êðîìå òîãî, çàìå-
òèì, ÷òî

χ(w1 − w2) = χ(
√
w1 −

√
w2)

è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, ψ), èìåþùåé îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

χ(f)
∂f

∂x
=
∂f+

∂x
, χ(f)

∂f

∂ψ
=
∂f+

∂ψ
,

ãäå f+ = max(0; f). Òàêèì îáðàçîì,

R∫
R−1

x0∫
0

ν

(
∂w1

∂ψ
− ∂w2

∂ψ

)
χ(w1 − w2)

dζR(ψ)

dψ
dxdψ+

+2

R∫
0

x0∫
0

[(
∂(
√
w1 −

√
w2)

+

∂x
+ v0(x)

∂(
√
w1 −

√
w2)

+

∂ψ

)
ζR(ψ)−

−1

ρ

(√
w1 −

√
w2

)+

√
w1w2

(
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x)

)
ζR(ψ)

]
dxdψ ≤ 0.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

R∫
R−1

x0∫
0

ν

(
∂w1

∂ψ
− ∂w2

∂ψ

)
χ(w1 − w2)

dζR(ψ)

dψ
dxdψ+

+2

R∫
0

ζR(ψ)(
√
w1 −

√
w2)

+|x=x0 dψ−

−2

R∫
0

x0∫
0

[
v0(x)(

√
w1 −

√
w2)

+dζR(ψ)

dψ
+

+
1

ρ

(√
w1 −

√
w2

)+

√
w1w2

(
dp(x)

dx
+ σB(x)E(x)

)
ζR(ψ)

]
dxdψ ≤ 0.

(3.4.7)

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ψ > max
0≤x≤X

ψ∗(x) +

∆ ïðîèçâîäíûå ∂2wi
∂ψ2 , i = 1, 2, îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ãåëüäåðà. Ïîýòîìó â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.2.10) è îöåíêè (3.3.22)∣∣∣∣∂(w1 − w2)

∂ψ

∣∣∣∣2 ≤M15 max

∣∣∣∣∂2(w1 − w2)

∂ψ2

∣∣∣∣|w1 − w2| → 0 ïðè ψ →∞

ðàâíîìåðíî ïðè 0 ≤ x ≤ X. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà

dp(x)

dx
+ σB(x)E(x) ≤ 0, v0(x) ≥ 0,

dζR(ψ)

dψ
≤ 0,

èç (3.4.7) âûâîäèì ñîîòíîøåíèå

2

R∫
0

ζR(ψ)(
√
w1 −

√
w2)

+|x=x0 dψ ≤M16ε1(R), (3.4.8)

ãäå ε1(R) → 0 ïðè R → ∞. Òàê êàê èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.4.8) íå óáûâàåò, à ε1(R) → 0
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ïðè R→∞, òî ïðè ëþáîì R > max
0≤x≤X

ψ∗(x) + ∆ è 0 ≤ x0 ≤ X èìååì

R∫
0

ζR(ψ)(
√
w1 −

√
w2)

+|x=x0 dψ ≤ 0.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò òîæäåñòâî (
√
w1−
√
w2)

+ ≡ 0. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî

(
√
w1 −

√
w2)

− = max(−(
√
w1 −

√
w2), 0) ≡ 0.

Çíà÷èò,
√
w1 −

√
w2 ≡ 0 è w1 ≡ w2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 3.5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ w(x, ψ) ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò çàìåíû Ìèçåñà
(3.2.1), (3.2.2) ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèè w(x, ψ) ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.6) è âû-
âåñòè åãî ñâîéñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî çà ñ÷åò ñâÿçè ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè âíåø-
íåãî òå÷åíèÿ, íåðàâåíñòâî

dp(x)

dx
+ σB(x)E(x) ≤ 0

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâàì

ρi
dU(x)

dx
+ σiB

2(x) ≥ 0, i = 1, 2,

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîìB2(x). Ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ïîïåðå÷íîå ìàãíèòíîå ïî-
ëå ïðåäîòâðàùàåò îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âÿçêîé ýëåêòðîïðîâîäíîé
ñðåäû.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè p′(x), v0(x), B(x),
E(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ X, ui0(y),
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u′i0(y), u′′i0(y), i = 1, 2, îãðàíè÷åíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäå-

ðà, u′10(0) > 0, u20(y) → U(0) ïðè y → ∞, ui0(y) ≤ U(0), i = 1, 2,
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

u10(y∗(0)) = u20(y∗(0)),

ν1ρ1u
′
10

(
y∗(0)

)(
1 + k

(
u′10

(
y∗(0)

))2
)

= ν2ρ2u
′
20

(
y∗(0)

)
è óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ â òî÷êå (0, 0)

ν1

(
1 +

3

4
k
(
u′10(y)

)2
)
u′′10(y)− v0(0)u′10(y)− p′(0)

ρ1
− σ1

ρ1
B2(0)u10(y)−

−σ1

ρ1
B(0)E(0) = O(y2) ïðè y → 0.

(3.5.1)

Òîãäà ïðè íåêîòîðîì X > 0 ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.1.1)�(3.1.6) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1.1. Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

dp(x)

dx
+ σB(x)E(x) ≤ −β0 < 0,

ãäå β0 = const, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì X > 0. Åñëè æå

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

dp(x)

dx
+ σB(x)E(x) ≤ 0, v0(x) ≥ 0,

òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.1)�(3.1.6) åäèíñòâåííî.
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